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Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


Das  vorliegende  Elementarbuch  der  Mechanik  schliesst  sich  hinsichtlich 
des  Lehrganges  den  besseren  vorhandenen  Werken  im  Allgemeinen  an, 
geht  aber  im  Einzelnen  einen  beträchtlichen  Schritt  weiter.  Voran  steht 
die  Geometrie  der  Bewegung,  eine  Lehre,  welche  darauf  abzielt,  dass  die 
reine  Bewegungstheorie,  insofern  sie  von  den  Begriffen,  welche  die  Energie 
der  Bewegung  ausdrücken ,  mit  der  Theorie  der  geometrischen  Verwandt- 
schaften im  Grunde  identisch  ist.  Durch  das  Voranstellen  dieser  Lehre  tritt 
der  geometrische  Charakter  der  Mechanik  mit  der  wttnschenswerthen  Deut- 
liebkeit  hervor.  Der  folgende  Theil  entwickelt  den  Begriff  der  Geschwindig- 
keit, der  dritte  den  der  Beschleunigung  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
und  gibt  die  nöthigen  Andeutungen  bezüglich  der  Beschleunigung  höherer 
Ordnungen.  Endlich  der  letzte  Theil  behandelt  den  aus  der  üebereinander- 
lagerung  der  Systeme  entspringenden  Begriff  der  Masse ,  der  Geschwindigkeit 
und  der  Beschleunigungen  in  derartigen  zusammengesetzten  Systemen.  Er 
ftlhrt  den  herkömmlichen  Namen  der  Theorie  der  ErSffce,  wenn  auch  von 
den  ,,unbekannten  Ursachen  der  Bewegung^^  darin  ebensowenig  Hlwas  ge- 
lehrt wird,  als  in  anderen  Lehrbüchern,  sondern  nur  von  Grössen  tnv,  «n^), 
u.  s.  w.,  welche  im  Grunde  nichts  weiter  als  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen zusammengesetzter  Punkte  sind.  Von  Kräften,  als  solchen, 
lehrt  keine  Mechanik  etwas,  ebensowenig  als  von  der  Buhe. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  der  hier  adoptirte  Lehrgang 
dem  heutigen  Entwickelungsgange  der  Wissenschaft  besser  entspricht,  als 
viele  andere.  Auch  hat  er  die  gewaltige  Autorität  Jacobi's  fdr  sich,  der 
bereits  bei  seiner  Doctorpromotion  am  13.  August  1825  als  fünfte  These 
den  Satz  vertheidigte: 
^  **  Theoria  mechanices  analytica  causam  agnoscere  nullam  potest,  quidni, 

sionti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,  secunda  virium  insignimus, 
simile  quid  ad  altiora  quoque  differentialia  adhibeatur;  de  quibus  theore- 
mata  proponi  possint  prorsus  analoga  iis ,  quae  de  vi  et  de  velocitate  circum- 
fenmtur." 

Die  wissenschaftlicben  Vortheile  dieses  Lehrganges  bestehen  haupt- 
;  slohlich  1.  in  dem  scharf  ausgeprägten  synthetischen  Aufbau  der  Wissen- 
l        ^  ^  w a* 
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Schaft  überhaupt,  2.  in  dem  engeren  Anschlüsse  an  die  analoge  Aufstafung 
der  Differentialrechnung  und  wenn  man  will,  an  die  Lehre  von  der  geo- 
metrischen Differentiation,  Hamilton 's  Quatemions  u.  s.  w.,  3.  in  der  breiteren 
Anlage  des  Grundplanes  der  Wissenschaft,  in  welchen  sich  sehr  unge- 
zwungen weitere  Lehren  einfügen  lassen,  4.  in  der  klaren  Stellung,  welche 
die  sogenannten  Principe  der  Mechanik  für  die  verschiedenen  Ordnungen 
erlangen,  5.  in  dem  Wegfallen  verschiedener  Axiome  und  Principien  rein 
physicalischen  Inhaltes,  endlich  G.  in  der  Vermeidung  der  unlogischen 
Spaltung  der  mechanischen  Wissenschaft  in  die  Lehre  vom  Gleichgewichte 
und  der  Bewegung  (gibt  es  doch  auch  ein  Gleichgewicht  der  Geschwindig- 
keiten und  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen).  Hiezu  kommen  aber 
noch  einige  nicht  unwesentliche  pädagogische  Vortheile,  welche  bestehen: 
1.  in  der  grösseren  Durchsichtigkeit  des  Studienplanes,  2.  in  der  nützlichen 
Wiederholung  gewisser  Algorithmen  auf  den  verschiedenen  Stufen  des  Lehr- 
ganges, 3.  in  der  Anregung  zur  Aufsuchung  von  Analogien  zwischen  den 
einzelnen  Zweigen  der  Mechanik  und  4.  in  der  Vermeidung  gewisser  miss- 
licher  Verwechslungen  bei  dem  Studirenden^  wie  zwischen  Gleichgewicht 
und  Buhe,  zwischen  den  mechanischen  Begriffen  und  den  Voraussetzungen 
der  physicalischen  Wissenschaften,  zwischen  den  Gedanken  des  Mathema- 
tikers und  ihrer  Projection  auf  die  Aussenwelt 

Das  Buch  ist  geschrieben  für  solche  Studirende,  welche  eine  gute 
Grundlage  für  künftige  technische  Studien  suchen,  welche  aber  bereits  irgend 
einen  einleitenden  Cursus  der  Mechanik  und  einen  ersten  Cursos  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  absolvirt  haben  imd  die  nothwendigsten 
geometrischen  Kenntnisse  besitzen.  Es  soll  ihnen  die  mechanische  Wissen- 
schaft in  einer  consequenten,  systematisch  geordneten  Darstellung  vorführen; 
es  soll  sie  in  den  Stand  setzen,  die  neueren  Erscheinungen  der  Literatur 
mit  Nutzen  zu  studiren,  ihnen  einige  Uebung  verschaffen,  ein  mechanisches 
Problem  einzukleiden  und  zu  lösen,  sowie  endlich  sie  zu  dem  Studium  der 
Quellen,  der  Literaturkenntniss  und  der  Geschichte  der  Wissenschaft  an- 
leiten. 

Mit  Rücksicht  auf  den  geringen  Grad  von  Vorkenntnissen,  welche  das 
Buch  voraussetzt,  müssen  verschiedene  Theorien,  die  ein  Handbuch  su 
geben  verpflichtet  ist,  hier  beiseite  gelassen  werden.  Dahin  gehört  die  voll* 
ständige  Reduction  von  Problemen,  welche  von  elliptischen  Functionen  ab- 
hängen, die  feineren  Untersuchungen  der  Potentialtheorie,  eine  ausgefUixte 
Theorie  der  elastischen  Systeme,  die  Bewegung  von  Systemen  in  flüBÖgen 
Medien,  eine  allgemeine  Theorie  der  relativen  Bewegung,  Störungstheorie, 
die  ausführliche  Theorie  des  Jacobi'schen  letzten  Multiplicators^  der  Ha- 
milton'schen  Quatemions  in  ihrer  Anwendung  auf  Mechanik,  der  Pltloker^- 
schen  neuen  Methoden  u.  s.  w.    Dagegen  wurde  vieles  andere  im  KimeTaen 
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sorgfUltiger  ausgearbeitet,  als  wohl  sonst  zu  geschehen  pflegt.  Dahin  gehört 
der  ganze  erste  Theil,  die  6eoind;rie  der  Bewegung,  insbesondere  die  geo- 
metrische Theorie  der  relativen  Bewegung,  die  Reduction  von  Geschwindig- 
keiten, Beschleunigungen  and  Kräften  für  ihre  Centralazen,  die  Beschleu- 
nigung zweiter  und  höherer  Ordnung,  die  Theorie  der  Krümmung  der 
Bahnen  der  Punkte  des  unveränderlichen  Systems,  das  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten,  die  Theorie  des  Trägheitsmomentes,  die  Theorie 
der  Momentankräfte  u.  s.  w. 

Die  Darstellungsweise  wird  man,  wie  ich  hoffe,  klar  finden.  Es  ist 
natürlich,  dass  sie  zu  Anfang  des  Buches  ausführlicher  und  breiter  sein 
muss,  als  in  späteren  Parthien,  denn  der  Studirende  wird  durch  das  Buch 
selbst  allmählig  auf  eine  höhere  Stufe  mathematischer  Bildung  gehoben. 
Von  üeberschwänglichkeiten  beim  Begriff  der  lebendigen  Kraft  wird  man 
nichts  finden;  der  theoretischen  Mechanik  ziemt  eine  Nüchternheit,  die  in 
der  Physik  bei  weitem  noch  nicht  allgemein  ist.  Dass  von  einem  Principe 
der  Trägheit  im  Buche  nicht  die  Bede  sein  konnte  und  dasselbe  nicht  ver- 
misst  wird,  wird  man  begreiflich  finden. 

Der  kundige  Leser  wird  die  £igenthümlichkeit  des  Buches  weniger 
im  Grossen  und  Ganzen,  als  in  einer  Menge  kleiner  Züge  bemerken,  welche 
darauf  abzielen,  den  Studirenden  die  ersten  Schritte  geschickt  machen  zu 
lehren,  ihn  allmählich  auf  ein  gewisses  wissenschaftliches  Niveau  zu  erheben, 
ihm  von  da  den  gesicherten  Besitz  der  Wissenschaft  zu  zeigen,  ihn  zur 
eigenen  Thätigkeit  anzuspornen  und  ihm  das  Gefühl  hoher  Achtung 
vor  den  Werken  der  grossen  Meister  mit  in  seinen  technischen  Beruf  zu 
geben,  in  welchem  die  erhebende  Idealität  des  mathematischen  Gedankens 
für  unsere  Zeit  immer  mehr  Bedürfniss  wird. 

Carlsruhe,  den  21.  October  1870. 

Schell. 
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Die  zweite  Auflage  meiner  theoretischen  Mechanik  hat,  insoweit 
es  den  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Bandes  betrifi't,  einige  Aenderungen 
erlitten,  welche  bei  der  wachsenden  Fülle  des  Stoffes  grösserer  Präcision 
und  Uebersichtlichkeit  wegen  nothwendig  waren.  Zunächst  sind  gewisse 
geometrische  Theorien,  welche  die  gemeinsame  Grundlage  für  verschiedene 
Parthien  der  Mechanik  bilden,   nämlich  die  Geometrie  der  Strecken-   und 
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Werthpunktsy  steine,  zu  einem  Ganzen  vereinigt^  als  erster  Tb  eil  vorange- 
stellt worden.  Bei  diesem  Ausscheidungsprocess  durfte  ich  jedoch  über  eine 
gewisse  Grenze  nicht  hinausgehen.  Denn  so  viele  Vortheile  derselbe  auch 
für  die  Abkürzung  des  Vortrags  und  das  leichtere  Verständniss  späterer 
Lehren  bieten  mag,  so  schien  es  mir  doch  nicht  unzweckmässig,  manche 
Untersuchungen,  welche  man  nur  bei  Ejräfben  durchzuführen  pflegt,  obgleich 
sie  auch  in  der  Kinematik  ihre  Analoga  finden,  vorläufig  auch  in  der 
Theorie  der  Kräfte  zu  entwickeln.  Femer  habe  ich  die  in  der  ersten  Auflage 
ohne  Rücksicht  auf  die  Zeit  behandelte  Geometrie  der  Bewegung  mit  der 
Theone  der  Bewegnngszustände  zu  einem  Haupttheile  als  Kinematik  ver- 
einigt. Ich  habe  dadurch  Raum  gewonnen  für  die  Mittheilung  mancher 
wichtigen  Lehre,  die  in  der  älteren  Auflage  fehlt.  Ohnehin  ist  die  Wahl 
der  Variabelen,  welche  man  in  der  Mechanik  die  Zeit  nennt,  willkürlicher, 
als  es  zu  sein  scheint.  Die  Lehre  von  der  Beschleunigung  im  unveränder- 
lichen System  hat  eine  wesentliche  Umgestaltung  und  Erw^terung  erlitten, 
wenigstens  nach  der  Seite  synthetischer  Betrachtungen  hin.  Auch  ist  ein 
kurzer  Abschnitt  über  den  Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungszustand 
gewisser  veränderlicher  Systeme  hinzugekommen,  in  welchem  wenigstens 
einige  der  Resultate  neuerer  Forschungen  mitgetheilt  sind.  Durchweg  habe 
ich  femer  der  Literaturangabe  für  die  einzelnen  Capitel  der  Mechanik  eine 
grössere  Sorgfalt  gewidmet.  Manche  Lehren  habe  ich  aus  dem  Inhalte  des 
jetzigen  ersten  Bandes  ausgeschieden,  um  sie  an  geeigneteren  Stellen  des 
zweiton  zu  verwenden,  so  z.  B.  die  Anwendung  des  Imaginären  auf  die 
Bewegungstheorie,  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  das  Princip  des 
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§.  1.  Mechanik  ist  die  Wissenschaft  der  Bewegung.  Ihre  Untersuchun- 
gen haben  zum  Gegenstande  1.  das  Bewegliche,  2.  die  verschiedeneu  Be- 
wegungszustftnde  und  die  Bedingungen,  welche  sie  definiren  (directes  Problem 
der  Bewegung)  und  3.  die  Bestimmung  einer  Bewegung  mit  Hülfe  gegebener 
Bedingungen,  denen  sie  genügen  soll  (umgekehrtes  Problem  der  Bewegung). 

§.  2.  Das  Bewegliche  ist  ein  Baumgebilde,  ein  Punkt  oder  ein  System 
von  Punkten,  Flächen  oder  Körpern.  Das  einfachste  Gebilde  ist  der  Punkt. 
Aus  Punkten  besteht  das  Punktsystem;  dasselbe  ist  entweder  ein  Aggregat 
von  Punkten,  welche  durch  Zwischenräume  getrennt,  nach  bestimmten  Ge- 
setzen im  Baume  geordnet  sind,  oder  eine  continuirliche  Folge  von  Punkten, 
oder  eine  Verbindung  von  Punktaggregaten  mit  continuirlichen  Punktfolgen. 
Zu  den  Punktaggregaten  gehören:  1.  die  Punktreihe,  eine  Reihe  gesonderter 
Punkte,  längs  einer  Linie  vertheilt,  2.  das  Netz,  eine  Folge  gesonderter 
Pnnktreihen,  3.  das  körperliche  Punktsystem,  eine  Reihe  getrennt  auf  ein- 
ander folgender  Netze.  Punktreihe,  Netz  und  körperliches  Punktsystem  sind 
Mannigfaltigkeiten  von  Punkten  erster,  zweiter,  dritter  Ordnung  (einer, 
zweier,  dreier  Dimensionen).  Die  einfachste  continuirliche  Punktfolge  ist 
die  Linie  oder  Faser;  sie  ist  das  Element  1.  der  Faserreihe,  einer  geord- 
neten Folge  gesonderter  Linien,  2.  des  Fasersystems,  einer  Folge  von 
Faserreihen  durch  Zwischenräume  getrennt,  3.  des  einfachen  Gewebes,  einer 
Verbindung  zweier  Faserreihen  der  Art,  dass  jede  Faser  der  einen  Reihe 
alle  Fasern  der  andern  Reihe  schneidet,  4.  des  zusammengesetzten  Gewebes, 
einer  Verbindung  zweier  oder  mehrerer  einfacher  Gewebe,  welche,  geti-ennt 
von  einander,  durch  ein  oder  mehrere  Systeme  von  Faserreihen  durchsetzt 
werden.  Ein  weiteres  continuirliches  Punktgebilde  ist  die  Fläche  oder 
Schale,  eine  continuirliche  Folge  von  Fasern;  sie  ist  das  Element  1.  der 
Scbalenreihe,  eines  Aggregats  geordnet  auf  einander  folgender,  getrennter 
Flächen,  2.  des  Fach-  oder  Zellensystems,  gebildet  aus  zwei,  drei  oder 
mehreren  Schalenreihen,  welche  sich  wechselseitig  (bienenzellenartig)  durch- 
schneiden. Das  dritte  continuirliche  Punktgebilde  ist  das  continuirliche 
kffrperliehe  System   (der  Körper),  gebildet  von  einer  continuirlichen  Folge 
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von  Flächen.  Dasselbe  kann  selbst  wieder  als  Element  einer  Reihe  von 
Gebilden  auftreten.  So  liefert  der  Stab,  ein  Körper  mit  vorherrschender 
Längenausdehnung:  1.  die  einlache  Stabreihe,  2.  das  Stabsystem,  3.  das 
einfache  Stabgitter  und  4.  das  Stabgitter  System,  welche  Gebilde  der  Faser- 
reihe, dem  Fasersystem,  dem  einfachen  und  dem  zusammengesetzten  Ge- 
webe analog  gebildet  sind.  Ebenso  kann  die  Eiigel,  oder  jede  andere 
geschlossene  Fläche  das  Element  einer  ähnlichen  Beihe  von  Gebilden  wer- 
den.   So  bildet  z.  B.  der  Ring  die  Kette,   panzerartige  Gelenksysteme  etc. 

Die  hier  erwähnten  continuirlichen  Gebilde  können  aus  den  ihnen  ent- 
sprechenden, aus  discreten  Elementen  gebildeten  durch  einen  Grenzenüber- 
gang abgeleitet  werden;  so  die  Linie  oder  Faser  aus  der  Punktreihe  durch 
eine  ohne  Ende  fortzusetzende  Einschaltung  von  Punkten  zwischen  die  be- 
reits vorhandenen,  die  Fläche  aus  dem  Netze  durch  Einschaltung  von  Punkt- 
reihen, welche  selbst  in  dem  Processe  des  üeberganges  in  Linien  begriffen 
sind,  das  continuirliche  körperliche  System  aus  dem  körperlichen  Punkt- 
system durch  Einschaltung  von  Netzen,  welche  in  Flächen  als  Grenzgebilde 
übergehen. 

Die  Gebilde,  welche  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung  sind,  können 
auf  verschiedene  Arten  in  Gebilde  niederer  Ordnung  zerlegt  und  aus  ihnen 
zusammengesetzt  werden.  So  enthält  ein  Netz  vielerlei  Punktreihen,  aus 
denen  es  gebildet  werden  kann,  ebenso  eine  Fläche  mannigfache  CuiTen- 
systeme;  so  kann  ein  Körper  auf  viele  Arten  in  Elemente  zerlegt  werden, 
wie  dies  z.  B.  durch  die  Flächensysteme  geschieht,  welche  den  üblichen 
Coordinatensystemen  zu  Grunde  liegen.  Die  Gebilde  erlangen  durch  die 
verschiedenen  Arten  -ihrer  Zerlegung  eine  gewisse  Schichtung,  Faserung 
und  überhaupt  ein  gewisses  Gefüge,  welches  mechanisch  vielfach  von  be- 
sonderer Bedeutung  werden  kann. 

§.  3.  Die  Punkte  eines  Systems  können  sämmtlich  gleichwerthig  oder 
von  verschiedenem  Werthe  sein,  so  dass  der  eine  mechanisch  die  doppelte, 
dreifache,  vierfache  Bedeutung  eines  andern  erlangt.  Diese  Verschieden- 
heit des  Werthes  wird  durch  Coefficienten  in  die  Untersuchung  eingeführt, 
die  man  den  einzelnen  Punkten  beilegt.  Li  den  Anwendungen  der  Mecha- 
nik drückt  ein  solcher  Werthcoefficient  die  materielle  Beschaffenheit  (Masse), 
den  elektrischen  oder  magnetischen  Zustand  etc.  des  Punktes  aus,  dem  er 
angehört.  Im  Allgemeinen  ist  dieser  Coefßcient  aller  reellen  constanten  oder 
variabelen  Zahlen  werthe  fElhig,  kann  aber  nach  Umständen  auf  das  positive 
oder  negative  Zahlengebiet  beschränkt  werden.  Für  die  Untersuchung  der 
Bewegung  eines  einzelnen  Punktes  fällt  der  WerthcoefQcient  als  bedeutungs- 
los aus  der  Betrachtung  heraus,  erst  bei  dem  Zusammentreten  von  Punkten 
ungleicher  Art  zum  System  tritt  er  in  dieselbe  ein.  Ein  Punkt,  dessen 
Coefficient  Null  ist,   verschwindet  aus   dem  System;   es   dient  daher  der 
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Werthcoefficient  überhaupt  auch  dazu,  das  System  zu  begrenzen  und  in 
gewissen  Fällen  seine  Ausdehnung  auf  einen  bestimmten  Raum  zu  beschränken. 

Continuirliche  Systeme,  deren  Punkte  gleichwerthig  sind,  heissen  homo- 
gen; ist  dies  nicht  der  Fall,  heterogen. 

§.  4.  Die  Verbindung,  in  welche  die  Elemente  (Punkte,  Ebenen  etc.) 
eines  Systems  zusammentreten,  um  dieses  zu  bilden,  ist  entweder  fort- 
während dieselbe  oder  sie  kann  wechseln.  Im  ersteren  Falle  heisst  das 
System  unveränderlich,  im  zweiten  veränderlich;  in  diesem  behalten  die 
Elemente  ihre  Dimensionen  und  ihre  gegenseitige  Lage  bei,  in  jenem  findet 
dies  nicht  statt.  Die  Veränderlichkeit  eines  Systems  kann  sehr  mannig- 
&ch  sein;  gewisse  Arten  derselben  werden  geometrisch  definirt,  bei  anderen 
ist  dies  heutzutage  noch  micht  möglich.  Zu  der  ersteren  Art  gehören  die 
Systeme,  welche  während  der  Bewegung  sich  ähnlich  bleiben  oder  über- 
haupt sich  nach  den  Gesetzen  irgend  einer  der  bekannteren  geometrischen  Ver- 
wandtschaften verändern,  zu  den  übrigen  gehören  die  allgemein  bieg- 
samen, elastischen,  flüssigen  Systeme  u.  a.  in.  Der  Begriff  des  unverän- 
derlichen Systems  ist  nicht  identisch  mit  dem  des  starren  Systems;  letzterer 
ist  vielmehr  im  ersteren  als  specieller  Fall  enthalten;  denn  ein  System  kann 
biegsam  sein  und  dennoch  während  der  Bewegung  den  Charakter  eines 
unveränderlichen  Systems  bewahren. 

§.  5.  Die  theoretische  Mechanik,  deren  Grundsätze  in  diesem  Buche 
entwickelt  werden,  hat  alle  Verschiedenheiten,  welche  die  Natur  des  beweg- 
lichen Systems  betreffen,  möglichst  abstract  zu  fassen.  Die  Gebilde,  von 
denen  sie  handelt,  sind  gedachte  Dinge,  wie  die  geometrischen,  denen  sie 
nur  noch  gewisse  Eigenschaften  hinsichtlich  des  Werthes  ihrer  Elemente, 
der  Biegsamkeit,  Dehnung,  des  flüssigen  Zustandes  u.  s.  w.  beilegt.  In 
den  Anwendungen  der  Mechanik  auf  die  Erklärung  der  Vorgänge  der  phy- 
sischen Welt  ist  in  jedem  einzelnen  Falle  sorgfältig  zu  prüfen,  mit  welcher 
Berechtigong  und  mit  welchem  Grade  der  Annäherung  man  einen  physi- 
schen Körper  als    ein  System  von  der  Art  ansehen  darf,  wie  es  die  theo- 
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retische  Mechanik  voraussetzt. 

§.  6.  Das  directe  Problem  der  Bewegung  fordert  die  Untersuchung 
der  Bewegungszustände  und  der  Bedingimgen,  welche  dieselben  definiren. 
Dieselbe  betrifft  1.  den  geometrischen  Vorgang  der  Bewegung  und  2.  die 
Intensität,  mit  welcher  die  Bewegung  erfolgt 

Bewegung  eines  Baumgebildes  überhaupt  ist  die  Veränderung  seiner 
Lage,  seiner  Gestalt  oder  beider  zugleich.  Man  kann  zwei  Arten  der  Be- 
wegung unterscheiden,  welche  sich  in  gewissem  Sinne  dual  gegenüber- 
stehen. 

Es  sei  in  einem  Räume  eine  continuirliche  Folge  von  Gebilden  der- 
selben Art,  d.  h.  derselben  Ordnung  der  Mannigfaltigkeit,  gegeben.     Ein 
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weiteres  Gebilde  dieser  Art  falle  nach  und  nach  mit  den  Gebilden  dieser 
Folge  zusammen.  Sein  Durchgang  durch  diese  Folge  von  Gebilden  ist  seine 
Bewegung  in  dem  Baume,  welchem  die  Folge  angehört.  Sind  die  Gebilde 
der  Folge  unter  sich  und  dem  beweglichen  Gebilde  congruent,  so  bleibt 
letzteres  während  der  Bewegung  unveränderlich  und  ändert  blos  seine  Lage 
im  Kaume;  sind  sie  es  nicht,  so  ist  es  veränderlich  und  wird  seine  Ver- 
änderung durch  die  Verwandtschaft  bestimmt,  in  welcher  die  Gebilde  der 
Folge  zu  einander  stehen.  So  können  dieselben  z.  B.  unter  einander  ähn- 
lich oder  projectivisch  sein;  dann  bleibt  das  bewegliche  Gebilde  sich  wäh- 
rend der  Bewegung  ähnlich  oder  projectivisch. 

Es  sei  andererseits  in  einem  Räume  ein  einzelnes  Gebilde  gegeben; 
ein.  anderer  Baum  enthalte  eine  continuirliche  Folge  von  Gebilden  derselben 
Art,  wie  jenes  einzelne  und  mögen  die  Gebilde  dieser  Folge  der  Beihe  nach 
mit  jenem  einzelnen  Gebilde  zusammenfallen.  Der  Durchgang  der  Folge 
durch  das  einzelne  Gebilde  ist  die  Bewegung  des  Gebildes,  welchem  die 
Folge  angehört,  in  dem  Einzelgebilde. 

Den  Unterschied  bei  den  Bewegungen  kann  man  sich  an  der  Bewe- 
gung eines  flüssigen  Systems  sehr  gut  verdeutlichen.  Die  Untersuchung 
der  ersten  Art  der  Bewegung  beantwortet  die  Frage,  welche  Lage  die 
flüssige  Masse  im  Baume  durchläuft,  welche  Bahnen  ihre  Punkte  und  welche 
Flächen  bestimmte  Flüssigkeitsfäden  beschreiben;  für  die  Untersuchung  der 
zweiten  Art  der  Bewegung  sin<^  diese  Bahnen  und  Flächen,  so  wie  über- 
haupt der  Fortschritt  der  flüssigen  Masse  im  Baume  ohne  Literesse,  da- 
gegen wünscht  man  durch  sie  zu  erfahren,  welche  Punkte  und  wie  diesel- 
ben nach  einander  an  einem  bestimmt  angenommenen  Punkte  des  Baumes 
vorüberziehen,  welche  Flüssigkeitsmasse  durch  eine  bestimmte  Fläche,  z.  B. 
durch  einen  bestimmten  Querschnitt,  hindurchströmt  u.  s.  w.  Auch  der 
Mechanismus  der  Drehbank  kann  zur  Erläuterung  des  fraglichen  Unter- 
schiedes dienen.  Befestigt  man  das  Werkzeug  an  der  Axe  und  hält  das  zu 
bearbeitende  Material  fest,  so  durchläuft  die  Schärfe  des  ersteren  als  beweg- 
liches  System  im  Baume  des  Materials  eine  continuirliche  Folge  congruen- 
ter  Gebilde,  befestigt  man  aber  das  Material  an  der  Axe  und  hält  das 
Werkzeug  fest,  so  durchläuft  eine  Folge  der  Schärfe  congruenter  Gebilde 
diese  Schärfe. 

Das  dauernde  ZusammenMlen  eines  Gebildes  mit  ein  und  demselben 
andern  Gebilde  und  seiner  Elemente  mit  bestimmten  Elementen  jenes  heisst  die 
Buhe  desselben  in  jenem.  Das  dauernde  Zusammenfallen  beider  Gebilde  im 
Allgemeinen  genügt  nicht  zur  Buhe.  So  kann  eine  Kugel,  eine  Cylinderfläche, 
eine  Gerade,  eine  Schraubenfläche  mit  einem  ihr  Qpngruenten  Gebilde  fort- 
während zusammenfallen  und  sich  dennoch  in  diesem  bewegen. 

§.  7.    Ans  dem  Ebenerwfthnteu  gdit  zur  Genüge  hervor,  dass  Bewegung 
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ein  relativer  Begritf  ist.  Von  ^er  Bewegung  eines  Punktes  odei 
eines  Systems  an  »ich  kann  man  nicht  reden,  viebnehr  nur  v 
wogung  desselben  in  einem  Banme  oder  deutlicher  gesagt,  in  einem  andern 
System.  Die  Bewegung  eines  Syateiiis  in  einem  andern  ist  nicht«  weiter, 
als  das  successive  Zusanunenfallen  seiner  Punkte  mit  Punkten  jenes.  Es 
findet  daher  ebensogut  eine  Bewegung  des  zweiten  Systems  im  ersten,  wie 
eine  Bewegung  dieses  in  jenem  statt.  Man  nennt  daher  die  Bewegung 
jedes  der  beiden  Systeme  im  andei-n  seine  relative  Bewegung  in  diesem. 
So  sind  die  oben  unt-orschiedenen  Bewegungen  relative  Bewegungen  zweier 
Systeme  in  Bezug  auf  einander.  Werden  beide  SjEt«me  in  einem  diittea 
Systeme  gedacht,  so  hat  jedes  der  drei  in  jedem  der  beiden  andern 
relative  Bewegimg  (die  relative  Buhe  als  speciellen  FaU  mit  eingeschlossen 
Dabei  kann  man  die  relative  Bewegung  des  ersten  im  dritten  z.  B.  ent 
weder  unmittelbar  untersuchen  oder  auch  dadurch  gewinnen,  dass  man  dift 
relative  Bewegung  des  ersten  im  zwi'iten  mit  der  relativen  Bewegung  dea 
aW6it«u  im  dritten  in  Verbindung  bringt.  Mit  der  Zahl  der  Systeme  wäi 
die  Mannigfaltigkeit  der  relativen  Bewegimgen  betrSchtlich ,  von  einer 
Bolutou  Bewegung  kami  dabei  ebensowenig  als  von  einer  absoluten  Bul 
die  Rede  sein,  wenn  das  Wechselseitige,  welches  im  Begriffe  dei-  Bewegung 
liegt,  deutlich  erfasst  wird,  N ich tsd«sio weniger  erlaubt  man  sich  oft,  bei 
drei  Systemen  von  der  absolnten  Bewegung  zweier  in  Bezug  auf  dus  dritts 
nnd  ihrer  relativen  Bewegung  unter  sich  xu  reden.  Es  ist  dies 
rect  und  nur  zulüssig,  wenn  die  relative  Bewegung  des  dritten  Systems 
den  beiden  andern  für  die  llntersiicUung  keinen  Werth  hat.  Die  Von 
long  iler  absoluten  Ruhe  des  dritten  Systems  ist  für  das  VerslSndi 
Mechanik  weder  nothwendig  noch  forderlich,  jedenfalls  also  entbohrlicluj 
Auch  kommt  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  kein  Fall  vor,  welch« 
diese  Vorstellung  unabweisbar  verlangte. 

§.  8.  Zur  Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  ist  nicht  durol 
ans  erforderlich,  dass  alle  seine  Punkte  zugleich  in  Bewegung  sind,  vi6l> 
mehr  kann  der  FaU  eintreten,  dass  ein  Punkt,  oder  eine  Puuktreihe  oder 
Qberhanpt  eine  Partie  des  Systems  ruht,  während  dio  übrigen  sich  be- 
wegen. Bei  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  eine  Aic  z.  B. 
ruhen  alle  Punkte  desselben,  welche  auf  dieser  Axe  liegen,  bei  der  Be- 
vegaag  eines  tUlssigon  Systems  kSnneu  die  liefer  im  Innern  gelegenen 
Tbciln  dcuelben  ruben,  während  die  Punkte  der  OberÜfiche  eine  vielleicht 
«ehr  beftigo  Wellenbewegung  erleiden.  Wenn  nicht  sSmmtbcho  Pimkte  eint 
Systems  xugleicb  in  Bewegimg  sind,  sondern  nach  Beschaffenlieit  des  Hysleii 
lanxeln  oder  partienweise  uacb  und  nach  von  der  Bewegung  ergriffen  wer- 
dan,  so  botrochtot  man  die  Fortpfliineung  des  BowegungsphSnomons  selbst, 
wenn  auch  uneigentlicb,  als  eine  Bewegung,  indem  man  den  üibegrÜT  aller 
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zagleich  in  Bewegung  begriffener  Punkte  (den  ErBchtttiemngsraum)  als 
ein  ideales,  im  System  bewegliches  Speoialsystem  ansieht.  In  ähnlicher 
Weise  betrachtet  man  den  Wechsel  einer  ruhenden  Linie  bei  der  Bota- 
tion  oder  der  Schraubenbewegimg  als  ideelle  Bewegung  einer  fingirten,  im 
Baume  fortschreitenden  Axe.  Während  aber  die  oben  bezeichneten  Bewegun- 
gen nothwendig  als  continuirlich  gedacht  werden  müssen  und  ein  üeber- 
gang  in  eine  folgende  Lage  ohne  Durchlaufen  Ton  Zwischenlagen  aus- 
geschlossen ist,  kann  in  den  vorliegenden  Fällen  ideeller  Bewegung  sehr 
wohl  eine  Discontinuität  stattfinden.  Die  ideelle  Bewegung  kann  mit  einer 
Lage  des  Erschütterungsraumes,  einer  Lage  der  Botationsaxe  etc.  an  einer 
Stelle  des  Systems  plötzlich  aufhören  uud  an  einer  anderen  Stelle  auftreten, 
ohne  dass  der  Erschütterungsraum  oder  die  Axe  continuirlich  durch  Zwischen- 
lagen hindurch  an  jene  Stelle  gelangt  ist. 

§.  9.  Um  die  innere  Natur  einer  Bewegung,  oder  die  Litensität,  mit 
welcher  sie  erfolgt,  zu  beurtheilen,  vergleicht  man  sie  mit  einer  andern, 
ihrer  inneren  Natur  nach  bereits  vollkommen  erkannten  Bewegung.  Am 
geeignetsten  hierzu  ist  die  einfachste  aller  Bewegungen,  die  unterschieds- 
los immer  in  derselben  Weise  erfolgende  gleichförmige  Bewegung.  Sieht 
man  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  von  allem  ab,  was  das  Bewegliche 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bewegung  betrifft;,  so  bleibt  blos 
die  Vorstellung  der  continuirlichen,  stets  in  derselben  Weise  erfolgenden 
Ortsveränderung,  d.  h.  die  Vorstellung  der  Dauer  übrig;  sieht  man  aber 
auch  noch  von  dem  Begrenztsein  der  Dauer  ab,  so  erlangt  man  die  Vor- 
stellung der  unbegrenzten  Dauer  ohne  Anfang  und  Ende,  die  Vorstellung 
der  Zeit.  Es  ist  nicht  unrichtig,  die  Zeit  als  die  allgemeinste^  aller  speciel- 
len  Merkmale  entkleidete  Vorstellung  der  Bewegung  zu  bezeichnen;  inso- 
fern können  alle  andern  Bewegungen  mit  ihr  verglichen,  auf  sie  bezogen 
und  durch  sie  gemessen  werden.  In  ähnlicher  Weise,  wie  man  von  einem 
speciellen  Baum  durch  Tilgung  seiner  speciellen  Eigenschaften  der  Gestalt 
und  Grösse  zu  der  Darstellung  des  unendlichen  Baumes  gelangt,  in  wel- 
chem alle  besonderen  räumlichen  Dinge  enthalten  sind,  gelangt  man  auch 
von  der  speciellem  begrenzten  Dauer  zur  Vorstellung  der  unendlichen  Zeit, 
in  welcher  alle  besonderen  Bewegungen  erfolgen;  indess  müss  betont  wer- 
den dass  die  von  der  Bewegung  im  Baume  herübergenonmiene  „Bewegung 
in  der  Zeit"  eine  an  sich  unklare  Vorstellung  oder  besser  gesagt,  eine 
unklare  Bedensart  ist.  Wie  man  den  Baum  durch  einen  bestimmten,  übri- 
gens beliebigen  Baum  misst,  so  misst  man  die  Zeit  durch  eine  bestimmte, 
im  Uebrigen  ebenfalls  beliebig  wählbare  Dauer  einer  gleichförmigen  Be- 
wegung. Man  wählt  hierzu  die  Dauer  der  gleichförmig  erfolgenden  Bota- 
tion  der  Erde,  nennt  den  vollen  Umlauf  derselben  einen  Tag  und  theilt 
ihn  in  der  üblichen  Weise  in  Standen,  Minuten  und  Seconden  ein.    Die 
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Wahl  einer  gleichförmig  fliessenden  Zeit  als  Orundlage  für  die  Beurtheilnng 
der  Bewegungen  ist  übrigens  nur  eine  Sache  der  Convention,  kein  absolu- 
tes Bedürfniss  der  Mechanik,  ebensowenig  wie  ein  gleichförmiges  Wachs- 
thum  der  unabhängigen  Yariabeln  in  der  Analysis. 

Vergleichung  einer  gegebenen  Bewegung  mit  der  zur  Basis  gewählten 
gleichförmigen  Bewegung,  die  wir  als  Zeit  bezeichnen,  führt  zu  dem  Begriffe 
der  Geschwindigkeit  jener  Bewegung,  welcher  den  nächsten  Aufschluss  über 
die  Intensität  gibt,  mit  welcher  sie  erfolgt.  Ist  die  Geschwindigkeit  nicht 
constant,  so  muss  das  Gesetz  ihrer  Veränderung  ermittelt  werden.  Indem 
man  in  dieser  Hinsicht  die  Geschwindigkeit  der  gegebenen  Bewegung  mit 
der  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  vergleicht,  bei  welcher  sich  diese  in 
allen  Beziehungen  gleichförmig  ändert,  gelangt  man  zu  dem  Begriffe  der 
Beschleunigung.  Ebenso  kann  man  weiter  aufsteigen  zur  Beschleunigung 
der  Beschleunigung  oder  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  zur  Be- 
schleunigung dritter  und  höherer  Ordnung,  von  denen  jede  folgende  zu  der 
vorhergehenden  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  diese  zu  der  ihr  zunächst 
vorhergehenden  und  welche  alle  zusammen  schliesslich  die  Gesetze  liefern, 
welchen  die  Intensität  der  Bewegung  unterworfen  ist.  Die  einzelnen  Punkte 
eines  Systems  besitzen  im  Allgemeinen  verschiedene  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigungen,  doch  sind  dieselben  nicht  von  einander  unabhängig,  viel- 
mehr vermöge  des  Zusammenhanges  der  Systempunkte  unter  einander  durch 
gewisse  unter  ihnen  bestimmt.  Der  Gesammtgeschwiudigkeits-  imd  Be- 
schleunigungszustand eines  Systems  wird  daher  durch  gewisse  Geschwindig- 
keitselemente und  Beschleunigungselemente  in  jedem  Momente  der  Bewe- 
gung repräscntirt,  so  dass  ans  ihnen  die  Geschwindigkeit  und  Beschleuni- 
gung aller  System  punkte  für  jedes  Stadium  der  Bewegung  gefolgert  wer- 
den kann. 

Die  Intensität  der  Bewegung  eines  Systems  pflegt  man  oft  in  noch 
anderer  Weise  darzustellen,  indem  man  Ursachen  einführt,  welche  den 
Punkten  desselben  ihre  Geschwindigkeit  und  ihre  Beschleunigungen  der 
verschiedenen  Ordnungen  zu  ertheilen  vermögen.  Diese  Ursachen  heissen 
Kräfte  und  zwar  wird  die  »Ursache  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  eine 
Momentankraft,  die  Ursache  der  Beschleunigung  erster  Ordnung  eine  con- 
tinuirliche  Kraft  oder  kurzweg  eine  Kraft  genannt  und  in  ähnlicher  Weise 
können  Kräfte  zweiter,  dritter  und  höherer  Ordnung  als  die  Ursachen  der 
Beschleunigungen  der  gleichnamigen  Ordnungen  bezeichnet  worden.  Ein 
System  von  Momentankräften  würde  hiemach  den  Geschwindigkeitszustand, 
ein  System  von  continuirlichen  Kräften  den  Beschleunigungszustand,  ein 
weiteres  System  von  Kräften  zweiter  Ordnung  den  Beschleunigungszustand 
zweiter  Ordnung  hervorrufen  u.  s.  w.  Die  Momentankräfte  werden  als  fähig 
gedacht,   den  C^eschwindigkeitszustand  plötzlich  (momentan)  hervorzurufen, 
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die  continairlichen  Kräfte  erster  Ordnung  verftndem  diesen  Geschwindig- 
keitszustand  in  jedem  Augenblicke  iinendlich  wenig,  indem  sie  zu  den  vor- 
handenen Geschwindigkeiten  unendlich  kleine  Geschwindigkeiten,  sogenannt« 
Elementarbeschleunigungen  hinzufügen,  welche  in  Verbindung  mit  jenen  die 
Geschwindigkeiten  für  den  folgenden  Moment  bilden.  Aehnliches  gilt  für 
die  Wirkung  der  Kräfte  höherer  Ordnungen.  Alle  diese  Kräfte  sind  ge- 
dachte Dinge.  In  den  Anwendungen  der  Mechanik  auf  die  Bewegungen  der 
materiellen  Welt  treten  sie  als  Hypothesen  auf,  deren  Zulässigkeit  nur 
durch  die  grössere  oder  geringere  üebereinstimmung  der  aus  ihnen  folgen- 
den Bewegdngszustände  mit  der  Beobachtung  allein  gestützt  wird.  Die 
physische  Existenz  von  Ejräften  kann  nicht  behauptet  werden. 

§.  10.  Das  umgekehrte  Problem  der  Bewegung  verlangt  die  Bestim- 
mung einer  unbekannten  Bewegung  mit  Hülfe  gegebener  Bedingungen. 
Diese  Bedingungen  sind  entweder  rein^geometrischer  Natur,  oder  sie  be- 
treffen den  Geschwindigkeitszustand,  oder  den  Beschleunigungszustand  irgend 
einer  Ordnung,  oder  es  wird  durch  sie  ein  Momentankräftesystem,  oder  ein 
continuirliches  Kräfbesystem  bestimmt,  welches  die  gesuchte  Bewegung  zur 
Folge  hat.  Die  Lösung  des  Problems  steigt  stufenweise  von  der  Ordnung 
der  gegebenen  Bedingungen  bis  zur  Bestimmung  des  Geschwindigkeits- 
zustandes und  zum  geometrischen  Vorgänge  der  Bewegung  herab,  erfordert 
aber,  dass  der  Bewegungszustand  der  niederen  Ordnungen  flir  irgend  einen 
Moment  oder  für  irgend  eine  Lage  des  beweglichen  Systems  bekannt  sei. 
Wenn  Kräfte  gegeben  sind,  so  kann  dabei  der  eigenthümliche  Fall  eintre- 
ten, dass  dieselben  gegenseitig  ihre  Wirkung  tilgen,  so  dass  sie  keinen  Ein- 
fluss  auf  den  Bewegungszustand  ausüben.  Man  nennt  diesen  Fall  der  ge- 
genseitigen Vernichtung  der  Kraftwirkungen  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 
am  beweglichen  System,  auch  wohl,  wenn  auch  weniger  passend,  das  Gleich- 
gewicht des  beweglichen  Systems. 

Bei  allen  Problemen  der  vorliegenden  Art  wird  Beweglichkeit  des 
Systems  vorausgesetzt.  Es  gibt  aber  verschiedene  Grade  der  Beweglichkeit, 
indem  dieselbe  durch  mancherlei  Nebenbedingungen  beschränkt  sein  kann. 
Diese  Bedingungen  modificiren  die  Wirkung  der  «Kräfte ;  können  aber  eben- 
deshalb in  den  meisten  Fällen  durch  Kräfte  vertreten  werden. 

§.11.  Man  pflegte  früher  das  Studium  der  Mechanik  mit  der  Theorie  der 
Kräfte  zu  beginnen.  Sie  hiess  sehr  richtig  die  Dynamik  und  der  specielle 
Theil  derselben,  welcher  vom  Gleichgewicht  handelt,  die  Statik.  Allmählich 
gewann  aber  das  Wort  Dynamik  die  Bedeutung  von  Bewegungslehre  und 
zerfiel  die  mechanische  Wissenschaft  in  zwei  Theile,  die  sich  logisch  nicht 
gegenüberstehen,  nämlich  in  die  Lehre  vom  Gleichgevdchte  und  die  Lehre 
von  der  Bewegung.  Diejenigen  Theile  der  Mechanik,  welche  nicht  von  den 
Kräften  handeln,  verdanken  ihre  Vervollkonmmung  vorzugsweise  der  Neu- 
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zeit  und  werden  vielfach  mit  dem  Gesammtnamen  der  Phoronomie  oder 
Kinematik  belegt.  Das  Wort  kIvtkmx  bedeutet  die  Bewegung  als  Zustand, 
%lvriOig  Bewegung  als  Thätigkeit,  das  Hervorbringen  der  Bewegung.  Wir 
verstehen  daher  unter  Kinematik  die  Theorie  der  Bew6gung8zustände;  sie 
hat  unserer  Ansicht  nach  zu  umfassen  den  geometrischen  Vorgang  der  Be- 
wegung oder  die  Geometrie  der  Bewegung,  den  Geschwindigkeitszustand 
und  die  Beschleunigungszustände  der  verschiedenen  Ordnungen.  Kinetik 
wird  sachgemftss  die  Erzeugung  der  Bewegung  durch  Kräfte  genannt.  Im 
Grossen  und  Gaazen  bezeichnet  also  Kinematik  das  directe  Problem  der 
Bewegung,  Kinetik  das  umgekehrte  Problem  derselben.  Zwischen  beide 
Abtheilungen  gehört  die  allgemeine  Theorie  der  Kräfte  und  ihrer  Aequi- 
valenz,  welchen  Zweigen  die  Namen  Dynamik  und  Statik  entsprechen  (denn 
Aequivalenz  und  Gleichgewicht  der  Kräfte  sind  Begriffe,  welche  auf  einan- 
der reducirbar  sind).  Eine  sorgflütige  Betrachtung  der  Mittel,  deren  sich 
die  Mechanik  zur  Lösung  ihrer  Aufgabe  bedient,  zeigt,  dass  gewisse  all- 
gemeine Theorien  sowol  in  der  Lehre  von  der  Geschwindigkeit,  als  auch 
in  der  Lehre  von  den  Beschleunigungen  und  in  der  Lehre  von  den  Kräf- 
ten zugleich  Anwendung  finden,  so  dass  es  nicht  unzweckmässig  erscheint, 
diese  Theorien  zu  einem  besonderen  Abschnitt  zusammenzufassen  und  allen 
übrigen  vorangehen  zu  lassen.  Es  sind  dies  die  geometrische  Theorie  der 
Streckensysteme,  die  der  Massenpunktsysteme  und  der  Momente  verschie- 
dener Ordnungen,  insbesondere  die  der  sogenannten  Trägheitsmomente.  Wir 
werden  daher  unsere  Wissenschaft  in  folgenden  Abtheilimgen  behandeln: 

L  Theil:  Geometrie  der  StreckQ^systeme  und  Geometrie  der  Massen. 
IL  Theil:  Geometrie  der  Bewegung  und  Theorie  der  Bewegungszustände 

.   (Kinematik). 
IIL  Theil:  Theorie    der  Kräfte   und  ihrer  Aequivalenz  (Dynamik  im 

ursprünglichen  Sinne  und  Statik). 
IV.  Theil:  Theorie  der  durch  Kräfte  erzeugten  Bewegung  (Kinetik  oder 
D3mamik  im  neueren  Sinne). 

Was  hier  unter  I.  als  Geometrie  der  Streckensystome  bezeichnet  ist, 
sind  die  Elemente  einer  heutzutage  sorgfältig  gepflegten  Disciplin,  deten 
Spuren  sich  als  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  Jahrhunderte 
weit  rückwärts  verfolgen  lassen.  Nur  allmählich  wurde  sie  selbständig  in 
verschiedenem  Sinne  als  Geometrie  des  Imaginären,  als  Theory  of  Qnater- 
nions,  als  lineale  Ansdehnungslehre  etc.  von  den  bedeutendsten  Mathema- 
tikern, Gauss,  Hamilton,  Möbius,  Grassmann  etc.  ausgebildet,  so  dass  sie 
heutzutage  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Liniencomplexe  als  eines 
der  kräftigsten  Httlfsmittel  der  Mechanik  angesehen  werden  muss.  Es  ist 
daher  auch  an  der  Zeit,  sie  als  ein  Fundament  unserer  Wissenschaft  vor- 
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anzustellen.  Indem  der  Verfasser  dieses  Buches  dies  thut,  ist  er  sich  genau 
der  Grenzlinie  bewusst,  bis  zu  welcher  die  Ausscheidung  derartiger  Lehren 
aus  den  rein  mechanischen  Theorien  heutzutage  in  einem  Lehrbuche  mög- 
lich ist. 

Aehnliches  gilt  von  der  gleichfalls  unter  I.  aufgeführten  Geometrie  der 
Massen.  Sie  verfolgt  zwei  Bichtungen:  Das  Studium  der  Yertheilung  der 
Massenpunkte  im  Räume  und  der  Beziehungen  zwischen  Massenpunktsystemen 
und  Axen,  Ebenen  und  Punkten  des  Baumes.  Die  erstere  Richtung  zielt 
nach  den  Gesetzen  der  Anordnung  von  Punktsystemen  nach  gegebenen  Bück- 
sichten, der  Begelmässigkeit,  der  Homogenetät,  der  Isotropie  etc.,  während 
die  andere  die  Theorie  der  Momente  verschiedener  Ordnungen  entwickelt. 
Die  erstere  lassen  wir  hier  ganz  beiseite  und  hinsichtlich  der  zweiten  be- 
gnügen wir  uns  mit  dem  Nothwendigsten.  Ein  Lehrbuch  muss  sich  be- 
scheiden; es  verliei*t  an  Werth,  wenn  es  zu  viel  gibt.  Es  ist  kein  Beper- 
torium,  sondern  eine  Anleitung  zum  Studium;  umfassendes  Wissen  kann 
es  nur  durch  Angabe  der  Literatur  fördern,  zum  tüchtigen  Können  soll  es 
befähigen. 

Die  Mechanik  ist  eine  vorzugsweise  geometrische  Wissenschaft,  sie 
enthält  sogar  viele  Sätze  rein  geometrischen  Inhaltes.  Sowie  die  Geometrie 
heutzutage  nach  zwei  Bichtungen  ausgebildet  wird  und  wir  in  Folge  des- 
sen eine  analytische  und  eine  synthetische  Geometrie  besitzen,  kann  auch 
die  Mechanik  sich  sowohl  der  erstem,  als  der  zweiten  Richtung  besonders 
zuwenden.  Wenn  wir  auch  mit  Bücksicht  auf  den  Zweck  dieses  Buches 
und  im  Hinblick  auf  das  geringere  Maass  von  Vorkenntnissen,  welche  wir 
voraussetzen  wollen,  diese  Scheidung  nach  analytischen  und  sjmthetischen 
Methoden  nicht  in  aller  Schärfe  durchführen  können,  so  glauben  wir  doch 
mit  Recht  von  den  synthetischen  Methoden  einen  ausgedehnteren  Gebrauch 
machen  zu  dürfen,  als  bisher  zu  geschehen  pflegte.  Wir  huldigen  der  An- 
sicht, dass  beide  Methoden,  die  analytische,  wie  die  synthetische,  heutzutage 
nur  vereint  im  Stande  sind,  der  Mechanik  die  Schärfe  und  Klarheit  zu 
verleihen,  welche  alle  mathematischen  Wissenschaften  auszeichnen  sollen. 


\ 


Erster  Theil. 

Geometrie  der  Streckensy steine. 
Geometrie  der  Massen. 


L  Capitel. 

GtoometrlBOhe  Samme  und  Differenz  von  Strecken.    Aequivalenz  von 
StreckenBystemen  im  Stralenbüschel  und  Stralenbündel. 

§.  1.  An  jeder  Strecke  AA'  unterscheidet  man  Bichtung,  Sinn,  Länge 
und  Lage  im  Baume.  Den  Sinn  bezeichnet  die  Folge  der  Buchstaben  des  An- 
fangs- und  Endpunktes;  ein  beweglicher  Punkt  kann  die  Strecke  im  Sinne 
AA'  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  A' A  durchlaufen.  Die  Lage  der 
Strecke  im  Baume  wird  bestimmt  durch  ihre  Lage  auf  der  Geraden,  welche 
sie  enthält  und  durch  die  Lage  dieser  Geraden  im  Baume. 

Zwei  Strecken  von  gleichem  Sinne  und  gleicher  Länge,  auf  derselben 
oder  auf  parallelen  Geraden  liegend,  heissen  geometrisch  gleich.  Eine 
nach  Bichtung,  Sinn  und  Länge  bestimmte  Strecke  AA'  bezeichnen  wir  mit 
Mob  ins  durch  [^^'J  und  die  geometrische  Gleichheit  dieser  Strecke  mit 
einer  anderen  \BB'\y  d.  h.  die  Uebereinstimmung  beider  nach  Bichtung, 
Sinn  und  Länge,  so  dass  sie  sich  blos  der  Lage  nach  von  einander  unter- 
scheiden können,  drücken  wir  durch  die  Gleichung  [-4-4'J  =  \BB'\  aus, 
in  welcher  das  Gleichheitszeichen  eine  etwas  allgemeinere  Bedeutung  hat 
als  sonst,  indem  es  sich  neben  der  Gleichheit  der  Länge  auch  noch  auf  die 
Gleichheit  der  Bichtung  bezieht. 

§.  2.    Es  seien  zwei  Strecken  [ii-A'],  \BB'^  ge- 
geben (Fig.  1).  Von  irgend  einem  Punkte  0  aus  ziehen 

o^— ^o'  wir  [00']  =  [iiii']  und  vom  Endpunkte  0'  weiter 

[0'  0"]  =  [5  J?'].  Die  Bildung  des  gebrochenen  Linien- 

'^,  j^,    Zuges  00' 0"  nennen  wir  die  geometrische  Addition 

-^  /     von  \^BB'\  zu   [-4ii']   und  die  Schlusslinie   \,00'\ 

^  dieses  Linienzuges  oder  jede  ihr  geometrisch  gleiche 

**  **  Strecke  \CC'\  die  geometrische  Summe  von  [A-ä'l 


12  Geometrische  Summe  und  Differenz.  I.  Th.,  Cap.  I.,  §.  3. 

und  [BB'\,  Zu  derselben  Summe  gelangen  wir  auch,  indem  wir  [0  0'"]  =  [B  B'] 
ziehen  und  an  dem  Endpunkte  0'"  eine  Strecke  geometrisch  gleich  [J.'J["] 
antragen,  d.  h.  [-4^']  zu  [BB']  geometrisch  addiren.  Die  Strecken  [-4^'] 
und  [BB'],  welche  durch  ihre  Addition  die  geometrische  Summe  [CC] 
bilden,  nennen  wir  die  Summanden  der  Summe.  Ihre  Ordnung  ist  will- 
kührlich.  Die  geometrische  Addition  von  [-4-4']  und  [BB']  bezeichnen  wir 
durch  [ÄÄ']']-[BB']  oder  [BB']  +  [AÄ'],  welche  beide  Zeichen  den  Bil- 
dungsprozess  des  Linienzuges  00' 0"  und  des  Linienzuges  00'" 0"  aus- 
drücken sollen.  Insofern  beide  dasselbe  Besnltat,  nämlich  die  geometrische 
Summe  liefern,  nennen  wir  beide  Linienzüge  der  Summe  [CC'J  geometrisch 
gleich  und  drücken  dies  durch  die  geometrische  Gleichung 

[CC"\  =  [AA']  +  [BB']     oder     [CC]  =  [BB'\  +  [AA'] 

aus,  deren  linke  Seite  die  durch  den  vollendeten  Prozess  der  Addition  ge- 
bildete geometrische  Strecke  darstellt,  während  die  rechte  Seite  den  der 
Summe  geometrisch  gleichen,  noch  die  Spuren  des  Bildungsprozesses  zeigen- 
den Linienzug  00' 0"  oder  00'"  0"  bedeutet. 

Zur  Bildung  der  geometrischen  Summe  können  wir  uns  auch  der  Voll- 
endung des  Parallelogramms  bedienen,  in  dessen  Ecke  0  die  beiden  der 
gegebenen  Sti-ecke  geometrisch  gleiche»  Strecken  [00']  und  [00'"]  zu- 
sammenstossen.  Die  Diagonale,  welche  die  Ecke  0  mit  der  ihr  gegenüber 
liegenden  0"  verbindet,  stellt  die  geometrische  Summe  dar. 

Sind  [-4-A'J  und  [BB']  Strecken  von  derselben  Richtung  und  dem- 
selben Sinne,  so  fallen  [00']  und  [O'O"]  in  eine  Gerade  derselben  Richtung 
und  sind  ebenfalls  von  gleichem  Sinne.    Die  Gleichung 

[CC']  =  [AA']  +  [BB'] 

geht  über  in  [CC']  =  [AA'  +  BB'],  wenn  AA'  +  BB'  die  gewöhn- 
liche Summe  der  Längen  AA'  und  BB'  ist.  Aehnliches  findet  statt,  wenn 
[ii^'j  und  [BB']  bei  derselben  Richtung  entgegengesetzten  Sinnes  sind. 
Es  wird  dann  [CC]  =  [AA'  —  BB'],  wo  AA'  —  BB'  der  Längenunter- 
schied zwischen  beiden  Strecken  im  gewöhnlichen  Sinne  ist. 

§.  3.  Ist  die  geometrische  Summe  [CC']  und  einer  der  Summanden, 
z.  B.  [BB']  gegeben,  so  kann  der  andere  Sunmiand  [-A-A']  gefunden 
werden.  Die  Strecke  [-4^'],  welche  mit  [JBJB'J  zusammen  die  geometrische 
Sunmie  [CC]  bildet,  heisst  die  geometrische  Differenz  zwischen  [CC] 
und  [BB']\  [CC]  ihr  Minuend,  [BB']  ihr  Subtrahend.  Die  BUdung 
dieser  Differenz  heisst  die  geometrische  Subtraction  der  Strecke  [BB^] 
von  [CC]  und  wird  mit  [CC]  —  [BB']  bezeichnet.    Daher  ist 

[AA']  =  [CC]-[BB']. 
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Wir  finden  die  Differenz  [^^'],  indem  wir  von  dem  Endpunkte  0"  aus  an 
[00"]  =  [CO']  die  Strecke  [0"0']  =  [B' B] ,  d.  h.  [BB']  im  umgekehrten 
Sinne  antragen  und  [00']  ziehen.  [00']  ist  die  Strecke,  welche  mit 
[0'0"\  =«=  [BB']  die  Summe  [CC]  liefert,  mithin  die  gesuchte  Differenz 
[ÄÄ'l  Da  [00']  =  [00"]  +  [0"0'],  so  ist  [ÄA']  =  [CC]  +  [B'B]. 
Die  Vergleichung  mit  [ÄÄ']=[CC']  —  [BB']  zeigt,  dass  \B'B]  =  —  [BB']. 
Die  Bildung  der  geometrischen  Differenz  ist  identisch  mit  der  Bildung  der 
geometrischen  Summe  des  Minuenden  und  des  Subtrahenden,  letzterer  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommen.  Das  subtractive  —  [BB']  ist  gleich  dem 
additiven  -f-  [B'B]  oder  die  Summe  entgegengesetzt  geometrisch  gleicher 
Strecken  ist  Null,  nämlich  [BB']  +  [B'B]  =  0. 

Wird  [BB']  =  [CC],  so  folgt  [ÄA']  =  [CC]  —  [BB']  =  0,  d.  h. 
die  Differenz  geometrisch  gleicher  Strecken  ist  Null. 

§.  4.  Um  die  geometrische  Summe  von  drei  Strecken  [-4-4'],  [BB']^ 
[CC]  zu  finden,  ziehe   man   von  einem  beliebigen  Punkte  0  aus  (Fig.  2) 

[00']  =  [AA'],  [O'O"]  =  [BB'] 

und  [0"0'"]  =  [CC]  und  ziehe  [00'"];  so  wird 
[00'"]  oder  jede  ihr  geometrisch  gleiche  Strecke 

[DD']  =  [AA']  +  [BB']  +  [CC] . 

Denn  es  ist  [00'"]  =  [00"]  +  [0" O"]  und 

ir'         V  [00"]  =  [00']  +  [O'O"]  =  [AA']  +  [BB'] 

Fi«.  2.  mithin  [DT)']  =  [AA'] -{-[BB']  +  [CC]  .  Zieht 

man  noch  [00^^']  =  [BB'],  [00^']  =  [CC]  und  vollendet  das  Parallel- 
epiped  00'" ^  so  stellt  die  Diagonale,  welche  0  mit  der  gegenüberliegenden 
Ecke  0'"  verbindet,  die  geometrische  Summe  [DD']  dar  und  ist  jeder  zu- 
sammenhängende Kantenzug,  dessen  Schlusslinie  diese  Diagonale  ist,  gleich  der 
geometrischen  Summe  der  drei  Strecken.  Diese  KantenzUge  unterscheiden 
sich  durch  die  Ordnung  der  Kanten,  d.  h.  die  Summanden  der  Summe,  von 
einander.  Durch  successive  Yertauschung  zweier  auf  einander  folgender  Sum- 
manden kann  man  alle  Anordnungen  derselben  erreichen. 

§.  5.    Allgemein  findet  man  die  geometrische  Summe  von  n  Strecken 

[AA'],  [BB'],  [CC],  ...  [NN']  mit.  Hülfe 

^fc^^,,.^^  ..  /  eines  Streckenzuges  (Fig.  3j,  der  in  einem  be- 

/  s  J      .^-^      liebigen  Punkte  0  beginnt  und  dessen  Seiten 

/  /7    ^'  [OC],  [CO"],  [CO'"],  ...  [0(«-i)0(»)]  den 

/  /  /    €f*  -M* 

/  A*  /         y^       gegebenen  Strecken  in  beliebiger  Aufeinander- 

/  y^  ^ /       £  folge  geometrisch  gleich  sind.    Die  Schlusslinie 

0        %'  j£       jA'  [OO'^^]  des  Zuges  oder  jede   ihr  geometrisch 

'*  '  gleiche  Strecke  [PP']   stellt  die  Summe  dar. 

Denn  zieht  man  die  Diagonabtrecken  [00"]^  [00'"],  . . .  [00("~*^],  so  ist 
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[00"]  =  [00']  +  [0'0"] 
[00'"]  =  [00"J  +  [0"0'"J 


mithin  nach  der  Addition  dieser  Gleichungen 

[00<»)]  =  [00']  +  [O'O"]  +  [0"0'"]  H h  [0("-i)0(»)] 

=  [ÄÄ']  +  [5^']  +  [CC]  H [-  [JVi^']  =  [PP'] . 

Durch  successive  Yertaaschung  zweier  auf  einander  folgenden  Summanden 
können  alle  Streckenzüge,  welche  die  geometrische  Summe  zur  Schlusslinie 
haben,  erreicht  Werden. 

Fällt  der  Endpunkt  0^"^  des  Streckenzuges  mit  dem  Anfangspunkte  0 
zusammen y  d.  h.  schliesst  sich  der  Streckenzug,  so  ist  die  geometrische  Summe 
[PP'J  der  Sti'ecken  Null.  Sind  die  Strecken  alle  einer  Ebene  parallel,  so 
ist  der  Streckenzug  eine  ebene  Figur.  Sind  die  Strecken  alle  von  gleicher 
Richtung  (bei  demselben  oder  auch  entgegengesetztem  Sinne),  so  fallen  die 
Seitenlinien  des  Streckenzuges  sammt  der  Schlusslinie  in  eine  Gerade  der- 
selben  Richtung.  Die  Länge  der  geometrischen  Summe  ist  alsdann  die  alge- 
braische Summe  der  n  gegebenen  Streckenlängen,  wenn  Streckenlängen  ent- 
gegengesetzten Sinnes  als  Glieder  der  Summe  von  entgegengesetztem  Zeichen 
angesehen  werden. 

§.  6.  Wenn  Punkte  Ä,  B,  C,  J),  , . ,  M,  N  in  gerader  Linie  liegen, 
so  ist 

[^^J  +  [BC]  +  [CD]  H h  [MN\  +  [i^^l  =0, 

wie  auch  immer  die  Punkte  in  der  Geraden  gegen  einander  liegen  mögen. 
Denn  man  kann  immer  ein  Parallelstreckensystem  von  Strecken  geometrisch 
gleich  [^5J,  [BC],  [CD],  .  ,  ,  [MN],  [NÄ]  irgendwie  im  Räume  denken 
und  dessen  geometrische  Summe  von  Ä  aus  bilden.  Dieselbe  ist  die  Schluss- 
linie  des  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  dargestellten  Streckenzuges. 
Da  der  Anfangspunkt  Ä  desselben  zugleich  der  Endpunkt  ist,  so  ist  der 
Streckenzug  geschlossen  und  mithin  die  geometrische  Summe  Null.  Man 
erreicht  diesen  Satz  gewöhnlich  direet,  indem  man  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
f^^J  +  [BC]  +  [CA]  =  0  für  alle  Lagen  der  drei  Punkte  A,  B,  C  in 
der  geraden  Linie  darthut,  zu  ihr  die  analog  gebildeten 

[AC]  +  [CD]  +  [DA]  =  0 ,     \AD]  +  [DE]  +  [EÄ]  =  0 ,  . . . 

[AM]  +  [MN]  +  [NA]  =  0 

addirt  und  berücksichtigt,  dass  [AC]  +  [CA]  =  0,  [AD]  -f  [DA]  =  0, 
. . .  [AM]  +  [MA]  —  0  ist. 

§.  7.    Der  Gebrauch  der  Zeichen  der  Addition,  der  Subtraction  und 
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der  Gleichheit,  wie  er  in  den  vorstehenden  Erörterungen  vorkommt,  ist  ein 
allgemeinerer,  als  der  gewöhnliche,  bei  welchem  blos  die  Grösse  der  zu  ver- 
bindenden Elemente  in  Frage  kommt.    An  sich  würde  es  daher  zweckmässig 

sein,  diese  verallgemeinerte  Bedeutung  der  Zeichen  durch  eine  Marke  z.  B. 

*       *       ♦ 
in  der  Art,  wie  -f- »  —  *  =  auszudrücken.    Es  hat  sich  hiefür  indess  noch 

kein  bestimmter  Gebrauch  gebildet  und  pflegt  man  aus  der  Natur  der  Unter- 
suchung selbst  herauszulesen,  in  welchem  Sinne  diese  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

§.  8.  Von  den  Polygonen,  deren  Seiten  solchen  Sinn  haben,  dass  ein 
beweglicher  Punkt  sie  auf  einander  folgend  in  continuirlichem  Zuge  durchlaufen 
kann  und  den  Projectionen  solcher  Polygone  auf  Axen  und  auf  Ebenen 
werden  wir  häufig  Gebrauch  machen;  wir  fügen  daher  über  sie  Einiges  hinzu. 

Eine  Strecke  wird  durch  zwei  Parallelebenen,  welche  durch  ihre  End- 
punkte gehen,  auf  eine  Axe  projicirt.  Ihre  Projection  ist  die  ins  Innere  der 
Parallelschicht  dieser  Ebenen  hineinfallende  Strecke,  welche  durch  sie  auf  der 
Axe  bestimmt  wird.  Der  Sinn  der  Projection  hängt  von  dem  Sinne  der  pre- 
jidrten  Strecke  ab  und  ist  der  Sinn,  in  welchem  ein  beweglicher  Punkt  die 
Projection  durchläuft,  wenn  er  selbst  die  Projection  eines  andern  Punktes  ist, 
welcher  die  zu  projicirende  Strecke  in  deren  Sinn  beschreibt.  Die  Projection 
eines  Polygons  ist  das  Aggregat  der  Projectionen  seiner  Seiten. 

Ist  r  eine  nach  Länge,  Richtung  und  Sinn  bestimmte  Strecke,  r^  ihre 
Projection  auf  eine  Axe,  mit  welcher  r  den  Winkel  a  bildet,  so  ist  für  ortho- 
gonale Projectionen  r^  =  r  cos  a .  Diese  Formel  setzt  voraus ,  dass  der  Sinn 
der  Axe  und  der  Sinn  der  Drehung  in  einer  zu  r  und  r^r '  parallelen  Ebene 
fixirt  seien,  wenn  sie  Vx  vollkommen  bestimmen  soll.  Sind  die  Projectionen 
nicht  orthogonal,  sondern  einer  Ebene  d  parallel,  so  ist 

sin  (rd) 

Tx  T  •   ^^ • 

sin  {xS) 

1.  Die  Projection  ahc  ,  ,  ,  na  eines  geschlossenen  Polygons 
ABC . . .  NÄ  auf  eine  Axe  x  ist  für  jede  Lage  von  x  im  Räume 
Null.    Denn  sie  ist  a&  -f-  Z>c  -j-  ccl  -f-  •  •  •  -j-  na,  also  gleich  Null  nach  §.  6. 

2.  Die  Projection  ahc...n  eines  nicht  geschlossenen  Poly- 
gons ^i^C  ..  ^  auf  irgend  eine  Axe  x  ist  gleich  der  Projection 
der  Schlusslinie  AN  auf  diese  Axe.  Denn  schliesst  man  das  Polygon 
mit  NA  so  ist  die  Projection  von  ABC  .  ,  ,  NA  gleich 

ah  -{'  hc  -{-'•'  -}-  mn  +  wa  =  0, 
also 

at  -|-  &c  -f-  cd  +  •  •  •  +  mn  =  —  na^=  an\ 

es  ist  aber  an  die  Projection  der  Schlusslinie  AN. 

3.  Die  Projection  eines  offenen  Polygons  verschwindet  nur 
far  Axen,  welche  zur  Schlusslinie  senkrecht  sind. 
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4.  Ist  die  Projection  eines  Polygons  für  jede  Axe  des  Rau- 
mes Null,  so  ist  das  Polygon  geschlossen.  Denn  die  Projection  eines 
offenen  Polygons  kann  nach  3.  nicht  für  alle  Axen  verschwinden. 

5,  Ist  die  Projection  eines  Polygons  für  irgend  drei  nicht 
ein  und  derselben  Ebene  parallele  Axen  Null,  so  ist  sie  für  jede 
Axe  Null  und  folglich  das  Polygon  geschlossen.  Denn  wäre  die  Pro- 
jection für  irgend  eine  Axe  nicht  Null,  so  könnte  das  Polygon  nicht  ge- 
schlossen sein  und  wäre  seine  Projection  für  jede  Axe  gleich  der  Projection 
der  Schlusslinie  auf  diese  Axe.  Die  Projection  der  Schlusslinie  müsste  daher 
für  die  drei  genannten  Axen  zugleich  verschwinden  und  müsste  mithin  die 
Schlusslinie  des  Polygons  zu  dreien  einer  Ebene  nicht  parallelen  Richtungen 
zugleich  senkrecht  sein,  was  nicht  angeht 

§.  9.  Um  die  geometrische  Sunmie  [B]  eines  Systems  von  Strecken 
[P],  [F],  [P"J,  . . .  [P(«)],  nänüich  . 

[R]  =  [F]  +  [P']  +  [P"J  +  . . .  +  [P(»)] 

analytisch  zu  bestinamen,  suchen  wir  zunächst  ihre  Projectionen  Ä,  B,  C 
auf  drei  rechtwinklige  Axen  OX,  OY,  OZ  des  Punktes  0,  an  welchem  wir 
die  Summe  [B]  bilden.  Diese  Projectionen  sind  die  Summen  der  Projectionen 
der  Strecken  P  auf  die  Axen  und  wenn  wir  diese  mit  X,  X',  X" ,  . . .  X^*) 
für  die  Axe  OX,  mit  Y,  Y\  Y",  . .  .  r(«>  für  die  Axe  OF und  mit  Z,  Z\ 
Zi" , .  .  .  Z^"^  für  die  Axe  OZ  bezeichnen,  so  werden: 

^  =  X  +  X'  +  X"  H Y  x(")  =  2:x, 

jB  =  r -f  r'  4-  y"  -i i-  Y^""^  ^zY, 

c  =z  +  z'  +  z''  + p  z^->  =  uz, 

wo  die  Summen  algebraische  Summen  darstellen. 

Sind  a,  ß,  y^a',  ß',  y']  ,.,  oi^^\  ß^^\  y^")  die  Richtungswinkel  der  Strecken 
P  gegen  die  Axen,  so  hat  man 

X  =  P cos  a,     X'  =  P'  cos  «',  .  . .  X^")  =  P^»»)  cos  «<*•>, 

r=  pcos ß,    r  =  p' cos ß^,  ...  r(«)  =  p(») cos /?'•>, 

Z  =  P  cos  y ,     Z'  =  P'  cos  y' ,  .  .  .  Z^»)  =  P(")  cos  /"> . 

Bezeichnet  man  die  Richtungswinkel  von  [B]  gegen  die  Axen  mit  a,  b,  c, 
so  ist  ferner: 

cos  a       cos  5        cos  c 1 

~~Ä~  ^~W^~C  ~B' 

B^  =  A^  +  B^  +  GK 

Die  letztere  Gleichung  bestimmt  die  Länge  der  geometrischen  Summe  B, 
die  ihr  vorangehenden  Proportionalitäten,  in  welchen  B  als  Absolutwerth  auf- 
zufassen ist,  während  A,  B,  C  Strecken  von  bestimmten  Zeichen  auf  den 
Axen  bedeuten,  geben  die  Bichtong  und  den  Sinn  von  B. 


\ 
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Aus  22*  =  ^^  +  JB*  +  ^*  ^olgt,  dass  R  nur  dann  verschwindet,  wenn 
gleichzeitig  -4  ==  0 ,  J5  =  0 ,  (7  =  0  ist;  d.  h.  wenn  die  drei  Projectionen 
Ton  R  verschwinden,  welche  drei  Bedingungen  wir  in  der  Form  schreiben 
wollen: 

2;X=0,    £¥=0,    2:z  =  o. 

Sie  drücken  aus,  dass  der  Streckenzug  der  P  sich  schliesst. 

Sind  die  Strecken  [P]  alle  einer  Ebene  parallel,  so  genügen  zwei  Axen 
OX,  OTy  parallel  zu  dieser  Ebene.  Es  sind  dann  alle  7^  gleich  4^ tc  und  alle 
Z  Null.    Es  bleibt  daher  zur  Bestimmung  von  [R]  als  ausreichend: 


tga  =  ^. 


§.10.  In  der  Theorie  der  Streckensjsteme  werden  zwei  Strecken  von 
gleichem  Sinne  und  gleicher  Länge,  welche  auf  derselben  Geraden  liegen 
als  gleichwerthig  oder  aequivalent  betrachtet,  so  dass  sie  für  einander 
substituirt  werden  können.  Die  Aequivalenz  solcher  Strecken  ist  ein  specieller 
Fall  der  geometrischen  Gleichheit;  er  tritt  ein,  wenn  die  Bichtungslinien 
zweier  geometrisch  gleicher  Strecken  zusammenfallen.  Eine  Strecke  kann  auf 
ihrer  Bichtungslinie  beliebig  verschoben  werden,  ohne  dass  sie  aufhört,  sich 
selbst  aequivalent  zu  bleiben.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  auf 
derselben  Geraden  sind  unabhängig  von  ihrer  Entfernung  von  einander,  zu- 
sammen aequivalent  Null.  Sie  können  in  jedem  Streckensjstem  getilgt  oder 
auch  demselben  hinzugefügt  werden,  ohne  dass  das  System  dadurch  alterirt 
wird. 

Schneiden  sich  die  Bichtungslinien  zweier  Strecken  \AA'  l^lBB'Yin  einem 
Funkte  0  (Fig.  4) ,  an  welchen  Punkt  man  dem  eben  Gesagten  gemäss  dieselben 
verschieben  kann,  und  bildet  man  am  Punkte  0  die  geometrische  Summe 
[S\  «=  [-4-4' ]  •-\-  [BB'],  so  nennt  man  dieselbe  in  der  so  gewonnenen  Lage 

oder  in  jeder  andern  Lage  [-K22']  auf  ihrer 
3^  Bichtungslinie  die  Besultante  von  [-äA'] 
und[J?jB'].  DieBesultantezweier  sich 
schneidender  Strecken  ist  demnfich 
die  geometrische  Summe  derselben 
in  solcher  Lage,  dass  ihre  Bichtungs- 
linie durch  den  Schnittpunkt  der 
Strecken  geht.  Die  Besultante  wird  als 
der  Verbindung  der  beiden  Strecken  aequi- 
valent angesehen.  Allgemein  heisst  die  geometrische  Sunmie  irgend  welcher 
Strecken,  welche  auf  Stralen  eines  Straleubüschels  oder  Stndenbündels  liegen, 
in  einer  Lage,  dass  ihre  Bichtungslinie  durch  den  Mittelpunkt  des  Büschels  oder 


Fig.  4. 
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hündhh  glüht,  die  li^kultant«  des  StreckenÄTsteiiis  im  BOachei  oder  BOadel 
nnd  wird  abt  diesem  .System  aequiraient  angesehen. 

§.11.    Hi/id  a,  b,  r  die  .Stnden  des  Ponktes  O.  auf  welchen  die  Stnekea 

\AA'\,\HI'/\  und  ihre  K^aultente  [////',  liegen,  so  Ljt 

sin  rh  sin  ar        »n  a6 

and 


lili^ 


/ « 


=  -1, 


AA  '  +  /y/;     -f  2.4.4' .  J5J5' .  cos  iah)  . 

hifi  iCefiultante  zweier  gleicher  Strecken  im  BtUchel  halbirt  den  Winkel  Ton 
deren  Richtungs»tralen.  JJslr  Parallelogramm  00'^  der  Strecken  geht  dann  in 
ein^^  HhomhuH  über  und  wird  Tili'  =  2j4j4'  .  cos  ^ab.  Wechselt  eine  der 
Strecken,  z,  B,  [liJi'\  den  Sinn,  so  föUt  das  StreckenparaUelogramm  Qber 
jOO'j  ^\AA'\  und  (OO^^'J  =  [^'1/]  und  mit  ihm  die  Resultante 

\H'\  =  \AA']  +  [^'^J  =  [AA'^  -  [BB'] 

in  den  Nebenwinkel  des  Winkels  (ab).  Der  Richtungsstral  r  der  Resul- 
tantiai  \Jl\  theilt  den  Winkel  (a/^^  nach  dem  SinusverhSltniss 

sin  ar  :  sin  rb  =  \BB' \  :  [^-4']; 

t\Hr  HichtungMBtral  /  der  IteBaltauten  [W]  aber  nach  dem  Verhftltniss 

«in  ar  :  sin  r'b  =  [I^Bl  :  \AA']  =  —  [^^'J  :  \AA']  . 

iJaher  ist 

sin  ar    hin  ar' 
sin  r /y  *  sin  r'b 

d.  h.  es  sind  a,  6;  r,  r'  vier  harmonische  Stralen  und  sind  die  Richtungen 
«ler  büidon  llesultanien  zugeordnet. 

§,  12.    Die  Anfangspunkte  A,  B  der  Strecken  [^-4'J,  [BB']  bestimmen 

mit  ihrem  Schnittpunkt  0  eineu  Kreis  AOB 
(Fig.  öj,  weicher  von  der  Resultanten  [11]  in  einem 
Punkte  1{  geschnitten  wird,  den  wir  als  Anfangs- 
punkt der  Resultanten  ansehen  können.  Bleiben  nun 
die  Punkte  A,  B  fest  und  die  Strecken  von  unver- 
"  ttnderlicher  Länge,  während  0  den  Kreis  durchläuft, 
so  ändern  sich  weder  die  Winkel,  noch  die  Seiten 
des  Streckenparallelogramms  00",  aus  welchem  die 
Resultante  hervorgeht  und  bildet  diese  fortwährend 
dieselben  Winkel  mit  den  Seiten  desselben.  Sie 
bleibt  <lahor  gleichfalls  von  unveränderlicher  Grösse  und  E  ist  ein  fester 
Punkt  des  Kreises,  dessen  Lage  von  dem  Verhältniss  der  Strecken  ab- 
hängig ist. 


Vlu.  6. 
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Nun  war 

sin  rh       sin  ar         sin  ah 

und  das  Dreieck  ^J^J?  liefert  nach  dem  Satze  von  der  Gleichheit  der  Peri- 
pheriewinkel im  Kreise  sin  r6  =  sin  -4. ,  sin  ar  =  sin  J?,  sin  a&  =  sin  i? 
und  wenn  wir  die  Verhältnisse  der  Sinusse  der  Winkel  durch  die  Verhält- 
nisse der  Gegenseiten  ersetzen,  so  kommt: 

RB  AR    ^  ab' 

Der  Punkt  R  liegt  so,  dass  AR  :  RB  =  BB'  i  AA\  d.  h.  er  theilt  den 
Bogen  AB  so,  dass  die  Sehnen  AR,  RB  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
Strecken  AA\BB'  stehen.  Kehrt  BB'  den  Sinn  um,  so  föllt  die  Resultante 
R'  von  AB  und  B' B  xn  den  Nebenwinkel  0  und  geht  durch  den  festen 
Punkt  R'  des  Kreises,  wofür 

lAA^  _  _  \BB'\  _  [iTj 
R'B  AR'  AB 

ist,  d.  h.  R'  theilt  AB  so^  dass  das  Verhältniss  der  Sehnen 

ar:  :  R'B  =  —  BB' :  AA' . 

Die  Punkte  A,  B;  R,  R'  liegen  daher  auf  dem  Kreise  so,  dass  zwischen  den 
Sehnen,  welche  sie  verbinden,  die  Relation  besteht: 

AR    AR' 


RB'  R'B 


Lassen  wir  jetzt  AA'  und  BB'  parallel  werden,  so  werden  auch  R^  R' 

ihnen  parallel,    rückt  0  ins  Unendliche  und  geht  der  Kreis    in  die  Gerade 

über,  welche  A  und  B  verbindet  (Fig.  6).    Sie  enthält  die  Punkte  R^  R' 

und  A,  B]  R,  R'  sind  vier  harmonische  Punkte, 

so  dass  R  zwischen  A  und  B  liegend  die  Strecke 

AB   im    Verhältniss   AR  :  RB '^  BB' :  AA' 

theilt,  während  R'  ausserhalb  AB  fällt,  sodass 

AK :  R^B  =  —  BB' :  AA'  ist.  Zugleich  ergibt 

sich  hieraus,  dass  R  oder  R'  immer  näher  an 

der  absolut  grösseren  der  beiden  Strecken  AA' ^ 

^*-  ^-  BB'    liegt.     Die   Proportionen,     welche    auch 

für  den   vorliegenden   Fall  unverändert  fortbestehen  müssen,    zeigen,    dass 

R  =  AA'  +  BB'  und  R'  =  AA'  —  BB',  da  sowohl  AR  +  RB  =  AB , 

als  auch  AR'  -^  R'B  »=s  AB  ist.    Wir  erhalten  damit  den  Satz: 

Die  Resultante  zweier  paralleler  Strecken  ist  diesen  parallel. 

Bei   gleichem  Sinne  der  Strecken    fällt   die    Richtnngslinie    der 

Besnltanten  in  den  von  ihnen  bestimmten  Parallelstreifen,  bei 

2* 
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entgegengctztem  Sinne  in  den  Aussenraum.  Sie  theilt  eine  be- 
liebige Transversale  und  die  Fläche  des  Parallelstreifens  im  um- 
gekehrten Verhältniss  der  Strecken  und  ihre  Grösse  ist  die  alge- 
braische Summe  beider.  Ihr  Sinn  stimmt  mit  dem  Sinne  der 
grösseren  Strecke  Überein. 

Werden  die  Strecken  einander  gleich,  so  rückt  ihre  Besultante 
im  Falle  gleichen  Sinnes  in  die  Mitte  zwischen  beide  Strecken 
und  wird  ihrer  Summe  gleich.  Im  Falle  entgegengesetzten  Sinnes 
aber  rückt  sie  ins  Unendliche  und  verschwindet  ihre  Grösse.  Zwei 
entgegengesetzte  geometrisch  gleiche  Strecken  sind  daher  niemals 
einer  endlichen  Strecke  aequivalent. 


n.   Capitel. 

Streokenpaare  und  deren  Aeqtdvalenz. 

§.  1.  Die  Verbindung  zweier  entgegengesetzt  gleicher,  nicht  in  die- 
selbe Richtungslinie  fallender  Strecken  heisst  ein  Streckenpaar,  der  Ab- 
stand ihrer  parallelen  Richtungslinieu  oder  die  Breite  des  von  diesen  gebil- 
deten Flachenstreifens  der  Arm  des  Paares,  die  beiden  Strecken  selbst 
dessen  Seitenlängen  und  das  Produkt  aus  dem  gemeinschaftlichen  Werthe 
der  Seitenlängen  und  dem  Arme  oder  die  Fläche  des  von  den  Seitenlängen 
als  Gegenseiten  gebildeten  Parallelogramms  das  Moment  des  Paares. 
Zur  geometrischen  Bezeichnung  des  Paares  genügt  die  Figur,  welche  die 
Seitenstrecken  nach  Länge  und  Sinn,  letzteren  etwa  durch  angefügte  Pfeil- 
spitzen oder  die  Folge  von  Buchstaben  an  den  Enden  nebst  dem  Arme 
andeutet.  Die  Lage  der  Strecken  auf  ihren  Richtungslinien  ist  willkür- 
lich, da  jede  Strecke  bei  der  Verschiebung  auf  ihrer  Richtungslinie  als  sich 
aequivalent  bleibend  angenommen  wird.  Die  Ebene  des  Paares  scheidet 
den  Raum  in  zwei  Gebiete;  ein  sehender  Funkt,  in  dem  einen  von  ihnen 
befindlich,  erkennt  den  Sinn  der  Seitenlängen  (die  Stellung  der  Pfeilspitzen) 
übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegnng,  während  er  ihm  von  dem  an- 
deren Raumgebiete  aus  umgekehrt  erscheint.  Zwei  Paare  in  derselben  oder 
in  parallelen  Ebenen  haben  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn,  je  nach- 
dem derselbe  von  einem  Punkte  ausserhalb  ihrer  Ebene  oder  ausserhalb 
der  von  ihren  Ebenen  gebildeten  Parallelschicht  bei  beiden  oder  nur  bei 
einem  mit  dem  Sinne  der  Uhi'zeigerbewegung  harmonirend  oder  nicht  har- 
monirend  erkannt  wird.  Ein  Perpendikel,  irgendwo  auf  der  Ebene  des 
Paares  nach  dem  Gebiete  des  Raumes  hin  errichtet,  von  welchem  aus  der 
Sinn  des  Paares  mit  dem  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  übereinstimmt,  heisst 
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die  Axe  des  Paares  und  eine  Strecke  auf  ihr,  welche  den  numerischen 
Werth  des  Momentes  darstellt  und  mit  Hülfe  einer  Pfeilspitze  das  Gebiet, 
nach  welchem  die  Axe  gerichtet  ist  und  damit  den  Sinn  des  Paares  be- 
zeichnet, das  Axenmoment  des  Paares. 

Es  sind  verschiedene  Bezeichnungsweisen  der  Paare  in  Schrift  und 
Zeichnung   üblich.     Sind  ÄB^   CD  die  gleichen   Seitenstrecken,  so   wählt 

man  nach  Bedürfniss  die  Form  {ÄB^ 
CD),  worin  die  Stellung  der  Buchsta- 
ben den  Sinn  der  Strecken  andeutet  oder 
wenn  man  die  Länge  der  Strecken  mit 
P  bezeichnet  (P,  —  P),  indem  man  den 
Gegensatz  des  Sinnes  durch  das  Vorzeichen 
ausdrückt  oder  man  gibt  das  Moment 
Pp  an,  wo  ^  den  Arm  des  Paares  be- 
deutet. (S.  Fig.  7.) 
§.  2.  Für  die  Aequivalenz  der  Streckenpaare  in  derselben  und  in 
parallelen  Ebenen  gelten  folgende  Sätze: 

I.  Ein  Streckenpaar  ist  jedem  anderen  aequivalent,  welches, 
mit  ihm  in  derselben  Ebene  liegend,  gleiche  Seitenlängen,  glei- 
chen Arm  und  gleichen  Sinn  mit  ihm  besitzt.  Jedes  Paar  bleibt 
sich  daher  aequivalent,  wenn  es  in  seiner  Ebene  wie  immer  seine  Lage 
ändert. 

Denn  es  seien  8,  8'  (Fig.  8)  zwei  Parallelstreifen  gleicher  Breite.  Die- 
selben haben  einen  Rhombus  Aq  Bq  Cq  Dq  als  gemeinsamen  Flächentheil 

oder*  sind  paralleL  Nehmen  wir  zunächst 
den  ersten  Fall  an.  Auf  den  Grenzlinien 
von  8  liege  das  Paar  (ÄBj  CD)^  auf  den 
Grenzlinien  von  S'  nehmen  wir  die  vier  glei- 
chen,  paarweise  entgegengesetzten  Strecken 
Ä'B'j  C'  2)';  A'  S\  C"  Pf'  an,  welche  zusam- 
men aequivalent  Null  sind  und  von  denen 
jede  gleich  der  Seitenlänge  des  Paares  (AB,  CD)  sei.  Diese  vier  Strecken 
bilden  zwei  Paare,  von  denen  das  eine  {Ä'B',  C'If)  dem  Paare  (AB,  CD) 
oongment  ist  und  sich  von  ihm  blos  seiner  Lage  nach  unterscheidet,  in 
allen  übrigen  Beziehungen,  insbesondere  auch  dem  Sinne  nach  mit  ihm  über- 
einstimmt, während  das  andere  {A!'  B^\  C"D")  ihm  entgegengesetzt  ist. 
Das  Paar  {AB,  CD)  ist  daher  sich  selbst  in  Verbindung  mit  diesen  beiden 
Paaren  aequivalent.  Da  Strecken  sich  aequivalent  bleiben,  wenn  sie  in 
ihren  Bichtungslinien  verschoben  werden,  so  können  wir  die  Seitenlängen 
des  Paares  (AB^  CD)  an  die  Ecken  des  Bhombns  A^BqCqDq  verlegen. 
JDMselbe  können  wir  mit  dem  Paare  {A"B^\  C"Pf')  thun.    Die  beiden  so 
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ri!rrk$rvn  F^are  biidea  an  den  beiden  gegenaberUegeBden  EdoeB  A^^  C^ 
dt«  Hb'/mlru  ein  .Sjitem  ron  rier  paarweise  cntgegaigeBdaftca  Stvackoi, 
wbiir^be  In  die  Seitenrichtangen  des  Bhombns  fallen.  Die  Befnltnte  dar 
'xf^Hü  gl/ncben  Strecken  an  A,  flUt  in  die  Diagonale  A^  C^^  ebeuo  die 
H^ultaat«  Akt  beiden  Strecken  an  C\  und  beide  Besohanten  sind 
ent^egengeseut  gleich.  Daher  sind  sie  und  in  Folge  dessen  die  Tier 
Atsn*^  ne  su^joiTalent  sind,  aeqaiTalent  NnU  und  ergibt  sich,  dass  das  Pftar 
•'i4Ä,  C//;  aeqaiTalent  dem  Paare  *A'K^  Clf )  sei,  welches  ihm  eongment 
iAt  in  \My:hiff  rerlnderter  Lage  in  der  Elbene. 

In  dern  zweiten  Falle,  wenn  nimlich  die  Streifen  5.  5'  parallel  sind, 
genQgt  i:h  einen  dritten  jenen  beiden  congmenten  Streifen  anznneluneB, 
wel/iher  beide  Streifen  «S,  S'  schneidet,  und  nachzuweisen,  dass  jedes  der 
Paare  auf  S\  S'  eineirj  ihm  congraenten  Paare  auf  dem  dritten  Streifen 
a^iuivalent  Kei,  woraus  dann  die  Aequiyalenz  der  beiden  Paare  unter  ein- 
ander folgt. 

Zugleich  gewinnen  wir  durch  diese  Entwickelungen  den  Satz: 

Vier  gleiche  Strecken,  welche  längs  den 'Seiten  eines  Rhom- 
biiM  HO  liegen,  daas  die  in  die  Gegenseitenpaare  fallenden  Strecken 
je  ein  Paar  bilden,  sind  aequivalent  Null,  wenn  die  beiden  Paare 
entgengesetzten  Sinnes  sind. 

Mit  Hülfe  von  Satz  J.  kann  man  ein  Paar  finden,  welches  zwei  oder  mehreren 
Paanm  von  gleichen  Seitenlangen  in  einer  £bene  zusammen  aequivalent  ist. 
Haben  nSmlich  die  beiden  Paare  gleichen  Sinn,  so  schiebe  man  die  Streifen 
dernelben  so  an  einander,  dass  sie  einen  Streifen  von  der  Breite  gleich  der 
Summe  ihrer  Breiten  bilden«  Dies  kann  auf  zwei  Arten  geschehen.  Die 
Heitfmlftngcn,  welche  dabei  auf  die  Grenzlinie  der  an  einander  stossenden 
Streifen  fallen ,  sind  als  entgegengesetzt  gleich  der  Null  aequivalent  und  beide 
i'aaro  werden  mithin  dem  neugebildeten  einen  aequivalent  von  derselben 
Seitenlange,  demselben  Sinne  und  einem  Arme  gleich  der  Summe  der  Arme 
der  vereinigten  Paare.  Sind  die  beiden  Paare  von  entgegengesetztem  Sinn, 
HO  Hchiebe  man  die  Streifen  über  einander,  so  dass  ein  Paar  Grenzlinien  sich 
docken.  Kh  entsteht  dadurch  ein  den  beiden  aequivalentes  Paar,  von  denselben 
Hoitonlüngon  und  einem  Sinne,  welcher  mit  dem  Sinne  des  Paares  vom 
gr/(MHoron  Anne  ttboroinstimmt,  dessen  Arm  die  Differenz  der  Arme  der  ge- 
gebenen Paaro  ist.  Wie  man  mehrere  Paare  in  einer  Ebene  bei  gleichen 
Soitonlttngon  und  theils  gleichem,  theils  entgegengesetztem  Sinne  zu  einem 
einzigen  ihnen  aequivalcnten  Paare  vereinigt,  dessen  Arm  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  Arme  aller  einzelnen  Paare  gleich  ist,  ist  von  selbst 
klar.  Zugleich  erhellt,  dass  zwei  Paare  von  gleichem  Arme  und  gleichen 
Seitenl&ngon  bei  ontgegengesetstem  Sinne  zusammen  aequivalent  NuU  sind. 

Mit  Utilfe  desselben  Saties  vereinigt  man  auch  zwei  oder  mehrere  Paare 
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von  gleichfiD  Armen  und  Terecbiedenen  Seitenlftngeii.  Tennöge  der  gleichen 
Breite  kann  man  die  Streifen  der  Faaie  über  einander  schieben,  so  daaa  sie 
sich  decken.  Dabei  addiren  oder  snbtrahiren  sich  die  Seitenlangen  der  Paare, 
je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  besitzen  und  bilden  ein 
Paar,  dessen  Seitenl&nge  die  Summe  oder  Differenz  der  Seitenlängen  der  ge- 
gebenen Paare  ist  FUr  mehrere  Paare  Terschiedenen  Sinnes  bei  gleichen 
Armen  ergibt  sich  fUr  die  Seitenlangen  des  neugebildeten  Paai'es  die  alge- 
braische Summe  der  SeitenlSngen  aller  gegebenen  Paare. 

Eine  wesentliche  Erweiterung  findet  Satz  I.  in  dem  folgenden: 
H.    Jedes  Streckenpaar  ist  jedem  anderen  aequivalent,  wel- 
ches mit  ihm  gleiche  Seitenlangen,  gleichen  Arm  und  Sinn  besitzt, 
aber  in  einer  anderen,  seiner  Ebene  parallelen  Ebene  liegt. 

Construirt  man  nSmlich  über  dem  Streifen  des 
Paares  {AB,  CD)  einen  parallelepipedi sehen  Raum 
ÄBCDEFGH uad  dessen  Diagonalebenen,  welche  sieh 
in  MN  schneiden,  so  ist,  wenn  das  Zeichen  (=)  die 
Aequivalenz  bezeichnet: 
(AB,  CD)  ^AB,  CD,  MN,  NM 

=  (AB,NM).{Mlf,CD) 
""  "'  =  (MN,  GH).  {EF.  NM)  =  {EF,  GH) 

WD  MN  und  NM  als  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  derselben  Bichtnngs- 
linie  zusammen  aequivalent  Null  sind  und  einerseits 
(AB,  NM)  =  (MN,  GH), 
so  wie  andrerseits 

(MN.  CD)  ^  (EF,  NM) , 
ist,  als  congruent«  Paare  gleichen  Sinnes  in  derselben  Ebene.    Es  ist  aber 
(EF,  GH)  ein  Paar  congruent  und  gleichen  Sinnes  mit  (AB,  CD)  in  einer 
Ebene,  welche  zur  Ebene  dieses  Paares  parallel  ist. 

III.  Zwei  Streckenpaare  gleichen  Sinnes,  welche  von  den 
beidenQegenseitenpaaren  einesParallelogramms  gebildet  werden, 
sind  einander  aequivalent. 

Es  seien  (AB,  CD)  und  (BC,DA)(Fig.  10)  die 

—j      beiden  Paare  und  das  VerhlUtniss  der  Seiten  des  Pa- 

//      r&llelogranuns  rational ,  nSmlich  AB  :  BC  ^  m:n,  so 

T^      dasB  also  eine  Länge  AM  !=  AN  angegeben  werden 

f        Vmn, wofür  AB  •=»*.  AM,  AD  =  n.ANiat.    Legt 

'^-  "■  man  durch  3f  und  i^  Parallele  LN  und  KM  zu  den 

Seiten  des  Parallelogramms,  so  bilden  diese  einen  Rhombus  AMON,  für 

welchen   (AM,  ON)  =  (MO,  NA)   (Satz  I)   ist,    da  diese  beiden  Paare 

gUifiben  Arm  und  gleiche  Seitenlangen  haben.  Nach  den  Folgerungen  desselben 


■& 


24  Paare  gleichen  IComente«.  I.  Th.,  Cap.  IL,  §.  S. 

Satze»  ist  aber 

(AB,  CD)  ^nAAB.  LX) 
und  da 

(An,  LX)  —  m  .  (AM,  OX) 
ist,  80  wird 

(AB,  CI))  —  nm(A3l,  OX). 

Ebenso  ist  aber  auch 

(BC\  DA)  =  m  .  (3IK,  DA)  =  fnn{MO,  XA) ; 

daher  also  (AB,  CD)  e^  (BC,  D-A). 

Für  irrationales  Seitenverhältniss  ergänzt  man  den  Beweis,  wie  folgt. 
Man  kann  immer  eine  LSnge  AM  =  AN  finden,  so  dass 

m.AM<AB<{m  +  1)A3I    und     n  .  AN  <  BC  <(n  +  l)AN, 

wo  m  und  n  beliebig  grosse  Zahlen  bedeuten.  Dann  sind  ti  Paare  (^1^,  LN) 
noch  nicht  aequivalent  {AB,  C^)i  während  (n  -{-  1)  solcher  Paare  Clber- 
wicgen,  d.  h.  es  mUsste  zu  n  .  (AB ,  LN)  noch  ein  gewisses  Paar  hinzu- 
treten oder  von  (n  -{-  l)  (AB,  LX)  ein  gewisses  Paar  hinweggenommen 
werden,  um  ein  mit  (AB,  CD)  aequivalentes  Paar  zu  erzeugen«    Daher  ist: 

(AB,  CD) 

''<jÄB7Ly)^'"^'' 

und  da 

m  .  (AM,  OX)  <  (AB,  LM)  <  (m  +  1)  (AM,  ON), 

also 

(AB,CD)  ^       ,    ^ 


m 


so  ist 


und 


(AB,  CD)       ,       .      ^  /      .      ^ 
"'  <  (Ali.  ,Jy5  <(»+■)(»  +  ») 

mniAM,  ON)       \         m/  \  n/ 


(AM,  ON) 
Auf  dieselbo  Weise  ergibt  sich 

^  ^     (HC,  DA) 


■Äi<('+i)('+;,) 


nm(3fO 

DicHc  Ungleichheiten  bestehen  für  alle  m  und  n,  wie  gross  diese  Zahlen 
auch  genommen  werden  mögen.  Mithin  liegen  die  Verhältnisse  von  (AB,  CD) 
und  (BO,  DA)  zu  mn(AM,  ON)  oder  nm(MOy  NA)  zwischen  denselben 
(trenzen,  deren  Differenz  auf  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herab- 
godrttokt  worden  kann.    Daher  sind  diese  beiden  Verhältnisse  gleich  und  da 
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ihre  Nenner  übereinstimmen,  auch  die  Zähler  gleich;  woraus  die  Aequivalenz 
von  {AB,  CD)  und  {BC,  DA)  folgt. 

Man  erweitert  den  Satz  leicht  zu  dem  etwas  allgemeineren: 
lY.    Zwei  Streckenpaare  gleichen  Sinnes,  deren  Streifen  sich 
in  irgend  einem  Parallelogramm  durchkreuzen,  und  deren  Seiten- 
langen den 'Seiten   des  Parallelogramms  proportional  sind,   sind 
einander  aequivalent. 

y.  Zwei  Streckenpaare  von  gleichem  Momente  und  gleichem 
Sinne,  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  liegend,  sind  aequi- 
valent. 

Denn  verlegt  man  die  beiden  Paare  (P,  — P)  und  (Q,  — Q)  (Fig.  11), 

deren  Arme  p^  q  seien  und  zwischen  deren  Mo- 
menten die  Gleichung  Pp  ==  Qq  besteht,  in  eine 
Ebene,  so  dass  sich  ihre  Streifen  in  einem  Pa- 
rallelogramm AB  CD  durchkreuzen,  so  tritt  zu 
der  ebengenannten  Gleichung  noch  die  folgende 
hinzu:  AB .p  =  BC,qy  weil  die  Arme  der  Paare 
zugleich  die  Höhen  des  Parallelogramms  sind. 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt  aber 

P:Q  =  AB:BC, 
d.  h.  die  Seitenlängen  der  Paare  sind  den  Seiten 
des  Parallelogramms  proportional.    Mit  Berücksichtigung  des  gleichen  Sinnes 
sind  die  Paare  nach  IV.  aequivalent. 

Nach  diesem  Satze  ist  nur  das  Moment  und  der  Sinn  eines  Paares  das 
Wesentliche  desselben,  nicht  aber  die  Grösse  der  Seitenstrecken  und  nicht 
der  Arm  für  sich.  Man  kann  diese  beiden  Elemente  ändern,  ohne  dass  das 
Paar  aufhört,  sich  aequivalent  zu  bleiben,  so  lange  nur  der  Sinn  und  das 
Moment,  welches  durch  den  Inhalt  des  Parallelogramms  über  den  Seiten- 
strecken dargestellt  wird,  dieselben  bleiben. 

Mit  Hülfe  unseres  Satzes  können  zwei  Paare  von  verschiedenen  Armen 
und  Seitenstrecken  zu  einem  einzigen,  ihnen  zusammen  aequivalenten  ver- 
einigt werden.  Denn  sind  die  beiden  Paare  von  gleichem  Sinne,  so  construire 
man  ein  Parallelogramm  gleich  der  Summe  der  beiden  Parallelogramme, 
welche  die  Momente  der  gegebenen  Paare  darstellen.  Zwei  Gegenseiten  dieses 
Parallelogrammes  bilden  ein  Paar,  welches  das  verlangte  ist,  sobald  sein 
Sinn  mit  dem  Sinne  der  beiden  gegebenen  übereinstimmend  genommen  wird. 
Haben  aber  die  beiden  Paare  entgegengesetzten  Sinn,  so  liefert  ein  Paral- 
lelogramm gleich  der  Di£ferenz  der  Momente  durch  zwei  seiner  Gegenseiten 
ein  Paar,  aequivalent  den  beiden  gegebenen  zusammen,  wenn  sein  Sinn  mit 
dem  Sinne  des  Paares  vom  grösseren  Momente  übereinstinmiend  genom- 
men wird. 


Pig.  11. 
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Die  bisher  entwickelten  Sätze  aber  die  VerSndening  der  Form  und  Lage, 
welche  Paare  erleiden  können,  ohne  aufzuhören,  sich  aequivalent  zu  bleiben,' 
lassen  sich  zu  dem  allgemeinen  Satze  vereinigen. 

VI.  Ein  Streckenpaare  ist  jedem  andern  Streckenpaare  aequi- 
valent,  welches  mit  ihm  in  derselben  oder  in  einer  mit  seiner 
Ebene  parallelen  Ebene  liegt  und  mit  ihm  gleiches  Moment  und 
gleicheu  Sinn  besitzt. 

Indem  man  auf  der  Axe  des  Paares  das  Axenmoment  als  Strecke  nach 
Grösse  und  Sinn  auftrügt ^  kann  man  diesem  Satze  auch  die  Fassung  geben: 

Das  Axenmoment  kann  ohne  Aenderung  der  Bedeutung  des 
Paares  parallel  mit  sich  im  Baume  beliebig  verlegt  werden,  wenn 
nur  sein  Sinn  nicht  umgekehrt  wird. 

In  dieser  Form  liefert  der  Satz  eine  leichte  Methode  für  die  Auffindung 
eines  Paares,  welches  einem  Aggregate  von  Paaren,  in  derselben  Ebene 
oder  in  parallelen  Ebenen  gelegen,  aequivalent  ist.  Alle  solche  Paare 
haben  nämlich  parallele  Axenmomente,  theils  gleichen,  theils  entgegen- 
gesetzten Sinnes.  Indem  man  alle  diese  Axenmomente  auf  einer  ihrer  gemein- 
samen Bichtung  parallelen  Geraden  vereinigt  und  den  Gegensatz  des  Sinnes 
durch  ihr  Vorzeichen  berücksichtigt,  erhält  man  das  allen  zusammen  aet^ui- 
valente  Axenmoment  als  die  algebraische  Summe  der  einzelnen  Axenmomente 
und  damit  auch  das  allen  Paaren  zusammen  aequivalente  Paar.  Wir  sprechen 
dies  Besultat  in  einem  besonderen  Satze  aus: 

VII.  Paare  von  parallelen  Axen  sind  zusammen  einem  Paare 
derselben  Axenrichtung  aequivalent;  das  Moment  desselben  ist 
die  algebraischeSumme  sämmtlicherMomente  dereinzelnenPaare, 
indem  als  positiv  die  Momente  des  einen,  als  negativ  die  des  an- 
dern Sinnes  angesehen  werden.  Das  Vorzeichen  der  algebraischen 
Summe  bestimmt  den  Sinn  des  ihnen  aequivalenten  Paares. 

Verschwindet  die  algebraische  Summe  der  Axenmomente,  so  ist  das 
allen  Paaren  zusammen  aequivalente  Paar  Null  und  sind  alle  Paare  zusammen 
ae<iuivalent  Null. 

§.  3.  Für  die  Aequivalenz  von  Paai-en  mit  nicht  parallelen  Axen  oder  also 
für  Paare  in  verschiedenen  sich  schneidenden  Ebenen  führen  wir  folgende  Sätze  an: 

VIII.  Zwei  Paare  von  nicht  parallelen  Axen  sind  zusammen 
einem  Paare  aequivalent,  dessen  Ebene  der  Schnittlinie  der  Ebe- 
nen jener  parallel  ifft  und  dessen  Axenmoment  nach  Grösse,  Bich- 
tung und  Sinn  durch  diejenige  Diagonale  eines  Parallelogramms 
angegeben  wird,  welches  über  den  Axenmomenten  der  gegebenen 
Paare  als  Seiten  construirt  werden  kann,  welche  durch  denSchnitt- 
punkt  dieser  Axenmomente  hindurchgebt.  (Parallelogramm  der  Axen- 
momente.) 
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Man  kann  nämlich  nach  IV.  die  beiden  Paare  aaf  gemeinschaftlichen 
Arm  gleich  der  Längeneinheit  redaciren  und  sie  in  ihren  Ebenen  so  ver- 
legen, dass  die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  die  Bichtung  des  Armes  wird. 
Die  Seitenstrecken  AB,  CN;  AD,  BN  (Fig.  12)  der  Paare  stellen  als- 
dann die  Momente  derselben  dar.  Nun  sind  aber  [AB\  und  [AV\  zusam- 
men ihrer  Resultanten  [^AF"]  und  ebenso  \CN^  und  [^^J  ihrer  Resultan- 
ten [GN^  aequivalent.  Die  Strecken  [-4F],  \GN^  bilden  aber,  wie  man 
leicht  sieht,  selbst  ein  Paar,  welches  den  beiden  gegebenen  aequivalent 
ist.    Zieht  man   durch    irgend   einen  Punkt,   z.  B.  durch  einen  Punkt  des 

Armes  AN  drei  Oerade  senkrecht  zu  den  Ebenen 
der  drei  Paare  {AB,  CN),  {AD,  EN),  {AF,  GN) 
und  trägt  auf  ihnen  nach  Grösse  und  Sinn  die 
Axenmomeüte  dieser  Paare  auf,  welche  gleich  [^^J, 
[AD]  und  [AF]  sind,  so  bilden  diese  drei  Strecken 
unter  einander  dieselben  Winkel,  wie  die  Seiten- 
^*8-  ^^-  strecken  [AB],  [AD],  [AF]  und  sind,  wie  diese, 

die  Seiten  und  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  congi'uent  dem  Paral- 
lelogranmi  AF.  Daher  ist  das  Axenmöment  [^F],  welches  einem  Paare 
entspricht,  das  aequivalent  den  beiden  gegebenen  Paaren  ist,  die  Diagonale 
eines  Parallelogramms  über  den  Axenmomenten  dieser  als  Seiten. 

Man  erweitert  den  Satz  leicht  zu  einem  Satze  über  das  Parallelepiped 
und  Polygon  der  Axenmomente  und  erkennt,  dass  die  Methode  der  geo- 
metrischen Addition  auch  auf  Paare  anwendbar  ist,  sobald  sie  durch 
Strecken,  nämlich  durch  ihre  Axenmomente  dargestellt  werden.  Man  kann 
daher  behaupten: 

IX.  Ein  Aggregat  von  Paaren  irgend  welcher  Axenmomente 
ist  aequivalent  einem  einzigen  Paare,  dessen  Axenmöment  die 
geometrische  Summe  der  Axenmomente  aller  Paare  ist. 

Als  specielle  Fälle  und  Folgerungen  aus  YIII.  und  IX.  heben  wir 
hervor: 

Zwei  Paare  sind  zusammen  aequivalent  Null,  wenn  ihre  Axen- 
momente parallel  und  entgegengesetzt  gleich  sind.  Drei  Paare 
sind  zusammen  aequivalent  Null,  wenn  ihre  Axenmomente  einer 
Ebene  parallel  sind  und  aus  ihnen  als  Seiten  ein  Dreieck  gebil- 
det werden  kann,  dessen  Umfang  ein  beweglicher  Punkt  im  Sinne 
derselben  ohne  umzukehren  durchlaufen  kann. 

§.  4.  Ist  [03f  J  B=  [H]  das  Axenmöment  eines  Paares  und  zieht  man 
durch  0  drei  zu  einander  rechtwinklige  Axen,  so  kann  [H\  nach  IX.  in 
drei  Axeomomente  OX^^H^,  OY'^^H,,  OZ==>H,  von  den  Richtungen 
dieser  Axen  und  damit  das  Paar  in  drei  Paare  zerlegt  werden,  der^i  Ebenen 
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den  Ebenen    YOZ,  ZOX,    XOY  parallel  sind.    Sind  A,  (i,  v  die  Rich- 
tungswinkel Ton  [H]  gegen  die  Axen,  so  ist 

Hx  =  -ff .  cos  l,     Hy  =  IT .  cos  fi,     JT,  s«  JT .  cos  V . 

Umgekehrt  erhSlt  man  aus  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Axen- 
momenten  Hx^  Hy,  Hz  dreier  Paare  das  Axenmoment  H  des  ihnen  zu- 
sammen aequivalenten  Paares,  nämlich 


H^  Vm  +Hi  +Hj 

und  für  dessen  Bichtungscosinusse  die  Proportionalitäten: 

cos  k       cos  fi       cos  V 1 

Hx  Hy  Hg         H 

Sind  [J/],  [!/'],  [-ff"],  ...  die  Axenmomente  von  Paaren,  so  ist  das 
Axenmoment  [6r]  des  ihnen  zusammen  aequivalenten  Paares  die  geome- 
trische Summe  derselben,  nämlich 

[G]  =  [H]  +  [H']  +  [H"]  +  .  •  • 

Um  dieselbe  analjrtisch  zu  bestimmen,  suchen  wir,  analog  Cap.  I,  §.  9., 
ihre  Projectionen  L^  M,  N  auf  drei  rechtwinklige  Axen.  Die  Projectionen 
sind  die  Summen  der  Projectionen  der  Strecken  [H]  auf  die  Axen  und 
wenn  wir  dieselben  mit  -ffar,  -ff«i  -ff*»  •  •  • ;  -ffy »  Hy,  Hy  . . . ;  -ff,,  H',^ 
H'sj  . . .  bezeichnen,  so  wird 

L  =  Hx  +  Hx  +  H:'\ =  £Hx, 

M^Hy    +    Hy    +    H;     +    .    .    .    =    £Uy, 

n  =  h,  +  h:  +  h':  -{ —  =  üh,. 

Bezeichnet  man  die  Richtungswinkel  von  G  gegen  die  Axen  mit  iL, 
(i^  v,  so  ist  weiter: 

cos  X       cos  ft' cos  V         1 

a^  =  L^  +  M^  +  N\ 

Die  letztere  Gleichung  bestimmt  die  Länge  der  geometrischen  Summe 
[6rJ;  die  ihr  vorhergehende  Proportion,  in  welcher  G  als  absoluter  Werth 
aufzufassen  ist,  während  L,  M,  N  Strecken  von  bestimmten  Zeichen  be- 
deuten, gibt  Richtung  und  Sinn  von  [G]. 

Da  G^  die  Quadratsumme  von  L,  M,  iV  ist,  so  kann  G  nur  dann 
verschwinden,  wenn  gleichzeitig  X  =  0,  Jlf==0,  N  =0,  oder 

2:Hx  =  o,   i:Hy  =  o,    2:h,  =  0 

ist.    Diese  Bedingungen  drücken  aus,  dass  das  Polygon  der  Axenmomente 
sich  schliesst. 
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Wenn  das  Axenmoment  Fp  eines  Paares  yerschwindet,  so  kann  dies 
dadurch  erfolgen,  dass  der  Arm  des  Paares  oder  dadurch,  dass  die  Seiten- 
länge desselben  verschwindet.  Im  ersten  Falle  tilgen  sich  die  zwei  Seiten- 
längen als  zwei  entgegengesetzte  gleiche  Strecken  auf  derselben  Bichtungs- 
linie,  im  zweiten  Falle  ist  überhaupt  nichts  an  Strecken  vorhanden,  was 
in  Frage  kommen  könnte. 

§.  5.  Ein  Paar  und  eine  endliche  Strecke  können  einander  nicht  aequi- 
valent  sein.  Denn  ist  zunächst  die  Strecke  der  Ebene  des  Paares  parallel, 
so  kann  man  sie  durch  eine  ihr  parallele  und  entgegengeselzt  gleiche  in 
bestimmtem  Abstände  in  der  durch  sie  mit  der  Ebene  des  Paares  paralle- 
len Ebene  je  nach  dem  Sinn  des  Paares  diesseits  oder  jenseits  anzuneh- 
mende andere  Strecke  zu  einem  Paare  ergänzen,  welches  dem  gegebenen 
Paare  aequivalent  ist.  Mithin  kann  die  Strecke  dem  Paare  nicht  allein 
aequivalent  sein,  weil  sonst  die  zugefügte  Strecke  für  sich  aequivalent  Null 
sein  müsste.  Ist  aber  die  Strecke  der  Ebene  des  Paares  nicht  parallel,  so 
kann  man  sie  in  zwei  ihr  aequivalente  spalten,  von  denen  eine  der  Ebene 
des  Paares  parallel  ist  und  ähnlich  schliessen. 


in.  Capitel. 

Aequivalens  ebener  Streokensysteme. 

§.  1.  Zwei  Streckensysteme  sollen  als  aequivalent  gelten,  so  dass  sie 
für  einander  substituirt  werden  können,  wenn  sie  durch  Verschiebung  von 
Strecken  in  ihren  Richtungslinien,  durch  Zufügen  oder  Tilgen  entgegen- 
gesetzt gleicher  Strecken  in  denselben  Geraden,  durch  Ersetzen  von  Strecken, 
welche  durch  einen  Punkt  hindurchgehen,  durch  ihre  Resultante  und  durch 
Ersetzen  von  Paaren  durch  ihnen  aequivalente  Paare  in  einander  transfor- 
mirt  werden  können.  Da  die  Sätze  über  Tilgung  und  Zufügung  von  Strecken, 
sowie  die  über  die  Paare  aus  der  Voraussetzung  der  Verschiebbarkeit  einer 
Strecke  in  ihrer  Richtungslinie  und  aus  der  Aequivalenz  der  sich  in  einem 
Punkte  schneidenden  Strecken  mit  ihrer  Resultanten  folgen,  so  kann  man 
kürzer  aequivalente  Systeme  als  solche  definiren,  welche  durch  Verschie- 
bungen von  Strecken  in  ihren  Richtungslinien  und  Resultantenbildung  sich 
schneidender  und  paralleler  Strecken  in  einander  transformirbar  sind.  Sind 
zwei  Streckensjsteme  einem  dritten  aequivalent,  so  sind  sie  unter  sich  ae- 
quivalent. Ist  ein  Streckensjstem  einer  einzelnen  Strecke  aequivalent,  so 
heisst  diese  die  Resultante  des  Systems.  Wir  untersuchen  im  vorliegenden 
Capitel  die  Aequivalenz  ebener  Streckensysteme,  um  im  folgenden  Capitel  die 
der  räumlichen  Streckensysteme  folgen  su  lassen. 

§•  2.    Durch  einen  beliebigen  Punkt  0  (Fig.  13)  in  der  Ebene  eines 
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Fig.  13. 


ebenen  Streckensystems   ü  ziehen  wir  mit  jeder  Strecke  P  eine  Parallele 

und  fügen  längs  dieser  dem  System  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Strecken  P,  — P  zu.  Sie  bringen  keine  Aendenmg 
des  Systems  hervor,  da  ihre  Resultante  Null  ist.  An  die 
Stelle  der  ursprünglichen  Strecke  P  sind  dadurch  drei 
Strecken  getreten,  welche  ihr  zusanmien  aequivalent  sind, 
die  ihr  geometrisch  gleiche  durch  den  Punkt  0  gehende 
Strecke  P  und  die  beiden  das  Paar  (P,  — P)  bildenden, 
dessen  Arm  p  der  Abstand  des  Punktes  0  Ton  der  ursprüng- 
lichen Strecke  P  ist.  Dieses  Paar  wollen  wir  durch  sein  Axenmoment  Pp  auf 
der  Axe  desselben  darstellen.  Indem  wir  dieselbe  Operation  für  sämmt- 
liehe  Strecken  des  Systems  ausführen,  erhalten  wir  ein  Aggregat  Ton 
Strecken  P,  deren  Richtungen  sich  in*  0  schneiden  und  ein  Aggregat  Ton 
Paaren  Pp  von  gemeinschafblicher  zur  Ebene  des  Systems  senkrechter  Axen- 
richtung.  Das  erstere  ist  seiner  Resultanten  i2,  welche  in  die  Ebene  des 
Systems  fällt  und  durch  0  geht,  das  letztere  einem  Paare  aequivalent, 
dessen  Axenmoment  G  zur  Ebene  des  Systems  senkrecht  und  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Axenmomente  der  einzelnen  Paare  ist.  B  kann 
nur  in  seiner  durch  0  gehenden  Richtimgslinie  (jl,  G  aber  parallel  mit  sich 
an  jede  Stelle  des  Raumes  verlegt  werden.  Die  Auffindung  der  beiden, 
dem  Streckensystem  zusammen  aequivalenten  Elemente  B  und  G  nennen 
wir  dieReduction  des  Streckensystems  für  den  Punkt  0  als  Reductions- 
punkt;  B  und  G  Reductionsresultante  und  Reductionspaar.  Die 
Aequivalenz  des  Streckensystems  £  mit  B  und  G  drücken  wir  durch 

aus. 

Da  die  Wahl  des  Reductionspunktes  willkürlich  ist,  so  kann  die  Reduc- 
tion  des  Systems  auf  unendlich  viele  Arten  ausgeführt  werden.  Für  alle 
Reductionen  bleibt  vermöge  der  Bildungsweise  der  Resultanten  B  durch 
die   geometrische    Summe    aller  P  diese  nach   Grösse,    Richtung  und  Sinn 

dieselbe.  Sie  bestimmt  durch  ihre  constante  Richtung 
einen  Parallelstralenbüschel  ((i) .  Dagegen  variirt  das 
Axenmoment  G  im  Allgemeinen  mit-  der  Wahl  des 
Reductionspunktes,  denn  es  ändern  sich  damit  die 
Arme  p  der  Paare  Pp.  Ohne  die  Reduction  für  einen 
zweiten  Punkt  0'  (Fig.  14)  von  Neuem  auszuführen, 
können  wir  dieselbe  durch  Uebertragung  der  Reduc- 
tion vom  Punkte  0  auf  0'  finden.  Denn  da  die  Re- 
sultante für  0'  geometrisch  gleich  B  ist,  so  bedarf 
es  blos  der  Auffindung  des  Axenmomentes  G'  für  den  Punkt  (/.  Hiezu 
ziehen  wir  durch  ff  den  Stral  ia  des  Parallelstralenbüschels  der  Resultanten 
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Fig.  14. 
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und  fügen  längs  desselben  den  Beductionselementen  22,  G  des  Punktes  0 
zwei  entgegengesetzt  gleicbe  Strecken  B  und  — Jß  zu.  Die  erstere  von 
ihnen  ist  die  Reductionsresultante  für  0\  die  zweite  aber  bildet  mit  der 
Reductionsresultanten  B  des  Punktes  0  ein  Paar  (i2,  —  Jß),  dessen  Arm 
der  Abstand  r  der  Stralen  (i^  fi'  ist.  Das  Axenmoment  Br  dieses  Paares 
verbindet  sich  mit  dem  Beductionsmomente  G  des  Punktes  0  zu  dem 
Momente  G'  für  den  Punkt  (/.  Diese  Verbindung  ist  eine  Addition  oder 
eine  Subtraction,  je  nachdem  der  Stral  fi  auf  die  eine  oder  auf  die  andere 
Seite  Ton  (i  fllllt.  Der  Stral  (a  zerlegt  nämlich  die  Ebene  des  Strecken- 
systems in  zwei  Felder.  Für  einen  von  der  Pfeilspitze  des  Axenmomentes 
G  auf  die  Ebene  niederblickenden,  nach  der  Pfeilspitze  von  B  auf  u  hin- 
gewandten sehenden  Punkt  erscheint  das  Paar  Br  mit  dem  Sinne  der  ühr- 
zeigerbewegung  harmonirend ,  oder  nicht  harmonirend,  je  nachdem  der  Stral 
(i  in  das  Feld  zur  Rechten  oder  zur  Linken  von  (a  hineinfällt.  Im  ersten 
Falle  haben  G  und  Br  gleichen  Sinn  und  wird  also  G'^^'G-j-  Br  ^  im  zweiten 
Falle  sind  sie  entgegengesetzt  und  wird  G'  ='  G  —  jRr, 

Man  sieht  leicht,  dass  für  alle  Punkte  desselben  Strales  ^a  das  Beduc- 
tionspaar  G'  dasselbe  bleibt.  Daher  braucht  man  nicht  sowol  von  einer 
Reducüon  der  Strecken  für  den  Punkt  0  oder  (f  etc.  zu  reden,  sondern 
vielmehr  nur  von  einer  Beduction  für  die  Stralen  fi,  ^' , . ,  des  Parallel- 
stralenbüschels  der  Besultanten  B. 

§.  3.  Ist  die  Beductionsresultante  B  nicht  Null,  so  sind  die  Axen- 
momente  G  aller  Beductionen  für  die  Stralen  fi  von  einander  verschieden, 
unter  allen  diesen  ist  eine  Beduction  besonders  ausgezeichnet.  Von  der 
Beduction  für  irgend  einen  Stral  /ii  ausgehend  kann  man  in  dem  soeben 
als  das  zur  Linken  gelegene  bezeichneten  Feld  in  einem  gewissen  Abstände 
r^  von  ^  einen  Stral  ^^  des  Parallelbüschels  (fi)  finden,   für  welchen  das 

Beductionspaar  Gq  =  G  —  Br^  verschwindet.    Es  ist  hiefÜr  ^q  =  -  •  Für 

B 

diesen  Stral  bleibt  also  die  Besultante  B  alleiniges  Beductionselement  und 
ist  das  Streckensystem  diesem  B  längs  (Iq  aequivalent.  Der  Stral  (Iq  heisst 
die  Centralaxe  des  Streckensystems.  Von  der  Centralaxe  ausgehend,  ge- 
langt man  zu  den  Beductionen  für  sämmtliche  Stralen  fi,  wie  folgt.  Die 
Centralaxe  zerlegt  die  Ebene  des  Systems  in  zwei  Felder;  für  das  eine 
derselben  wird  das  Axenmoment  Br  übereinstimmend  mit  dem  Uhrzeiger- 
sinn, für  das  andere  ihm  entgegengesetzt.  Auf  der  Axe  aufgetragen,  fällt 
es  also  im  einen  Falle  diesseits,  im  andern  jenseits  der  Ebene  des  Systems. 
Die  Beductionen  {B,  G  ^^^^  Br)  für  zwei  Stralen  fi  auf  entgegengesetzten 
Seiten  in  gleichem  Abstand  r  von  fi^  unterscheiden  sich  blos  durch  den 
venebiedenen  Sinn  der  Beductionspaare.  Mit  wachsendem  r  ninmit  G  pro- 
portional r  zu.    Für  die  Centralaxe  allein  wird  &  «a  0. ' 
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Ist  Jß  =  0,  so  reducirt  sich  das  System  auf  ein  Paai* ,  dessen  Axen- 
moment  G  für  alle  Reductionen  dasselbe  ist,  wie  mit  der  Yerlegbarkeit 
desselben  harmonirt. 

Aendert  sich  das  Streckensystem  so,  dass  die  Reductionsresultante  sich 
der  Null  nähert,  während  dies  mit  dem  Axenmomente  G  nicht  der  Fall 
ist,  so  rückt  die  Centralaxe  (Aq  ins  unendliche.  Denn  ihr  Abstand  rQ  =  G:R 
wird  unendlich.  Man  sieht  hieraus,  dass  das  Paar  Gr,  welchem  das  System 
aequivalent  ist,  eine  verschwindende  Resultante  längs  der  unendlichfemen 
Centitklaxe  vertritt. 

Sind  R  und  G  für  irgend  eine  Reduction  beide  Null,  so  sind  sie 
es  für  alle  Reductionen.  Das  Streckensystem  ist  dann  aequivalent  Null. 
Umgekehrt  kann  das  Streckensystem  sich  nur  dadurch  auf  Null  reduciren, 
dass  für  alle  Reductionen  B  und  G  einzeln  verschwinden,  da  ein  Paar  und 
eine  Strecke  sich  nicht  tilgen  können. 

Wir  fassen  unsere  Betrachtungen  in  die  Sätze  zusammen: 

Ein  ebenes  Streckensystem  ist  auf  unzählige  Arten  einer 
Resnltante  R  in  Verbindung  mit  einem  Paare  G  aequivalent.  Für 
alle  diese  Aequivalenzen  bleibt  R  geometrisch  dasselbe,  wäh- 
rend G  mit  der  Lage  von  R  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
sich  ändert.  Ist  R  nicht  Null,  so  ist  das  System  einer  Einzel- 
resultante  R  ohne  Paar  aequivalent  längs  der  Centralaxe  des 
Systems.  Ist  22  =  0,  so  ist  das  System  einem  Paare  aequiva- 
lent. Sind  R  und  G  für  irgend  eine  Reduction  zugleich  Null,  so 
sind  sie  es  für  alle  Reductionen,  das  System  ist  dann  aequiva- 
lent Null. 

§.  4.  Ob  ein  ebenes  Strec^ensystem  einer  Einzelstrecke  oder  einem 
Paare  oder  der  Null  aequivalent  ist ,  kann  nach  den  vorigen  §  §.  mit  Hülfe 
irgend  einer  Reduction  (J2,  G)  entschieden  werden.  Ohne  jedoch  R  zu  bil- 
den und  damit  von  vornherein  die  Richtung  des  Parallelstralenbüschels  (fi) 
zu  bestimmen,  genügt  die  Bestimmung  des  Axenmomentes  G  für  drei 
nicht  in  gerader  Richtung  liegende  Reductionspunkte  um  dieselbe  Ent- 
scheidung zu  geben. 

Das  Moment  G  des  Reductionspaares  fQr  irgend  einen  Punkt  0  ist 
die  Summe  der  Momente  aller  Paare  Pp.  Wir  wollen  dasselbe  kurz  das 
Moment  des  Systems  für  den  Punkt  0  nennen  und  können  ohne  an  die  Paare 
zu  denken  die  Summe  der  Producte  der  Strecken  P  des  Systems  und  der 
Perpendikel  p  darunter  verstehen,  welche  man  von  0  auf  ihre  Richtungs- 
linien föllen  kann.  Diese  Producte  sind  dabei  mit  dem  positiven  oder  nega- 
tiven Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Stellung  der  Pfeilspitzen  der 
Strecken  P  in  Bezug  auf  0  mit  dem  Uhrzeigersinn  harmonirt  oder  dis- 
harmonirt 
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Wir  stellen  die  beiden  Sätze  auf: 

Im  Falle,  dass  das  ebene  Streckensystem  aequivalent  Null 
ist,  ist  für  jeden  Punkt  0  in  der  Ebene  desselben  das  Moment  Null, 

Zwei  einander  aequivalenteebene  in  derselbenEbene  liegende 
Streckensysteme  haben  für  jeden  Punkt  der  Ebene  gleiches 
Moment  nach  Grösse  und  Sinn. 

Die  erste  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden;  die 
zweite  ergibt  sich,  wenn  man  beide  Systeme  für  denselben  Punkt  0  auf 
(Ä,  6r)  und  (i?',  Cr')  reducirt.  Denn  da  zwischen  einer  Einzelstrecke  und 
einem  Paare  Aequivalenz  nicht  bestehen  kann,  so  muss  B  aequivalent  Tt 
und  G  aequivalent  G'  sein. 

Hieraus  folgt  sofort  insbesondere: 

Ist  ein  ebenes  Streckensystem  einer  Einzelstrecke  oder 
einem  Paare  aequivalent,  so  ist  sein  Moment  für  jeden  Punkt 
der  Ebene  gleich  dem  Momente  dieser  oder  dem  Momente  jenes. 

Das  Moment  einer  Strecke  ist  constant  für  alle  Punkte  einer  mit  der 
Strecke  parallelen  Geraden;  es  hat  für  Punkte  in  gleichen  Abständen  dies- 
seits und  jenseits  von  der  Richtungslinie  der  Strecke  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe  und  verschwindet  für  alle  Punkte  der  Richtungslinie.  Hieraus  folgt, 
dass  eine  Strecke  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  niemals 
gleiches  Moment  besitzen  kann.  —  Da  die  Seitenlängen  eines  Paares  ent- 
gegengesetzten Sinn  haben,  so  liefern  sie  für  jeden  Punkt  der  Ebene 
Momente  entgegengesetzten  Zeichens  und  folgt  leicht,  dass  die  Summe  dieser 
Momente  oder  das  Moment  des  Paares  gleich  dem  Momente  des  Paares 
im  früheren  Sinne,  nämlich  gleich  dem  Product  aus  der  Seitenstrecke  und 
dem  Arme  und  also  für  alle  Punkte  der  Ebene  constant  sei. 

Man  kann  weiter  behaupten: 

Ist  das  Moment  eines  ebenen  Streckensystems  für  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  Null,  so  ist  das  System  aequi- 
valent Null.  Denn  einer  Einzelstrecke  kann  es  nicht  aequivalent  sein, 
da  diese  für  die  drei  Punkte  nicht  dasselbe  Moment  haben  kann;  einem 
Paare  nicht,  weil  dessen  Moment  nicht  Null  sein  kann.  Es  ist  aber  in 
§.  2  gezeigt  worden,  dass  jedes  ebene  Streckensystem  entweder  einer  Ein- 
zelstrecke oder  einem  Paare  oder  der  Null  aequivalent  ist. 

Ist  das  Moment  des  Systems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  nicht  Null,  aber  von  demselben  Werthe,  so  ist 
das  System  einem  Paare  aequivalent.  Denn  einer  Einzelstrecke  kaun 
es  nicht  aequivalent  sein,  weil  diese  für  die  drei  Punkte  nicht  gleiches 
Moment  besitzen  kann,  der  Null  kann  es  nicht  aequivalent  sein,  weil  in 
diesem  Falle  das  Moment  für  alle  Punkte  der  Ebene  verschwinden  müsste. 

Ist  das  Moment  des  Systems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie 
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liegende  Punkte  weder  Null  noch  sonst  von  demselben  Werthe, 
so  ist  das  System  einer  £inzelstrecke  aequivalent.  Beweis  ähn- 
lich, wie  vorher. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Reductions- 
resultante  R  und  das  Moment  G  des   Reductionspaares  bilden.    Die  Frage 

nach  der  ersten  wurde  bereits  Cap.  I,  §.  9.  erle- 
digt In  Bezug  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  (Fig.  15 j  seien  o*,  y  die  Coordinaten 
irgend  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Richtungs- 
linie einer  der  Strecken  P  des  Systems.  An  ihm 
als  Anfangspunkt  von  P  zerlegen  wir  diese  Strecke 
in  die  Componenten  X,  Y  parallel  den  C-oordinaten- 
axen.  Indem  wir  am  Coordinatenursprung  X  und 
—  X,  Y  und  — Y  zufügen,  erhalten  wir  auf  der 
X'  und  y-Axe  die  Summen 

A  =  HX,     B  =  ZY, 

aus  welchen  die  Reductionsresultante  R  und  ihre  Neigimg  a  gegen  die 
ar-Axe  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

J^»  =  ^»  +  J?^    tg«  =  | 

hervorgeht. 

Nach  §.  4.  ist  das  Moment  V'p  der  Strecke  P  für  den  Coordinaten- 
ursprung gleich  der  Summe  der  Momente  von  X  und  Y.  Diese  sind  nach 
Grösse  und  Zeichen  xY  und  — t/X,  wie  man  sieht,  wenn  mau  bedenkt, 
dass  jedes  derselben  den  Sinn  wechselt,  sobald  einer  der  Factoren,  die 
Coordinate  a?,  y  oder  die  Componente  F,  X  das  Zeichen  wechselt,  während 
es  den  Sinn  behält,  wenn  beide  Factoren  das  Zeichen  wechseln.  Man  kann 
daher  als  Normalfall  den  Fall  betrachten,  bei  welchem  ä;,  y^  X,  Y  sämmt- 
lich  den  Sinn  der  positiven  Coordinatenaxen  besitzen;  die  vom  Zeichen- 
wechsel dieser  Elemente  herrührenden  Zeichenwechsel  der  Momente  voll- 
ziehen sich  dann  von  selbst.  Man  sieht,  xY  und  yX  sind  die  Momente 
der  Paare  (X,  — X),  (Y,  — Y\  welche  durch  die  am  Ursprung  zugefügten 
Strecken  — X,  — Y  entstehen. 

Wir  erhalten  also 


Pp  =  a:r—  7/X  = 


X  y 
X  Y 


und  folglich   wird  das  Moment   des  Systems   für  den  Coordinatenursprung, 
welches  wir  mit  "N  bezeichnen  wollen; 


N 


X   y 
X   Y 


=  Z(xY—yX). 
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FUr  einen  anderen  Punkt  (x^^  y^  als  Ursprung  sind  in  Bezug  auf  ein 
dem  bisheriges  parallelen  Hilfscoordinatensystem  die  Coordinaten  des  An- 
fangspunktes der  Strecke  P,  an  welchem  diese  zerlegt  wird, 

i  =  x  —  x^,     7j=y—y^ 

und  daher  wird  für  ihn  das  Moment  G-  des  Systems 


G==2 


XY 


=  2: 


•C  "'        X 

X 


1  y  —  Pi 

Y 


=  £ 


X  y 
X  Y 


^1     Vi    \ 
EX2Y\ 


oder  weil  ZX^^A,  2Y=B,  £ 


X  y 
X  Y 


I 


=  N  gesetzt  wurde, 


G 


—     \T 


N-- 


AB 


=  N —  BXi  +  -^3/1  • 


Dieser  Ausdruck  des  Momentes  G  genügt,  um  alle  Fragen  über  das 
System  analytisch  zu  beantworten,  nämlich: 

1.  Das  System  ist  aequivalent  Null,  wenn  G  für  alle  Punkte  der 
Ebene  Terschwindet  Das  Moment  muss  daher  unabhängig  von  den  Coor- 
dinaten x^y  y^  des  gewählten  Punktes  verschwinden.  Dies  liefert  die  drei 
Bedingungen: 

^  =  0,     J9  =  0,      N=0 

d.  h. 

X  y 


2:x  =  o,    2:r=o,    2: 


X  Y 


=  0. 


Es  müssen  also  die  Summen  £X^  £Y  der  Projectionen  aller 
Strecken  auf  die  Richtungen  der  Axen  und  das  Moment  N  für 
den  Ursprung  Null  sein. 

2.  Das  System  ist  einem  Paare  aequivalent,  wenn  das  Moment  für 
alle  Punkte  der  Ebene  constant,  also  unabhängig  von  rr^,  y^  ist.  Dies  gibt 
die  beiden  Bedingungen:  -4  =  0,  B  =  0  und  der  constante  Werth  des 
Momentes  ist  G  =^  N. 

Es  müssen  also  die  Projectionssummen  ^X,  2Y  der  Strecken 
auf  die  Axen  verschwinden. 

3.  Soll  das  System  einer  Einzelstrecke,  der  Resultanten  B  längs  der 
Centralaxe,  aequivalent  sein,  so  muss  es  aequivalent  Null  werden^  wenn 
man  ihm  die  Strecke  — B  längs  der  Centralaxe  in  irgend  einem  Punkte 
(xi  yi)  derselben  zufügt.  Denkt  man  sich  dies  ausgeführt,  so  treten  zu 
den  Grössen^,  B,  N  unter  Nr.  1.  noch  die  Componenten  von  —  B  und 
das  Moment  von  —  B  hinzu.  Sind  nun  X^,  Y^  die  Componenten  der  Ein- 
zelstrecke   E,    welche  dem    System   aequivalent   werden  soll,    so  sind  die 


von — B  gleich  —  X^,  —  Y^  und  ist  das  Moment  von  — B  gleich 
Daher  werden  die  Bedingungsgleichungen  unseres  Falles: 


^1      yi 


8 
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Ä  —  Xi  =  0,     B  —  Y^  =  0     N  — 


^1  .Vi 


=  0 


worin  rr^,  y^  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Centralaxe  sind.    Es 
ist  daher 

X^  =  ^,     Ti  =  J5     und     Ba-^  —  Äp^^  =  K. 

Letztere  Gleichung  ist,  da  sie  für  alle  Punkte  der  Centralaxe  gilt,  die 
Gleichung  dieser  Axe.  Aus  den  beiden  ersteren  folgt  noch  ftlr  J2,  wenn 
wir  dessen  Grösse  und  die  Richtung  a  der  Centralaxe  nicht  schon  wüssten 


R^  =  X,^  +  Y,^  ==Ä^  +  B\     tg  a  =  - 

Der  Abstand  der  Centralaxe  vom  Ursprung  ist 

N 


B 


ö  = 


R 


§.  6.  Für  ein  System  von  Parallelstrecken  P  seien  a,  h  die  Cosinusse 
der  Neigungswinkel  der  Strecken  gegen  die  Axen  der  x^  y,  wobei  der  Sinn 
der  Parallelstrecken  durch  das  Vorzeichen  +  der  P  ausgedrückt  werden  möge. 
Dann  sind 

X=aP,   Y=hP,  Ä  =  a  ZP,  B  =  hZP,  R  =  SP, 


N=2 


=  £P 


xy 
ah 


=  HP  (hx  —  ay)  =  hZPx  —  aZPy . 


X     y 
aP.hP 

Ist  R  nicht  Null,  so  wird  die  Gleichung  der  Centralaxe 

(hXi  —  ayi)  2P  =  hZPx  —  aZPy 

oder  in  etwas  anderer  Form 

(a?!  2P  —  ZPx)  h  —  (^1  2P  —  SPy)  a  =  0 . 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gleichung  der  Centralaxe  unabhängig  von 
der  Richtung  (a,  h)  der  Parallelstrecken  erfüllt  wird  durch  die  Coordina- 
ten des  Punktes 


Xi  = 


EPx 
~2P' 


Vi  = 


2Py 

ZP 


Ist  daher  ein  Parallelstreckensystem  einer  Einzelstrecke  B 
aequivalent  und  dreht  man  alle  Parallelstrecken  um  denselben 
Winkel  um  ihre  Anfangspunkte  (x^  y)  um,  so  bleibt  es  einer 
Parallelstrecke  derselben  Grösse  B  aequivalent  und  geht  ihre 
Richtungslinie  immer  durch  ein  und  densellen  Punkt  der  Ebene 
hindurch.  Die  Punkte  (Xy  y)  sind  beliebig  wählbar  auf  den  Strecken,  sie 
sind  aber  während  der  Drehung  als  feste  Punkte  anzusehen. 

Ist  Ä  =  0,  so  ist  das  System  dem  Paare  N  =  hZPx  —  aHPy 
aeqnivalent. 
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Haben  die  Parallelstrecken  alle  denselben  Sinn,  so  kann  B  nicht  ver- 
schwinden und  ist  das  System  also  stets  einer  Einzelstrecke  aequivaleni 

Wählt  man  der  Einfachheit  wegen  die  Richtun|f  der  Strecken  zur 
«/-Axe,  positiv  im  positiven  Sinn  der  Strecken,  so  wird 

a  =  0,  6  =  1,  X  =  0,   Y^P,  R  =  £P,  N=  üPx 

und  die  Gleichung  der  Centralaxe  x^ZP  =^  2Px^  u.  s.  w. 

§•  7.  Die  Anwendung  schiefwinkliger  Coordinaten  an  Stelle  der  recht- 
winkligen erschwert  die  analjrtische  -  Behandlung  der  Reduction  des  ebenen 
Streckensystems  nicht  wesentlich.  Ist  a  der  Coordinatenwinkel,  so  wird, 
wie  man  leicht  sieht,  das  Axenmoment  G  für  den  Punkt  {x^  y): 

G^  =  (TV"  —  Bxi  +  At^j)  sin  a, 

worin  aber  A  und  B  oder  £X,  EY  Summen  schiefer  Projectionen  bedeu- 
ten. Die  Grössen  a,  h  bedeuten  für  die  Parallelstralen  nicht  mehr  Cosi- 
nusse, sondern  allgemeine  Proportionalitätsfactoren. 

§.  8.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  rein  geometrische  Methoden  für  die 
Bildung  des  Momentes  eines  ebenen  Streckensystems  für  einen  Punkt  seiner 
Ebene  zu  kennen,  wie  sie  Möbius  in  seinem  Lehrbuche  der  Statik,  Th.  I, 
S.  63  und  flgde.  gegeben  hat. 

Das  Moment  einer  Strecke  AB   (Fig.  16)   in  Bezug  auf  einen  Punkt 
M  ist  das  Moment  des  Paares  zu  welchem  man  AB  ergänzen  kann,  indem 
A  man  durch  M  eine  ihr  entgegengesetzt  gleiche  Strecke  zieht 

n  J^^^    ^^^  Werth  desselben  ist  der   doppelte  Inhalt   des  Dreiecks 
jf  MAB^  genommen  mit   dem  Vorzeichen,   welches   der  Sinn 

Fig.  16.  ^QQ  Paares   bestimmt.     Man  kann  denselben  prüfen,   indem 

man  einen  Stral  des  Punktes  M  die  Fläche  des  Dreiecks  überstreichen 
lässt,  so  dass  sein  Schnittpunkt  mit  der  Strecke  AB  im  Sinne  dieser  sich 
bewegt.  Indem  man  dem  Dreiecke  MAB  auf  diese  Weise  einen  bestimm- 
ten durch  die  Folge  der  Ecken  bezeichneten  Sinn  ertheilt,  sieht  man  zu- 
gleich, dass  ABM,  BMA  Momente  aequivalenter  Paare  darstellen,  und  dass 
also  das  Moment  von  AB  in  Bezug  auf  M  gleich  ist  dem  Momente  von  BM 
in  Bezug  auf  A  und  dem  Momente  von  MA  in  Bezug  auf  J?,  während 
MBAf  BAM^  AMB  Momente  entgegengesetzt  gleicher  Paare  bezeichnen. 

Mit  Bücksicht  auf  den  Sinn  der  Dreiecke  besteht  nun  in  der  Ebene 
als  Analogon  zu  der  linearen  Relation  AB  -j-  BC  -}■■  CA  =  0  zwischen 
drei  Punkten  einer  Geraden  der  Satz: 

MAB  -f  MBC  -f  MCA  =  ABC, 

d.  h.  für  irgend  vier  Punkte  A,  B,  C,  M  einer  Ebene  ist  die 
Summe  der  Dreiecke,  welche  einer  dieser  Punkte  iKf  mit  den  Ver- 
bindtingslinien  AB^  BC,  CA  der  drei  übrigen  bildet,   constant, 
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wo  aach  immer  M  in  der  Ebene  liegen  mag  nnd  zwar  gleich 
dem  Inhalte  des  Dreiecks  ABC,  Dieser  Satz  leachtet  sofort  ein, 
wenn  M  im  Innenraume,  in  einer  Ecke  oder  anf  einer  Seite  des  Drei- 
ecks ABC  liegt  (Fig.  17).  Liegt  M  in  einem 
Scheitelraume,  z.  B.  in  dem  des  Winkels  A^  so 
ist  3IBC  =  MBA  +  MAC  +  ABC,  folglich 
MAB  +  MBC  +  MCA  =  ABC.  Für  einen 
Punkt  M  in  einem  der  drei  stampfen  Rftume« 
^  >        z.  B.  in  dem  bxl  BC  stossenden,  ist 

^^^  "  ABC  +  MCB  =  MCA  +  MAB, 

also  auch  hier 

MAB  +  MBC  +  MCA  =  ABC. 

Man  dehnt  den  Satz  leicht  auf  ein  beliebiges  geschlossenes  Polygon 
AB  CD  .  . .  STA  (Fig.  18)  aus,  indem  man  von  irgend  einer  Ecke  dessel- 
ben, z.  B.  von  A  aus  die  Diagonalen 
AC,  AD, .,  .AS  ziehte  ftlr  den  be- 
liebigen Punkt  3£  der  Ebene  in  Be- 
zug auf  die  Dreiecke  ABC,  ACD, 
...  AST  die  Dreiecksrelation  auf- 
stellt und  sämmtliche  so  zu  ge- 
winnenden Gleichungen  addirt.  Jedes 
Dreieck,  welches  der  Punkt  M  mit 
einer  Diagonale  bildet,  kommt  in  dieser 
Summe  doppelt  und  zwar  mit  entgegengesetztem  Zeichen  vor,  z.B.  MAC 
und  MCA  und  fällt  mithin  weg.    Es  bleibt  demnach 

MAB  -f  MBC  -f  MCD  -\ 1-  MST  +  MTA 

=  ABC   -f  ACD  +  ADE  H \-  AST, 

d.  h.  für  jedes  ebene  geschlossene  Polygon -4J5(7. .. /ST-^,  dessen 
Seiten  im  Sinne  der  Eckenfolge  genommen  sind,  d.  h.  so  wie  ein 
beweglicher  Punkt  sie  durchläuft,  wenn  er  ohne  umzukehren 
das  Polygon  beschreibt,  ist  die  Summe  der  Dreiecke,  welche 
ein  Punkt  i(f  der  Ebene  mit  den  Seiten  bildet,  eine  Constante  für 
alle  Lagen  des  Punktes  in  der  Ebene. 

Diese  Constante  wird  z.  B.  durch  die  Summe  der  Dreiecke  dargestellt, 
welche  eine  Ecke  A  mit  Hülfe  der  von  ihr  aus  gezogenen  Diagonalen  mit 
den  Seiten  BC,  CD,  ...  TA  bildet  Man  pflegt  diese  Summe  in  allen 
Fällen,  mag  das  Polygon  ABC , . .  TA  ein  gewöhnliches  oder  ein  über- 
schlagenes  sein,  den  Inhalt  desselben  zu  nennen.  Von  der  Bildung  des 
Flächenraumes  erhält  man  eine  deutliche  Vorstellung,  wenn  man  einen 
Badinsvector  von  A  oder  auch  von  M  ausgehend  über  die  Ebene  hingleiten 


Fitf.  18. 


I.  Th.,  Cap.  III,  §.  9.     Mdbius'  geometr.  Methode  d.  Momente.  39 

lässt,  so  dass  sein  Endpunkt  den  umfang  des  Polygons  in  demselben  Sinne 
ohne  umzukehren  durchläuft.  Alle  Flächenbestandtheile,  welche  der  Radius- 
vector  dabei  in  demselben  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  beschreibt, 
haben   für  die  Bildung  des  Inhaltes  additive   oder  substractive  Bedeutung. 

§.  9.    Es  sei  nun  (Fig.  19)  Ä^  B^,  B^  Og,  C^  J)^,  ,\  .  Sj^  T.^  ein  belie- 
biges ebenes  Strecken  System  und 

Z  =  MA^B.^  +  MB^C^  +  üf 6\Z)2  H 1-  3f iS^ T^ 

das  halbe  Moment  desselben  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  M  der  Ebene 

oder  also  die  Summe  der  Dreie.cke,  welche  M  mit  den 
Strecken  des  Systems  bildet.  Von  irgend  einem  Punkte 
A  in  der  Ebene  der  Figur  aus  construiren  wir  das 
Polygon  ABCD  ...  5T,  dessen  Seiten  AB.BC,  ...ST 

'.  den  Strecken  A^  B^ ,  ^i  C^2 1  ^i  ^2»  •  •  •  ^1  ^2  geometrisch 
gleich  sind  und  dessen  Schlusslinie  AT  die  geome- 
}J9  trische  Summe  aller  Strecken  des  Systems  darstellt. 
Die  Strecken  A^B^  und  BA  bilden  ein  Paar  und 
MA^B^  +  MBA  ist  gleich  dem  halben  Momente 
AA^B^  dieses  Paares.  Indem  wir  alle  Paare  dieser 
Art  mit  den  Strecken  des  Systems  und  den  im  entgegengesetzten  Sinne 
genommenen  Seiten  von  ABCD  .  ,ST  bilden,  erhalten  wir  folgendes  System 
von  Gleichungen: 

MA^B^.+  MBA  =  AA^B^, 
MB^C^  +  MCB  =  BB^C^, 
MC^D^  +  MBG  =  CC^D^, 


MSi  7;  +  MTS  =   SSi  T^. 

Addirt  man  dieselben,  so  gibt  die  erste  Verticalreihe   zur  Linken  das 
halbe  Moment  ^,  die  zweite  liefert 

MBA  +  MCB  +  MBC  H MTS  = 

—  {MAB  +  MBC+  MCD  H 1-  MST  +  MTA)  +  MTA , 

wo  das  Dreieck  MTA  addirt  imd  subtrahirt  ist,  welches  der  Punkt  M 
mit  der  Linie  TA  bilden  würde,  die  den  Schluss  des  Polygons  ABC .  .  . 
bildet.  Setzen  wir  den  Ausdruck  in  der  Klammer,  welcher  den  In- 
halt des  geschlossenen  Polygons  ABC .  . .  STA  darstellt,  gleich  i7,  so  ist 
der  Werth  der  zweiten  Verticalreihe  links  —  ü  +  MTA .  Die  Dreiecks- 
Bamme,  welche  die  Addition  der  Glieder  zur  Rechten  liefert,  wollen  wir 
mit  J  bezeichnen.    Mit  Hülfe  dieser  beiden  Bezeichnungen 
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MAB  +  MBC  +  MCD  H 1-  MST  +  MTA  =  IT, 

AA^B^  +  BB^C^  +  CC^D^  H 1-  SS^T^  =  J 

erhalten  wir  daher  die  Belation: 

S=n+  J—  MTA . 

In  Bezug  auf  dieselbe  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Das  Polygon  ABC . , ,  ST  schliesst  sich,  d.  h.  die  geometrische 
Summe  der  Strecken  A^B^^  ^iC^^ .  . .  S^T^  ist  Null.  Da  hier  T  mit  A  zu- 
sammenfällt, so  ist  MTA  =■  0,  also 

2:  =  J7  +  ^, 

mithin  constant  für  alle  Lagen  des  Punktes  3f. 

2.  Das  Polygon  ABC ...  ST  schliesst  sich  nicht;  in  diesem  Falle 
füge  man  dem  Streckensystem  eine  zu  TA  parallele  Strecke  T^A^  hinzu, 
deren  Lage  gegen  TA  wir  noch  näher  bestimmen  wollen.  Wie  sie  auch 
liegen  möge,  es  ist  stets  für  sie 

3f7\^,  +  MAT=-  TT^A.^ 
und  wenn  man  hieraus 

MAT=  —  MTA  =  TT^A^  —  MT^A.^  =  TT^A^  +  MA^T^ 
entnimmt  und  in  die  Gleichung  für  Z  einsetzt,  so  wird 

Z  =  (71  +  z/  +  TTj  ^2)  +  ^i^i  ^1  • 

Nun  wähle  man  jf\  A^  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Summe  TI  -\-  d 
diesseits  oder  jenseits  von  TA  in  einem  solchen  Abstände  von  dieser 
Strecke  so,  dass  17 -}-  -^  +  TT^A^  =  0  wird,  was  immer  möglich  ist; 
man  erhält  dann 

2=MA^T^. 

In  diesem  Falle  gibt  es  also  eine  Strecke  A.^  !Z\,  deren  Moment  in  Be* 
zug  auf  M  dem  Momente  des  Streckensystems  in  Bezug  auf  denselben 
Punkt  gleich  wird.  Das  Moment  des  Streckensystems  ist  in  diesem  Falle 
mit  der  Lage  des  Punktes  M  in  der  Ebene  veränderlich;  es  verschwindet, 
wenn  M  in  die  Strecke  A^T^  eintritt  und  wechselt  den  Sinn  beim  Durch- 
gange von  M  durch  dieselbe. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  also: 

Das  M*oment  22  eines  ebenen  Streckensystems 

A^ -Og ,  B^C^f  c7j 7)2 ^  '  >  •  S^T^ 

für  einen  Punkt  M  seiner  Ebene  ist  entweder  constant  für  alle 
Lagen  dieses  Punktes  oder  mit  dessen  Lage  veränderlich.  Im 
ersten  Falle  ist  die  geometrische  Summe  aller  Strecken  des 
Systems  Null  und  also  das  Polygon  ABC ...  ST,   welches   man 
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von  irgend  einem  Punkte  Ä  ausgehend  mit  Strecken,  welche  den 
einzelnen  Strecken  des  Systems  geometrisch  gleich  sind,  bei  be- 
liebiger Anordnung  derselben,  construirt,  geschlossen.  Das 
Moment  22  ist  in  diesem  Falle  gleich  der  Summe  aus  dem  dop- 
pelten Inhalte  2i7  dieses  Polygons  und  der  doppelten  Summe 
2J  aller  Dreiecke,  welche  die  Ecken  Ä^  JB^  C , ,  .  S,  T  des  Poly- 
gons mit  den  Strecken  Ä^B^,  B^C^,  , , .  8^X2  bilden.  Das  Strecken- 
system ist  einem  Paare  vom  Momente  2(J7-}"  ^)  aequivalent.  Im 
zweiten  Falle  ist  die  geometrische  Summe  der  Strecken  nicht 
Null  und  das  Polygon  ABC  .  . .  ST  also  offen.  In  diesem  Falle 
kann  eine  Strecke  A^T^  geometrisch  gleich  der  geometrischen 
Summe  -äT  der  Strecken  (der  Schlusslinie  von  ABC .  , .  ST)  ge- 
funden werden,  deren  Moment  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  Jf  gleich 
dem  Momente  2Z  des  Systems  ist.  Sie  hat  von  ^Tdiesseits  oder 
jenseits  derselben  einen  solchen  Abstand,  dass  ^T-l^Tj  =  J7  +  z/ 
wird,  ist  für  sich  allein  dem  Streckensystem  aequivalent  und 
fällt  mithin  in  die  Centralaxe  desselben.  Für  alle  Lagen  von  M 
auf  ihr  ist  das  Moment  des  Systems  Null  und  wechselt  dasselbe 
das  Zeichen  beim  Durchgang  durch  sie. 

Als  Corollarien  fügen  wir  hinzu: 

Bilden  die  Strecken  des  Systems  die  Seiten  eines  geschlossenen  Poly- 
gons, so  dass  ein  beweglicher  Punkt  den  Umfang  desselben  ohne  umzu- 
kehren durchlaufen  kann,  indem  er  dabei  dem  Sinne  jeder  Strecke  folgt, 
so  ist  das  System  einem  Paare  aequivalent  und  sein  constantes  Moment 
der  doppelte  Inhalt  des  Polygons. 

Das  Streckensystem  ist  aequivalent  Null,  wenn  das  Polygon  ABC , , .  ST 
sich  schliesst  und  die  Summe  11  -j-  J  gleich  Null  ist. 

§.  10.  Wir  wollen  schliesslich  noch  die  Lage  der  Centralaxe  und  die 
dem  System  aequivalente  Einzelstrecke  A2  T^  längs  derselben  bestimmen,  wenn 
das  Moment  des  Systems  für  irgend  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte  bekannt  ist.  Es  seien  A,  B^  C  diese  Punkte  und  ^j,  üß,  üc  die 
halben  Momente  für  sie.  Da  diese  Grössen  den  Momenten  von  A^  7\  in  Be- 
zug auf  dieselben  Punkte  aequivalent  sein  müssen,  so  sind  sie  proportional 
den  Abständen  der  Punkte  von  der  Centralaxe  und  da  sie  auch  dem  Zeichen 
nach  mit  diesen  Momenten  übereinstimmen  müssen,  so  folgt,  dass  wenn 
zwei  der  Grössen  Üai  ^b^  ^c  gleiches  Zeichen  haben,  die  beiden  Punkte, 
denen  sie  entsprechen,  auf  denselben,  und  wenn  sie  verschiedene  Zeichen 
haben,  dieselben  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Centralaxe  liegen  müssen. 
Im  ersten  Falle  trifft  die  Centralaxe  mithin  den  verlängerten  Abstand  der 
Punkte,  im  zweiten  Fall  schneidet  sie  den  Abstand  derselben  selbst 
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Sind  also  e^j,  dß^  de  die  Abstände  der  Punkte  A,  B,  C  von  der  Cen- 
tralaxe,  so  besteht  die  Proportion 

dA  dß  de 

2a  üß  £c  0 
und  ist  dieselbe  auch  in  Bezug  auf  die  Zeichen  exact.  Beschreibt  man 
daher  um  A,  B,  C  mit  Radien,  welche  2a t  ^ßt  ^c  proportional  sind, 
Kreise,  so  muss  die  Centralaxe  eine  der  vier  Geraden  sein,  welche  je  drisi 
Aehnlichkeitspunkte  dieser  Kreise  enthalten.  Sie  geht  durch  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  zweier  Kreise,  wenn  die  Momente  für  ihre  Mittelpunkte 
entgegengesetztes  Zeichen,  durch  den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  derselben, 
wenn  sie  gleiches  Zeichen  haben.  Sind  alle  drei  Momente  z.  B.  positiv,  so 
geht  die  Centralaxe  durch  die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte.  Denkt 
man  sich  um  alle  Punkte  der  Ebene  Kreise  beschreiben  mit  Badien,  pro- 
portional den  Momenten  des  Systems  in  Bezug  auf  die  Punkte,  so  haben 
alle  Tripel  solcher  Kreise  sämmtlich  einen  Aehnlichkeitsstral  gemein,  näm- 
lich die  Centralaxe  des  Systems. 

Die  Grösse  von  A^T^^  folgt  unmittelbar  aus  einer  der  Gleichungen 

A^T,'dA=^2ZA.     A^T^*dß  =  2ß,     A^T,^dG*2Zc> 

Auch   das  Moment   2Em  des   Systems   für   einen   beliebigen  Punkt  M 

der  Ebene  kann  durch  die  Momente  221a, 
22ß^  22c  dargestellt  werden.  Hiezu  dient 
der  folgende  Satz  von  Möbius  über  die  Mo- 
mente  in  Bezug  auf  irgend  vier  Punkte  A , 
'-'-'---^    B,  C,  M  (Fig.  20)  der  Ebene: 

MBG '  2a  +  MCA  -  2ß  +  MAB  -  2c 

=  ABC    2m. 

*^^  ^®  Schneidet  nämlich   die  Linie  MA  die 

Gegenseite  BC  von  A  in  N  und  sind  Bß^  Cy^  Nv  die  Abstände  der  Punkte 
B,  Cj  N  von  der  Centralaxe  EF^  so  ist  nach  Grösse  und  Sinn: 

CN  _  _       NB BC 

Nv  -^Cy  ~  Bß  —  Nv  ~  Cy  —  Bß 

und  folglich,  wenn  X  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet 

CN  =  k{Nv  -  C»,     NB  =  X{Bß  —  Nv),     BC  =  k{Cy  —  Bß). 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  Bß,  Cy,  Nv  und   addirt 
sie,  so  ergibt  sich 

CN'  Bß  +  NB'Cy  +  BC  -  Nv 

=  k[{Nv  —  Cy)  .  Bß  —  {Bß  —  Nv)  -  Cy  +  {Cy  —  Bß)  -  Nv]  =  0, 

Es  verhält  sich  aber 
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Bß  _Cy  _Nv 
Zß        2c         ^N 
wenn  ^^y  das  halbe  Moment  für   den  Punkt  N  bezeichnet.    Daher  besteht 
zwischen  den  Abständen  dreier  beliebiger  in  gerader  Linie  liegender  Punkte 
B,  C^  N  von  der  Centralaxe   und  ihren   Momenten   2  £b^  ^Zc,  22if  die 
Relation 

CN^Zb-^-  NB  .2c+  BC  .2ii  =  0. 

Wir    wollen    dieselbe   so   umschreiben,    dass    an   die   Stelle    der    Ab- 
stände CN^  NBy  BC  Plächenräume  treten.    Hiezu  hat  man 

CN :  NB  =  MNC :  MBN  =  NCA  :  NAB  =  MCA  :  MAB 

und  folglich 

CN :  NB  :  BC  =  MCA  :  MAB  :  —  (MCA  +  31  AB) . 

Hiermit  nimmt  die  genannte  Relation  die  Form  an 

MCA  .  Z/y  +  MAB  .  üc  =  (MCA  +  MAB)  .  £y 

und  wenn  man  dieselbe  auch  für  die  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte 
Ay  My  N  aufstellt: 

MBC .  £a  +  ACB  .  £3,  =  (MBC  +  ACB)  .  £y, 

so  geben  beide  Gleichungen,  da 

MAB  +  MBC  +  MCA  =  ABC  =  —  ACB 
ist, 

MBC  .  Za  +  MCA  .  Zb  +  MAB  .  2c  =  ABC  .  2m. 

w.  z.  b.  w. 


IV.  Capitel. 

Aequivalenz  räumlicher  Streokensysteme. 

§.  1.  Mit  sämmtlichen  Strecken  P  eines  räumlichen  Streckensystems  2 
ziehen  wir  durch  «einen  beliebigen  Punkt  0  des  Raumes  Parallellinien  und 
tragen  auf  ihnen  die  entgegengesetzt  gleichen  Strecken  P,  —  P  auf.  Hiedurch 
erhalten  wir  ein  dem  Systeme  2^  aequivalentes  System,  welches  aus  zwei 
Theilen  besteht:  einem  Aggregate  von  Strecken  P,  deren  Richtungen  sich 
im  Punkte  0  schneiden  und  einem  Aggregate  von  Paaren  (P,  — P),  deren 
Ebenen  durch  0  hindurchgehen  und  deren  Armejp  die  Abstände  der  Strecken 
P  von  diesem  Punkte  sind.  Das  erste  Aggregat  ist  aequivalent  seiner  Resul- 
tanten B ,  der  geometrischen  Summe  der  Strecken  P,  das  letztere  ist  aequi- 
valent einem  Paare,  dessen  Axenmoment  G  aus  dem  Polygone  der  Axenmomente 
Pp^  die  wir  in  0  auf  den  Ebenen  der  Paare  (P,  — P)  senkrecht  errichtet 
denken,  als  deren  geometrische  Summe  hervorgeht    Die  Auffindung  der  dem 
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Systeme  £  aequivalenten  geometrischen  Grössen  R  und  Q  nennen  wir  die 
Reduction  (7?,  G)  des  Streckensystems  für  den  Punkt  0,  R  und  G  die  Re- 
ductionselemente,.  nämlich  E  die  Reductionsresultante  und  G  das  Beduc- 
tionsmoment. 

Die  Beduction  des  Systems  £  ist  f(ir  alle  Punkte  0  des  Raumes  aus- 
führbar. Für  alle  Reductionen  ist  die  Resultante  geometrisch  gleich,  da  sie 
aus  geometrisch  gleichen  Polygonen  hervorgeht;  die  Richtungslinien  der 
Resultanten  bilden  daher  ein  Parallelbiindel  (fi).  Das  Axenmoment  G  er- 
leidet im  Allgemeinen  eine  geometrische  Aenderung,  wenn  an  die  Stelle  des 
Punktes  0  ein  anderer  Punkt  0'  tritt,  indem  dadurch  die  Ebenen  der  Paare 
und  deren  Arme  und  in  Folge  dessen  das  Polygon  der  Axenmomente  sich 
ändern.  Da  jedoch  die  Resultante  längs  des  durch  den  Punkt  0  gehenden 
Strales  verschoben  und  das  Axenmoment  G  überhaupt  parallel  mit  sich  im 
Räume  beliebig  verlegt  werden  darf,  so  folgt,  dass  für  alle  Punkte  0  eines 
und  desselben  Strales  ft  des  ParallelbUndels  (fi)  die  Reduction  (i?,  G)  die- 
selbe ist  Dieselbe  erleidet  daher  nur  beim  Uebergange  von  einem  Strale  f» 
zu  einem  andern  ft'  des  Parallelbündels  eine,  übrigens  leicht  angebbare 
Aenderung.  Um  diese  Aenderung  deutlich  zu  übersehen  und  also  die  für 
den  Stral  (a  gefundene  Reduction  (72,  G)  auf  den  Parallelstral  f»'  im  Ab- 

I      stände  r  von  fi  zu  übertragen,  genügt  es,  auf  [a   die  Re- 
sultante  li  in  doppeltem  Sinne  aufzutragen  und  mit  den  Re- 
ductionselementen  12,  G  des  Strales  (i  zu  verbinden.    Wir  er- 
o'  halten  dadurch,  indem  wir  das  Axenmoment  Rr  des  Paares 
(72,  — 72)  dessen  Seitenstrecken  72  und  —  72  auf  f»  und  fi' 
'^  liegen,  mit  dem  Axenmomente  G  zum  neuen  Axenmomente 
[G']  =  [Gl  +  [72r]  verbinden  (Fig.  21),  für  den  Stral  |t*' 
Fig.  21.  die  gesuchte  Reduction  (72,  G'), 

§.  2.  Der  Winkel  tf; ,  den  die  Richtung  des  Axenmomentes  G  mit  der 
Richtung  der  Resultanten  72  bildet,  wechselt  im  Allgemeinen  mit  der  Lage 

des  Strales  fi.  Es  gibt  jedoch  einen  ausgezeichneten  Stral  fi^, 
dessen  Axenmoment  G^  die  Richtung  von  72  hat,  so  dass  das 
Reductionspaar  für  diesen  Stral  senkrecht  zur  Reductions- 
resultanten  ist.  Dieser  Strahl  /Xq  heisst  die  Central- 
axe des  Systems  Z  (Poinsot).  Um  ihre  Lage  zu  finden, 
gehen  wir  von  der  Reduction  (72,  Gi)  irgend  eines  Strales 
|bi  (Fig.  22)  aus  und  zerlegen  G  in  ein  Axenmoment 
Gq  =  G  cos  iff  parallel  fi  und  ein  anderes  6ri  =  G  sin  t/; 
senkrecht  zu  fi.  Durch  (i  legen  wir  eine  Ebene  senkrecht 
zur  Ebene  des  Winkels  if; ,  die  also  auch  senkrecht  zu  G^  ist  Der  Stral  (i 
zerlegt  sie  in  zwei  Felder.  Ziehen  wir  in  einem  derselben  einen  Stral  fi 
im  Abstände  r  parallel  zu  fi  und  tragen  auf  ihm  B  und  —  B  auf,  so  wird 
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das  Paar  (i?,  —  R)^  gebildet  aus  der  Resultanten  R  des  Strales  f«  und  dem 
—  R  des  Strales  ft',  ein  Axenmoment  Rr  besitzen,  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinnes  mit  (r^ ,  je  nachdem  fi  in  das  eine  oder  das  andere  Feld 
hineinfällt.  Für  einen  von  der  Pfeilspitze  von  G^  im  Sinne  von  R  sehenden 
Punkt  liegt  das  Feld  der  Axenmomente  Rr  gleichen  Sinnes  mit  G^  zur 
Hechten,  das  entgegengesetzten  Sinnes  zur  Linken.  In  dem  letzteren  Felde 
könuen  wir  daher  in  einem  gewissen  Abstände  Tq  von  (a  einen  Stral  fi^  so 
finden,  dass  das  Axenmoment  Rr  jenes  Paares   das  Axenmoment  G^  tilgt. 

Hiefür  muss  RrQ  =  G^  und  also  r^  ife=  -^  werden.    Für  die  Reduction  des 

R 

Strales  fiQ  ergibt  sich  demnach  {R,  Gq)  yvo  Gq  =  G  cos  if;  und  parallel  zu  jti  ist. 

£s  gibt  nui*  eine  Centralaxe  fio(.ß,  Gq),    Denn  gäbe  es  noch  eine  zweite 

(Iq{R,  G'q)  so  müssten  die  Reductionen  beider  aequivalent  sein.    Da  nun  nur 

eine  Strecke  einer  Strecke  und  ein  Paar  einem  Paare  aequivalent  sein  kann, 

so  müsste  R  längs  (Iq  aequivalent  R  längs  fi'o  ^^^  ^o  fteq^valent  G'q  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  Gq  =  G'q  sein  und  ft^  mit  ^Lq  zusammenfallen  muss. 

Wir  erhalten  daher  die  Sätze: 

Die  Ebenen,  welche  durch  die  Stralen  |l&  des  Parallelbündels 

(fi)  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Winkel^  gelegt  werden  können, 

welche   die   den   Stralen   ^   entsprechenden  Axenmomente  G  mit 

diesen  Stralen  bilden,  gehen  durch  die  Centralaxe  des  Systems. 

Die  Projectionen  der  Axenmomente  G^  der  Reductionen,  welche 

den  verschiedenen  Stralen  ft  entsprechen,    auf  die  gemeinsame 

Richtung   derselben   sind    einander    gleich,    nämlich   gleich   dem 

Axenmomente    Gq  der   Centralaxe.     Es   ist    demnach    6^q  =  G^  cos  if; , 

wenn  G  und  tf;  irgend  einer  Reduction  angehören. 

§.  3.    Gehen  wir  von  der  Reduction  (JB,  G^  des  Systems  S  für  die 

Centralaxe    ^t^    aus    (Fig.  23)    und    suchen    wir    die  Reduction  (iJ,  G)  für 

^M  ^^^^^  einen  Stral  ^  des  Parallelbüschels  (fi)  im  Abstände 

r  von  jtiQ.    Es  ergibt  sich  G  als  die  Diagonale  eines  recht- 

^ winkligen  Parallelogramms,   dessen  eine  Seite  (r^,  dessen 

andere  Seite  das  zur  Ebene  (ftfio)  senkrechte  Axenmoment 

Rr  des  Paares  (JR,  — R)  ist,  welches  beim  üebergang  von 

^    dem  Strale  fi^  zum   Strale   fi   zu   Gq  hinzutritt.    Demnach 

Kg.  «s.  ergibt  sich  G  und  der  Winkel  tf; ,  welchen  G  mit  fi  bildet, 

durch  die  Formeln 

Hieraus  ziehen  wir  folgende  Sätze: 

Für   alle  Stralen  fi   des  Parallelstralenbüsohels  (fi)  ist  die 
Bednotionsresultante  R  gleich  gross  und  von  demselben  Sinne. 
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Für  alle  Stralenfi  desselben  Abstaudes  r  von  derCentralaxefiQ, 
welche  also  auf  einem  um  diese  Axe  mit  dem  Radius  r  des  Quer- 
schnitts beschriebenen  Cylinder  liegen,  ist  das  Axenmoment  G 
des  Reductiouspaares  von  derselb'enGrösse  und  derselben  Neigung 
iff  gegen  den  Stral  fi.  Alle  diese  Axenmomente  6r  berühren  den  Cylinder 
und  bilden,  wenn  mau  sie  iu  den  Punkten  eines  Kreisschnitts  des  Cylinders 
construirt,  ihre  Richtungen  ein  einfaches  Rotation shyperboloid  um  die  Central- 
axe  als  Rotationsaxe. 

Je  weiter  der  Stral  fi  von  der  Centralaxe  fi^  absteht,  um  so 
mehr  wächst  der  Neigungswinkel  t(;  der  jlichtung  des  Axenmo- 
mentes  G  gegen  ft  und  um  so  mehr  nähert  sich  dieser  Winkel  bei 
wachsendem  Abstände  r  der  Grösse  ^n  als  Grenze. 

Die  Richtungen  der  Axenmomente,  welche  den  Stralen  (i  einer  durch 
die  Centralaxe  ft^  gehenden  Ebene  entsprechen,  bilden,  wenn  sie  in  den 
Punkten  einer  zu  fi^  senkrechten  Geraden  dieser  Ebene  construirt  werden, 
ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Denn  die  Endpunkte  der  Axenmomente  12  r, 
welche  in  den  verschiedenen  Abständen  r  zu  Gq  hinzutreten,  um  die  G  zu 
bilden,  liegen,  da  die  Er  mit  r  proportional  wachsen,  in  einer  Geraden  und 
folglich  die  Endpunkte  der  Axenmomente  G  gleichfalls  in  einer  mit  dieser 
parallelen  Geraden.  Die  Richtungen  der  Axenmomente  schneiden  mithin  zwei 
sich  kreuzende  Geraden  und  sind  einer  Ebene  ,  uäudich  der  zu  der  Ebene 
der  Stralen  fi  senkrechten  Ebene,  parallel 

Das  Axejimoment  Gq  der  Centralaxe  ist  der  kleinste  Werth, 
den  das  Axenmoment  G  annehmen  kann.  Das  Axenmoment  G 
wächst  mit   der  Entfernung  r  des  Strales  fi  von   der  Centralaxe. 

§.  4.  Bildet  man  in  drei  Punkten  0  ^  0\  0"  das  Axenmoment  G^  G\  G" 
der  Stralen  ft,  ft',  ft",  welche  durch  sie  hindurchgehen  mit  Hülfe  der  Poly- 
gone der  Axenmomente  Pp  (§.  1),  so  kann  man,  ohne  die  Reductionsresul- 
tante  B  zu  kennen,  die  Richtung  und  Lage  der  Centralaxe  ft^  bestimmen. 
Denn  nach  §.  2  sind  die  Projectionen  von  (r,  G\  G"  auf  die  gemeinsame 
Richtung  der  Stmlen  |l&q,  /Li,  ^\  ^il'  gleich.  Zieht  man  daher  von  irgend  einem 
Punkte  A  des  Raumes  aus  drei  Strecken,  geometrisch  gleich  GyG\  G"  und 
legt  durch  ihre  Endpunkte  eine  Ebene,  so  ist  die  Normale  dieser  Ebene  die 
Richtung  von  /üq,  weil  G^G\  G"  für  sie  gleiche  Projectionen  haben,  n&mlich 
gleich  dem  Perpendikel,  welches  man  von  A  auf  jene  Ebene  fällen  kann. 
Zieht  man  nun  durch  irgend  zwei  beliebige  der  drei  Punkte  0,  0',  0",  z.  B. 
durch  0  und  0\  Stralen  ft,  \jJ  parallel  zu  der  gefundenen  Richtung,  so 
liefern  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  fi,  ft'  senkrecht  zu  den  Ebenen 
(jii,  G),  (ft',  6r')  gelegt  werden  können,  durch  ihre  Schnittlinie  die  Centralaxe 
fi^  ihrer  Lage  nach.  Zugleich  liefert  jenes  von  A  aus  geföUte  Perpendikel 
durch  seine  Länge  das  Axenmoment  G^  der  Centralaxe.  (Cbaslea.) 
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§.  6.  In  Bezug  auf  das  Verschwinden  der  Elemente  JR,  G  einer  Reduction 
des  Systems  £  für  irgend  einen  Stral  fi  sind  folgende  vier  Fälle  möglich: 
1.  es  verschwindet  B  allein,  2.  es  verschwindet  G  allein,  3.  es  verschwindet 
sowol  R ,  als  auch  G  und  4.  es  verschwindet  weder  B  noch  G .  Im  ersten 
Falle  ist  das  System  einem  Paare  aequivalent  und  kann  also  durch  ein 
Axeumoment  G  von  bestimmter  Grösse,  Richtung  und  bestimmtem  Sinn  in 
jeder  Lage  im  Kaume  repräsentirt  werden.  Das  Polygon  der  Strecken  schliesst 
sich  für  alle  Beductionen  und  die  Lage  der  Centralaxe  wird  unbestimmt; 
jede  Linie  von  der  Richtung  von  G  kann  als  dieselbe  angesehen  werden.  Im 
zweiten  Falle  schliesst  sich  das  Polygon  der  Axeumomente  für  den  Strahl  jii, 
fQr  alle  übrigen  aber  nicht;  fi  ist  die  Centmlaxe;  das  System  ist  aequivalent 
der  Einzelstrecke  B  längs  dieser.  Im  dritten  Falle  ist  das  System  aequi- 
valent Null;  die  beiden  Polygone,  das  der  Strecken  und  das  der  Axenmomente 
schliessen  sich  für  alle  Reductionen.  Im  vierten  Falle,  welcher  der  allge- 
meinste ist,  kann  das  System  einer  Einzelstrecke  B  aequivalent  sein.  Um 
den  Stral  (i'  zu  finden,  für  welchen  dies  möglich  ist,  bedenken  wir,  dass  fttr 
das  ihm  entsprechende  Axenmoment  G'  die  Bedingiing  G'^  =  G^^  +  B^r^  =  0 
erfüllt  sein  muss.  Dieselbe  zerfUUt  in  die  beiden  Bedingungen  r  =  0,  Gq=0 . 
Es  muss  daher  (i'  mit  der  Centralaxe  zusammen  fallen  und  da  Gq  =  G  cos  iff 
ist,  so  muss  für  die  gegebene  Reduction  (JB,  G)  des  Strales  fi  der  Winkel 
ilf  =  ^7C  sein.  Dasselbe  findet  für  alle  Reductionen  statt.  Es  kann  sich 
daher  das  System  nur  dann  auf  eine  Einzelstrecke  B  reduciren? 
wenn  für  jede  beliebige  Reduction  die  Resultante  und  das  Axen- 
moment zu  einander  rechtwinklig  sind.  Die  dem  System  aequi- 
valente  Einzelstrecke  fällt  in  die  Centralaxe.  In  diesem  Falle  sind 
die  Axenmomente  G  proportional  dem  Abstände  r  ihrer  Stralen  ii  von  der 
Centralaxe.    Denn  da  Gq  =  0  ist,  so  wird  G  =  Br , 

Aus  diesen  Erörterungen  ergibt  sich,  dass  ein  Streckensystem  entweder 
aequivalent  Null  oder  einer  Einzelstrecke,  oder  einem  Paare,  oder  einer  Einzel- 
strecke in  Verbindung  mit  einem  Paare  aequivalent  ist  und  da  keine  wei- 
teren Fälle  möglich  sind,  so  folgen  als  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungen dafür,  dass  1.  das  System  £  aequivalent  Null  sei,  dass  bei  jeder 
beliebigen  Reduction  B  =  0  uud  G  =  0  gefunden  werde,  2.  dass  £  einem 
Paare  aequivalent  sei,  dass  B  verschwinde,  3.  dass  2^  einer  Einzelkraft  aequi- 
valent werde,  dass  B  und  G  rechtwinklig  zu  einander  seien  und  4.  wenn 
keiner  dieser  drei  Fälle  eintreten  soll,  B  und  G  weder  beide  verschwinden 
noch  zn  einander  rechtwinklig  sein  dürfen. 

§.  6.  Die  Bedingung  der  Rechtwinkligkeit  von  B  und  G  zu  einander 
ist  für  das  ebene  Streckensystem  erfüllt  und  daher  ist  ein  solches  System 
wenn  nicht  B  verschwindet,  stets  einer  Einzelstrecke  aequivalent  Die  Re- 
Boltante  B  geht  n&mlich  ans  einem  in  die  Ebene  fallenden  Streckenpolygon 
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hervor  und  liegt  mithin  selbst  in  der  Ebene;  das  Axenmoment  G  aber  bildet 
sich  als  die  Summe  der  Axenmomente  von  Paaren  dieser  Ebene,  welche  also 
sSmmtlich  zu  ihr  senkrecht  sind  und  ist  mithin  gleichfalls  senkrecht  zu  ihr 
und  also  auch  zu  R .  Ein  von  der  Pfeilspitze  an  G  nach  der  Pfeilspitze  von 
B  auf  die  Ebene  herabsehender  Punkt  findet  die  Centralaxe  zur  Linken  von 

li  in  der  Ebene  im  Abstände  r  =^  —  ' 

H 

Für  ein  System  von  Parallelstrecken  ist  diese  Bedingung  gleichfalls 

erfüllt  und  wenn  R  nicht  verschwindet,  ist  auch  ein  solches  System  aequi- 

valent  einer  Einzelstrecke.    Denn  für  irgend  eine  Reduction  ergibt  sich  R  als 

die  algebraische  Summe  aller  Strecken  und  G  als  die  Schlusslinie  eines  ebenen 

Polygons,  dessen  Ebene  senkrecht   zur  Richtubg  der  Parallelstrecken  ist. 

Die  Centralaxe  ergibt  sich,  indem  man  durch  das  R  irgend  einer  Reduction 

eine  Ebene  senkrecht  zum  zugehörigen  G  legt  und  in  dem  Felde  derselben, 

welches  von  der  Pfeilspitze  des  G  von  einem  nach  der  Pfeilspitze  von  R  hin- 

sehenden  Punkte  zur  Linken  von  R  erblickt  wird,  im  Abstände  ^'  =  ^  einen 

Stral  parallel  zu  R  zieht. 

Das  System  im  Stralenbündel,  dessen  Streckenrichtungen  durch  den- 
selben Punkt  gehen,  ist  aequivalent  einer  Einzelresultante,  und  aequivalent 
Null  mit  deren  Verschwinden. 

§.  7.  Wir  gehen  jetzt  zur  analytischen  Darstellung  der  Reduction  eines 
Streckensystems  £  über.  Im  Ursprünge  0  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  der  x^  y^  z  bilden  wir  die  Reductionsresultante  R  mit  Hülfp  des 
Streckenpolygons,  dessen  Schlusslinie  sie  als  die  geometrische  Summe  aller 
Strecken  gibt.  Sind  daher  X,  F,  Z  die  Projectionen  einer  der  Strecken  P 
auf  die  Coordinatenaxen,  -4,  -B,  (7  die  Projectionen  von  R  und  a,  h^  c  die 
Richtungscosinusse  von  R  gegen  die  Axen,  so  folgt  aus  den  Projectionen  des 
Polygons  auf  die  Axen: 

B  =  2Y,  ^_  A  -^f  _  ^ 

C=2Z,  Ä~  B~C~  B' 

wodurch  die  allen  Reductionen  gemeinsame  Resultante  B  und  mit  ihr  die 
Richtung  der  Stralen  fi  des  Parallelbüschels  (fi)  bestimmt  ist.  B  ist  in  diesen 
Ausdrücken  absolut  gedacht,  so  dass  das  Vorzeichen  der  Cosinusse  a,  h^  c 
von  dem  Vorzeichen  von  A^  B^  C  allein  abhängt 

Um  das  dem  Strale  fi  des  Coordinatenursprungs  zugehörige  Axenmoment 
G  zu  finden,  zerlegen  wir  jede  Strecke  P  in  irgend  einem  Punkte  x^  y^  z 
ihrer  Richtung  parallel  den  Coordinatenaxen  in  ihre  Componenten  X,  F,  Z 
und  tragen  jede  von  ihnen  geometrisch  gleich  und  entgegengesetzt  auf  der 
ihr  parallelen  Axe  Ox,  Oy^  Os  an£    Indem  wir  diess  für 'alle  Strecken  P  des 
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Systems  ausführen,  erhalten  wir  neben  den  drei  Aggregaten  HX^  2Yy  2Z 
auf  den  drei  Axen,  welche  uns  soeben  die  Resultante  R  lieferten,  noch  drei 
Aggregate  von  Paaren,  nämlich  das  Aggregat  aller  Paare  wie  (X,  — 2), 
das  aller  Paare  (F,  —  Y)  und  das  der  Paare  (Z,  — Z),  deren  Axenmomente 
parallel  den  Ebenen  der  yz^  zx  und  xy  laufen.  Jedes  solches  Paar,  wie 
z.  B.  das  Paar  (X,  —  X)  zerlegen  wir  in  zwei  andere ,  deren  Axen  parallel 
den  Axen  der  y  und  z  sind.  Hiezu  genügt  es,  durch  die  Projection  des 
Punktes  {xyz)  auf  die  xy-  oder  auf  die  ;8faJ-Ebene  eine  Gerade  parallel  zur 
a;>Axe  zu  ziehen  und  auf  ihr  nochmals  X  und  —  X  aufzutragen.  Die  Strecken 
X  und  — Z,  deren  Richtungslinien  durch  den  Punkt  {xyz)  und  seine  Pro- 
jection auf  die  icy-Ebene  laufen,  bilden  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  zX 
parallel  der  y-Axe;  die  beiden  übrigen  Strecken  X  und  — X,  deren  Rieh« 
tungen  durch  den  ebengenannten  Fusspunkt  und  den  Coordinatenursprung 
gehen,  bilden  ein  anderes  Paar,  dessen  Axenmoment  — yX  parallel  zur 
je^Axe  l&uft.  Hiebei  wird  ein  Axenmoment  als  positiv  oder  negativ  ange- 
sehen, je  nachdeni  sein  Sinn  mit  dem  positiven  oder  negativen  Sinne  der 
Coordinatenaxe  übereinstimmt,  zu  welcher  dasselbe  parallel  ist.  Auch 
sieht  man  leicht,  dass  ein  solches  Axenmoment,  wie  z.B.zX^  das  Zeichen 
wechselt,  sowol  wenn  die  Coordinate  z^  als  auch  wenn  die  Strecke  X  den 
Sinn  ändert  imd  das  Zeichen  behält,  wenn  beides  zugleich  eintritt.  Für 
die  Aufstellung  der  Reductionsgleichungen  genügt  es  daher,  den  Fall, 
dass  sowol  alle  drei  Coordinaten  x^  y^  0,  als  auch  alle  drei  Componenten 
X,  F,  Z  positiven  Sinn  haben,  als  Normalfall  festzuhalten.  Das  Paar 
(F,  —  Y)  zerfällt  in  gleicher  Weise  in  zwei  Paare,  deren  Axenmomente  xY^ 
— zY^  den  Axen  des  z  und  des  x  parallel  sind;  ebenso  das  Paar  (Z,  — Z) 
in  zwei  Paare  mit  den  Axenmomenten  yZ,  — xZ  parallel  den  Axen  der  x 
und  y .  Das  Bildungsgesetz  dieser  Paare  ist  leicht  zu  übersehen.  Man  denke 
sich  die  Coordinatenaxen  immer  in  der  Ordnung  ic,  y^  z  auf  einander  folgend, 
sodass,  wenn  man  die  A;-Axe  als  die  erste  Axe  ansieht,  die  ^-Axe  die  zweite 
und  die  0-Axe  9ie  dritte  Axe  ist,  wenn  die  y-Axe  die  erste,  alsdann  die  ^r- 
und  a>Axe  die  zweite  und  dritte  und  wenn  die  ;er-Axe  die  erste,  die  x-  und 
y-Axe  die  zweite  imd  dritte  Axe  ist.  Jede  Compenante,  parallel  einer  ersten 
Axe,  liefert  alsdann  zwei  Axenmomente,  parallel  der  zweiten,  resp.  dritten 
Axe,  welche  die  Produkte  sind  aus  dieser  Componente  und  der  dritten,  resp. 
zweiten  Coordinate  des  Punktes  (xyz)  und  von  denen  das  der  zweiten  Axe 
parallele  das  Zeichen  (-f-)>  ^s  andere  das  Zeichen  ( — )  hat.  Sammelt  man 
die  den  Axen  der  x^y^z  parallelen  Axenmomente,  so  erhält  man 

yZ  —  zY,  zX  —  xZ,  xY—yX, 
welche  Ausdrücke  die  drei  Determinanten  sind,  welche  sich  aus  den  Coor- 
dinaten x^y^z  und  den  Componenten  Z,  Y,  Z  cyclisch  bilden  lassen.    Indem 
man  diese  Operation  für  alle  Strecken  des  Systems  ausführt  und  alle  Axen- 

BOBXLL,  McohMille.    Z.  4 
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momente  vereinigt,  welche  parallel  derselben  Axe  sind,  erhält  man  drei 
Summen  L^M^  N  solcher  Grössen,  aus  denen  mit  Hülfe  des  Parallelepipeds 
das  Axenmoment  G  entspringt^  dessen  Projectionen  auf  die  Coordinatenaxen 
mithin  L^M^N  sind.  Man  erhält  daher  für  diese  Grössen  und  die  Eich- 
tungscosinusse  X,  ft,  v  des  Axenmomentes  G  gegen  die  Coordinaten  das 
Formelsystem: 

'  y  z\ 

Y  Z 


L  =  2 


G^  =  L^-^  J^'  +  N^, 


M  =  2 


N=2 


z   X 

Z    X':' 

X  y 
XY 


L 


M 


V 

N 


1 
G' 


wozu  man  noch  für  die  Neigung  tf;  von  G  gegen  B  hinzufügen  kann: 

RG  cos 'tl;  =  ÄL  +  BM  +  CN, 


(BG  sin  tf;)2  = 


B  C 

2 

C  A 

2 

M  N 

+ 

N  L 

+ 

Ä  B  ^ 
L  M\ 


von  welchen  Gleichungen  die  erste  aus  der  Formel 

cos  i\f  =  aX  -{-  h ik  -{-  cv 
hervorgeht. 

§.  8.  Auch  kann  man  auf  folgendem  Wege  zu  den  analytischen  Aus- 
drücken für  das  Axenmoment  G  und  seine  Componenten  L,  M^  N  gelangen. 
Es  sei  p  das  vom  Ursprünge  0  auf  die  Richtung  der  Strecke  P,  deren  An- 
fangspunkt (xyz)  ist,  gefällte  Loth  und  also  Pp  das  Axenmoment  des  Paares 
(P,  —  P),  welches  bei  der  Reduction  für  0  in  ff  eintritt.  Tragen  wir  das- 
selbe in  0  senkrecht  zur  Ebene  des  Paares  dessen  Sinn  entsprechend  auf 
und  seien  cc^  ß^  y  seine  Richtimgscosinusse.  Da  dasselbe  auf  der  Richtung  von 
P,  deren  Richtungscosinusse  Z  :  P,  Y:  P,  Z  :  P  und  auf  dem  Radiusveotor 
r,  vom  Ursprung  nach  dem  Punkte  (xyz)  gezogen,  dessen  Richtungscosinusse 
x  :r^  y  :r ,  z :  r  sind,  zugleich  senkrecht  ist,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

xa  -^  yß  -}-  ey  =  0, 

Xa  +  Yß  +  Zy  =  0, 
woraus 


ß 

7 

1 

i/z 

Z  X 

X  y 

Ä' 

YZ 

ZX^ 

XY 

h'  — 

y  z 

YZ 

8 

+ 

e  a 
ZI 

• 

8 

+ 

X  y 
XY 

(^*  +  »*  +  ^*)  (X*  +  Y*  +  Z')-(xX-\-yY  +  eZy 


\ 
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folgt.  Hierin  ist  x^  +  y^ -{•  z^  =  r\  Z^  +  T^  +  Z^  =  P^  und  stellt 
(xX  '\-'  yY  -^  zZ)  :rP  den  Cosinus  der  Neigung  von  r  gegen  P  dar. 
Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  a ,  so  wird  h^  =  r^  P^  (l  —  cos^  a) ,  also 
Ä  ==  rP  sin  <y .  Es  ist  aber  r  sin  tf  =  ^  und  folglich  h  =  Pp ,  Hiemit  er- 
halten wir  die  Componenten  Ppa ,  PpjS,  Ppy  des  Axenmomentes  Pp  pai<allel 
den  Coordinatenaxen,  nämlich 


Ppa  = 


YZ 


Ppß  = 


z   X 

zx 


Ppy  = 


X  y 
XY 


und  mithin  durch  Sommation  durch  das  ganze  System  hindurch  die  Com- 
ponenten X,  M,  N  des  Axenmomentes  G  der  Reduction,  nämlich: 


L  =  Z 


y  ^ 

Y  Z 


M=  Z 


z  X 
ZX 


N  =  2 


X  y 
XY 


wie  oben. 

§.  9.  Um  die  Reduction  des  Systems  vom  Coordinatenursprung  0  auf 
einen  anderen  Reductionspunkt  Oy^{xyy^z^  oder  vielmehr  von  dem  Strale  ^t 
des  Punktes  0  auf  den  Strahl  ^^  des  Punktes  0^  zu  übertragen,  haben  wir 
dem  System  längs  ^  die  beiden  entgegengesetzten  Strecken  i2,  — i?  zuzu- 
fügen. Die  Strecke  B  bildet  die  Reductionsresultante  dortselbst  und  gelten 
hiefttr  unmittelbar  die  Formeln,  wie  zu  Anfang  des  §.  7.  Die  Strecke  — 11 
aber  bildet  mit  dem  i?  des  Punktes  0  ein  Paar,-  welches  mit  dem  Reduc- 
tionspaare  G  dortselbst  zu  dem  Reductionspaare  G'  für  den  Punkt  0^  sich 
verbindet.  Um  die  Componenten  L\  M\  N'  des  Axenmomentes  dieses  Paares 
zu  bilden,  haben  wir  aus  den  Coordinaten  x^^y^  z^  des  Anfangspunktes  von 
—  B  und  seinen  Componenten  — Ä^  — JB,  — C  die  Determinanten 


yi         ^1 
—  B,  —C 


» 


^1         ^1 
—  C,  —A 


^1      yi 

—  A,  —B 


zu  bilden  imd  zu  den  Grössen  L^M^N  der  Reduction  des  Punktes  0  hin- 
zuzufügen. Dies  liefert  L' ,  M' ,  N' ,  G'  und  dessen  Richtungscosinusse  l\  ii^  v 
durch  die  Formeln 


X'  =  X- 


Jf'  =  j|f — 


N'  -^N 


Vi"! 

BC 

,   a'^  —  T/* 

e^x^ 

CA 

i       (1, 

^lyi 

L'~  M' 

AB 

1 

=  //»  +  W*  +  N'^, 


G 


/  > 


80  wie  für  die  Neigung  ^'  von  G'  gegen  B: 
Bff  cos  1/;'  —  AL'  +  BM'  +  CN'  ^  AL  +  BM  +  CN  =  BG  cos  ij;, 

4* 
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da 


AB  C 

Vih 
B  C 

+  5 

ÜA 

■VC 

j!,  y, 

AB 

= 

«1  9i  «1 
ABC 

=  0 


ist.  Dies  Resultat  sagt  nichts  weiter  aus ,  als  dass  die  Projection  des  Axen- 
momentes  aller  Beductionen  auf  die  Richtung  der  Parallelstralen  (i  der  Re- 
sultante dieselbe  ist.  Weiter  unten  werden  wir  dasselbe  noch  anders  for- 
muliren. 

Zu  denselben  Resultaten  können  wir  auch  durch  eine  Verschiebung 
des  Coordinatenursprungs  in  den  Punkt  Oj^  gelangen.  HiefUr  sind  x^y^e 
durch  X  —  iTj ,  y  —  y^,  z  —  e^zu  ersetzen.  Auf  die  Bildung  der  Resultanten 
R  hat  dies  keinen  Einfluss,  die  Grössen  X,  M,  N  des  §.  7  gehen  dadurch 
in  L\  M\  N'  über.    So  wird  z.  B.  aus  Li 

y  —Vi  ^—^1 

r       z 

§.  10.  Es  seien  Xq,  Mq^  N^^  A^,  fi^,  Vq  die  der  Centralaxe  jiiQ  ent- 
sprechenden Elemente  und  0^{x^y^e^  ein  Punkt  derselben.    Dann  hat  man: 


G^o*  =  W  +  ^0*  +  ^0* , 


=  s 

y  " 

—  £ 

Vi^i 

=  i  — 

Vi     «1 

—L  — 

Vi"! 

YZ 

Y  Z 

SYSZ 

B  C 

L^  =  L  - 

Vi  h 
B  C 

M,  =  M- 

H  ^1 
C  A 

N^  =  N  — 

AB 

^ 

M. 


N. 


1^ 


nebst  den  Bedingungen 

welche  nur  zwei  unabhängige  Gleichungen  liefern  imd  aussprechen,  dass  die 
Richtung  von  Gq  zu  der  Richtung  von  R  parallel  sein  müsse. 
Sie  geben,  da  cr  =  -4:  U,  ß  =  B  :  R^  y  =^  C :  R  ist 


M, 


0 


N.     a 


'0 


B 


C 


0 

R' 


wobei  Gq  =  R  zur  ftussorsten  Rechten  als  selbstverständlich  wegbleiben 
kann.  Diese  Doppelproportion  ist  daher  gleichbedeutend  mit  zweien  der 
Gleichungen : 


=  0. 


Jlfo^o 

=  0, 

NoL, 

=  0, 

LoM, 

B  C 

^  1 

C  A 

^  } 

A  B 

Die  erste  derselben  geht  nach  Einführung 
Nq^  B^C  über  in: 
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B 


A   B 


-  C 


^1  ^1 
C  A 


B  C 

M  N 


oder 


(^2  +  c^)^^  __  A{By,  +  Cz,)  = 


B  C 

M  N 


BC 

MN 

CA 

NL 

A  B 

L  M 

oder  indem  man  A^x^  addirt  und  subtrahirt  und  bemerkt,  dass 

A^  +  B^-^C^  =  i?^ 
und  die  analogen  Transformationen  mit  den  beiden  andern  Gleichungen  ausführt: 

R^x^  —  A  {Axy^  +  By^^  +  Cz^)  = 


S'y,  —  B{Ax,  +  By^  +  Cz,)  = 
B'^z,  -  C  (Ax,  +  By,  +  Cz,)  = 


Irgend  zwei  dieser  Gleichungen  stellen  ia  x^^yi^  z^  als  laufenden  Coordinaten 
die  Gleichungen  der  Centralaxe  dar.  Um  sie  auf  die  übliche  Form  zu  bringen 
und  die  Bedeutung  der  rechten  Seiten,  sowie  der  symmetrischen  Function 
Axi  -}-  By^  +  Czj^  zu  ermitteln,  legen  wir  durch  den  Coordinatenursprung  0 
eine  Ebene  senkrecht  zu  den  Stralen  (i,    Ihre  Gleichung  ist: 

Ax  +  By  -{-Cz  =  0 

und  wenn  ^,  17,  i  die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes  mit  der  Centralaxe 
fC0  sind,  so  hat  man 

^1  + £,,  +  Cf  =  0 , 

Rn-A{Ali  +  Bn  +  Ci)  = 


Ä*t,  —  ^  (^1  +  Bi/ +  Cf)  = 
B* t  -  C  {AI -\- Bri  +  Ci)  ^ 


B  C 

M  N 

CA 

NL 

A  B 
L  M 


woraus  num  ftir  die  Coordinaten  |,  i},  ^  des  Schnittpunktes  erhält: 


Ä*l  = 


B  C 
M  N 


Ä»fl  = 


C  A 

N  L 


R*i 


AB 
L  M 


Substitairt  man  hieraus  die  Werthe  der  drei  Determinanten  zur  Rechten  in 
die  Torstehenden  Gleichungen  der  Centralaxe,  so  erhalt  man  diese  in  der 
Form: 

jg»  —  I     yi—n^'i  —  i     i 

A      "^      B  C      —«' 
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Aequivalenz  d.  Systems  mit  einer  Einzelstrecke.    I.  Th.,  Gap.  IV.,  §.  11. 


wenn  s  die  Strecke  der  Centralaxe  vom  Schnittpunkte  (£17^)  bis  zum 
Punkte  {x^y^z)^  nämlich  s  =  {Ax^  +  By^  +  Cz^  :  JB  bedeutet.  Da  die 
Neigung  tf;^  von,  6rQ  gegen  B  Null  ist,  so  hat  man  endlich 

G^B  =  ALq  +  BMq  +  CNq  =  ÄL  +  BM^  CN. 

§.11.  Die  BedingTing,  dass  das  System  sich  auf  eine  Einzelstrecke  22 
ohne  Axenmoment  längs  der  Centralaxe  reducire,  ist  ß^  =3  Q  oder  also 
ÄL  +  BM  -\-  CN  =  0 ;  sie  drückt  aus,  dass  für  jede  Reduction  das  Axen- 
moment G  senkrecht  zu  B  sein  muss.  Im  Falle ,  dass  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  ist  wegen  G^^  =  L^^  +  M^^  +  N^^  auch  X^  =  0 ,  Mq  =  0,  Nq  =  0, 
und  werden  daher  die  Gleichungen  der  Centralaxe 


L  — 


B  C 


=  0,     M  — 


^1  ^1 
CA 


=  0,      N  — 


^1  yi 

Ä  B 


=  0. 


L  =  Z 


M=-i: 


N  =  2: 


yZPy  —  ßZPz, 


L,  =  M,==  N, 


»0  =  0, 


Für  ein  System  von  Parallelstrecken  P,  welche  zum  Theil  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  entgegengesetztes  Zeichen  haben  können,  seien  er,  |3,  / 
die  Bichtungscosinusse  ihrer  gemeinsamen  Bichtung  gegen  die  Coordinaten- 
axen.    Man  hat  dann 

X=Pa,   Y=Pß,  Z=^By\  Ä  =  ci2P,  B  =  ßZP,  C  =  yZP-, 

y     z  \ 
PßPy 

z     X 
PyPa 

X    y 
PaPß 

Ist  also  B  =  £P  nicht  Null  (was  z.  B.  immer  der  Fall  ist,  wenn  die  Pa- 
rallelstrecken P  alle  gleichen  Sinn  besitzen),  so  reducirt  sich  das  System 
auf  eine  Einzelstrecke  B  längs  der  Centralaxe  (Iq.  Die  Gleichungen  der 
letzteren  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

(y^ZP  —  i;Py)y  —  (z,  ZP  —  ZPz)ß  =  0 , 
(z^SP  —  ZPz)a  —  {xyZP  —  ZPx)y  =  0, 
{x,ZP  —  ZPx)ß  —  \y^ZP  —  ZPy)u  =  0 . 

Auf  der  Centralaxe  liegt,  wie  man  aus  diesen  Gleichungen  sieht,  ein  ge- 
wisser Punkt,  dessen  Coordinaten 


=  aZPz  —  yZPx,     ÄL  +  BM  +  CiV  =  0 . 


=  ßZPx—  ccZPy, 


^1  == 


ZPx  _  ZPy 

ZP  '    ^^         ZP  ' 


z,  = 


ZPz 
ZP 


ihre  Gleichungen  unabhängig  von  der  Richtung  (ccßy)  der  Strecken  erfüllen. 
Dieser  Punkt,  welcher  in  vielen  Untersuchungen  eine  wichtige  Bolle  spielti 
heisst  der  Mittelpunkt  des  ParaUelstreckensystems.    Sind  insbesondere  die 
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Strecken  P  einer  und  derselben  Strecke  g  proportional,  so  dass  man  F=mg  ^ 
setzen  kann,  so  werden  diese  Coordinaten  auch  von  g  unabhängig  und 

Zmx  Zmy  2m  z 

'''^^M'    ^^^IF'    ''^'W' 

wo  Zm  =  M  gesetzt  ist.  —  Für  i2  =  0  reducirt  sich  das  System  auf  ein  Paar. 

Für  das  ebene  System,  für  welches  die  Bedingung  AL-^-BM-^-  CN=0 
gleichfalls  erfüllt  ist,  führt  unsere  Betrachtung,  indem  man  alle  ;er-Coordinaten 
und  alle  Z-Componenten  der  Null  gleichsetzt,  auf  den  Inhalt  der  §§.  5.  6. 
in  Cap.  HE  zurück. 

§.  12.  Das  System  wird  aequivalent  Null,  wenn  sowol  R  als  G  ver- 
schwinden. Da  B^  und  G^  die  Quadratsummen  von  Ä,  By  (7,  resp.  Z,  Jf,  JV 
sind,  so  zerfallen  diese  beiden  Bedingungen  in  die  sechs  folgenden:     , 

^  =  0,  X  =  0, 
B  =  0,  M=0, 
0  =  0,      N=0. 

Sie  drücken  aus,  dass  das  Polygon  der  Strecken  und  das  der  Axen- 
momente  fttr  jede  Reduction  sich  schliessen  und  in  Folge  dessen  ihre  Pro- 
jectionen  auf  drei  geometiisch  von  einander  verschiedene  Axen  verschwin- 
den müssen.  Die  Wahl  rechtwinkliger  Axen  ist  hiebe!  ohne  Bedeutung, 
da  aus  dem  Verschwinden  der  Projectionen  für  sie  das  Verschwinden  der- 
selben für  alle  Axen  des  Raumes  folgt. 

Damit  also  ein  Streckensystem  aequivalent  Null  sei,  ist 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Projectionen  der  beiden 
Polygone  jeder  beliebigen  Reduction,  das  der  Strecken,  wie  das 
der  Axenmomente  auf  irgend  drei  geometrisch  verschiedene 
Axen  verschwinden. 

Projiciren  wir  das  Streckensystem  auf  irgend  eine  Ebene,  z,  B.  auf 
die  Ebene  der  xp^  so  sind  die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Projection  des 
Systems  aequivalent  Null  sei  ^  =  0,  -B  =  0,  iV  =  0  (s.  Cap.  III  §.  5). 
Man  kann  daher  auch  sagen: 

Ein  Streckensystem  ist  aequivalent  Null,  wenn  seine  Pro- 
jectionen auf  irgend  drei  geometrisch  verschiedene  Ebenen  aequi- 
valent Null  sind  und  umgekehrt. 

Projicirt  man  das  System  auf  eine  Axe,  z.  B..  auf  die  rr-Axe,  so  ist 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  Projection  aequivalent  Null  sei,  A  =  0. 
Man  kann  daher  behaupten: 

Zum  Verschwinden  des  Systems  ist  erforderlich  (aber  nicht 
hinreichend),  dass  seine  Projectionen  auf  irgend  drei  geometrisch 
yerschiedene  Axen  Null  seien. 

unter  dem  Momente  einer  Strecke  in  Bezug  auf  eine  Axe  ver- 
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Moment  d.  Streckensyatcms  in  Bezug  auf  eine  Aze.    I.  Th.,  Cap.  IV.,  §.  13. 


steht  mau  das  Product  aus  der  Projection  der  Strecke  auf  eine  zur  Axo 
senkrechte  Eheue  in  ihrem  kürzesten  Abstand  von  der  Axe.    Während  wir 

bisher  jede  Strecke  P  in  ihre  drei  Compo- 

nenten  X,  IT,  Z  parallel  zu  den  Coordinaten- 

axen  zerlegten,  wollen  wir  sie  jetzt  parallel 

der  £;-Axe   und  senkrecht   zu   dieser  in  die 

Componenten  Z  und  Q  spalten    (Fig.   24); 

Q  stellt  dann  die  Projection  von  P  auf  die 

^y -Ebene   dar  und  ist  die  Resultante  von 

X,  Y,    Die  Zerlegung  von  P  erfolgt  in  einer 

y        ^  zur  ;e;-Axe  parallelen  Ebene,  deren  Abstand  q 

Fig.  24.  von  dieser  Axe  den  kürzesten  Abstand  von 

P  und  zugleich  den  von  Q  von  derselben  darstellt.     Demnach  ist  Qqi  das 

Moment  der   Strecke  P  bezüglich   der  ;er-Axe.    In  der  Projection  auf  die 

o;^- Ebene   stellt   Q^  das   Moment  von  Q  in   Bezug  auf  den  Coordinaten- 

a?  y 


Ursprung  dar  und  ist  gleich 


XY 


wenn  die   Coordinaten  des   Punktes, 


von  welchem  P  zerlegt  wurde,  oj,  y,  z  sind.    Daher  ist  das  Äx^nmoment 


JV 


^  y 

XY 


=  vG  nichts  anderes ,    als   die  Summe  der  Momente  aller 


Strecken  P  in  Bezug  auf  die  £;-Axe  oder,  wie  man  kürzer  sagt,  das  Moment 
des  Systems  ftir  die  ;er-Axe.  Ebenso  stellen  X,  M  die  Momente  des  Systems 
fdr  die  beiden  andern  Coordinatenaxen  dar. 

Man  kann  daher  auch  sagen: 

Zum  Verschwinden  eines  Streckensystems  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  die  Projectionen  und  Momente  desselben 
für  drei  geometrisch  verschiedene  Axen  verschwinden.  Diese 
Grössen  verschwinden  alsdann  auch  für  jede  andere  Axe  des  Raumes. 

§.  13.  Den  bisherigen  Untersuchungen  über  den  geometrischen  Werth 
eines  Streokensystems  liegt  die  Reduction  (jR,  G)  desselben  auf  Resultante 
und  Axenmoment  für  irgend  einen  Punkt  0  oder  vielmehr  einen  Stral  (i  zu 
Grunde.  Ohne  die  Resultante  R  zu  benutzen,  kann  man  mit  Hülfe  des  Axen- 
momentes  G  allein  ausreichen,  wenn  man  dasselbe  für  verschiedene  Reduc- 
tionen  zugleich  kennt.  So  fanden  wir  bereits  Cap.  m,  §.  10,  dass  es  mög- 
lieh  sei,  die  Richtung  und  Lage  der  Centralaxe  zu  bestimmen,  sobald 
man  das  Axenmoment  für  drei  Reductionen  kennt.  Die  Betrachtungen, 
welche  wir  über  diesen  Gegenstand  durchführen  wollen,  liefern  das  Analogen 
zu  Cap.  III,  §§.  9.  10.  für  das  räumliche  System. 

Bei  der  Reduction  des  Systems  für  den  Punkt  0  lieferte  jede  Strecke 
AB  *=:  P  ein  Paar  (P,  —  P),  dessen  Ebene  durch  0  und  P  geht,  und 
dessen  Arm  das  Perpendikel  jp  ist,  welches  von  0  auf  die  Strecke  P  ge- 
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fällt  werden  kann.  Wir  trugen  das  Axenmoment  Pp  dieses  Paares  in  0 
senkrecht  zu  seiner  Ebene  seinem  Sinne  entsprechend  auf.  Sämmtliche 
Axenmomente  Pp  lieferten  mit  Hülfe  eines  Polygons  das  Axenmoment  G 
der  Beduction  für  den  Punkt  0,  welches  seinerseits  einem  Paare  entspricht, 
dessen  Ebene  senkrecht  zu  G  durch  den  Punkt  0  gelegt  werden  kann. 
Im  Falle  das  System  aequivalent  Null  ist,  ist  das  Polygon  der  Axenmo- 
mente geschlossen  und  verschwindet  seine  Projection  auf  jede  beliebige 
Axe  des  Raumes;  im  Falle  das  System  einem  andern  Systeme  aequivalent 
ist,  sind  die  Axenmomente  beider  und  deren  Projectionen  auf  jede  beliebige 
Axe  des  Raumes  geometrisch  gleich.  Ziehen  wir  durch  0  irgend  eine  Axe, 
mit  welcher  die  Axenmomente  Pp  die  Winkel  X  bilden,  so  ist  also  ZPp  cos  X 
die  Grösse,  welche  im  ersten  Falle  verschwinden,  im  zweiten  Falle  einer 
fttr  denselben  Punkt  0  und  dieselbe  Axe  analog  gebildeten  Grösse  gleich  sein 
muss,  welche  von  einem  zweiten  System  herrührt,  welches  dem  gegebenen 
aequivalent  ist. 

Nehmen  wir  nun  auf  jener  Axe  die  Strecke  MO  nach  Grösse  und 
Sinn  beliebig  an,  so  ist  auch  2MO.Fp(to^X  im  ersten  Falle  Null,  im 
zweiten  gleich  der  analog  gebildeten  Grösse  des  zweiten  Systems. 

Das  Axenmoment  Fp  ist  nun  gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  Drei- 
ecks OAB  und  da  es  senkrecht  zur  Ebene  OÄB^  so  stellt  MO .  cos  X 
das  Perpendikel  dar,  welches  vom  Anfangspunkte  M  der  Strecke  MO  auf  die 
Ebene  des  Dreiecks  gefällt  werden  kann.  Demnach  ist  MO .  Pp  cos  X  das 
sechsfEkche  Volumen  der  Pyramide  oder  das  Volumen  des  Parallelepipeds, 
welches  MO  und  AB  =  P  zu  Gegenkanten  hat.  Da  die  Axenmomente  Pp 
einen  bestimmten  Sinn  haben,  so  sind  auch  die  Pyramiden  in  bestimmtem, 
dem  Sinne  dieser  entsprechenden  Sinne  zu  nehmen  und  in  Folge  dessen 
mit  bestimmtem  Vorzeichen  versehen  mit  einander  zu  verbinden.  In  der 
Pyramide  MOÄB^  worin  AB  eine  Strecke  des  zu  reducirenden  Systems, 
MO  aber  eine  ganz  willkürliche  Strecke  des  Raumes  bezeichnet,  denken 
wir  M  als  einen  sehenden  Punkt,  welcher  auf  die  Ebene  des  Dreiecks 
OAB  hinblickt.  Ein  vod  0  ausgehender  Stral  überfahre  das  Dreieck  OAB^ 
so  dass  sein  Schnittpunkt  mit  AB  die  Strecke  AB  in  dem  ihr  zukom- 
menden Sinne  beschreibt,  oder  eine  durch  3£0  gehende  Ebene  drehe  sich 
um  OMj  so  dass  ihr  Schnittpunkt  mit  AB  dem  Sinne  dieser  Strecke 
folgt  Die  Pyramide  ist  alsdann  von  positivem  oder  negativem  Sinne  und 
Zeichen,  je  nachdem  für  den  auf  die  Basis  OAB  hinsehenden  Punkt  M 
die  Bewegung  dem  Sinne  nach  mit  der  ührzeigerbewegung  harmonirt  oder 
nicht  harmonirt.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Definition  können  wir  die  Sätze 
aussprechen: 

Wenn  ein  Streckensystem  aequivalent  Null  ist,  so  ver- 
schwindet   die    Summe    der   Pyramiden,    welche    eine    beliebige 
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Strecke    des    Baumes     zur    gemeinschaftlichen    Kante     und    die 
Strecken  des  Systems  zu  deren  Gegenkanten  haben. 

Zwei  aequivalente  Systeme  haben  in  Bezug  auf  jede  belie- 
bige Strecke  des  Baumes  gleiche  Pyramidensummen,  gebildet 
aus  dieser  Strecke  als  gemeinschaftlicher  Kante  und  den 
Strecken  des  einen,  wie  des  andern  Systems  als  Gegenkanten. 

Ist  das  System  nicht  aequivalent  Null,  so  ist  es  entweder  aequivalent 
einer  einzelnen  Strecke,  oder  einem  Paare,  oder  einer  Strecke  in  Verbin- 
dung mit  einem  Paare.  Da  für  diese  Gebilde  die  Pyramidensumme  nicht 
für  alle  Axen  verschwindet,  so  ist  ihr  Verschwinden  für  die  Aequivalenz 
des  Systems  mit  Null  charakteristisch  und  kann  man  die  vorstehenden 
Sätze  umkehren,  nämlich: 

Ist  die  Pyramidensumme,  welche  eine  beliebige  Strecke  des 
Baumes  mit  den  Strecken  eines  Systems  als  Gegenkanten  bildet, 
für  jede  Wahl  dieser  Strecke  gleich  Null,  so  ist  das  System 
aequivalent  Null. 

Haben  zwei  Systeme  für  jede  beliebige  Strecke  des  Baumes 
gleiche  Pyramidensummen,  so  sind  sie  einander  aequivalent. 

Den  sechsfachen  Inhalt  der  Pyramide  MO  AB  mit  Bücksicht  auf  den 
Sinn  derselben  oder  was  dasselbe  ist,  das  Volumen  des  Parallelepipedums, 
welches  MO  und  AB  zxjl  Gegenkanten  hat,  nennt  man  nach  Möbius  das 
Moment  der  Strecke  AB  in  Bezug  auf  die  Axe  MO  und  die  Summe  der 
Momente  aller  Strecken  des  Systems  das  Moment  des  Systems  in  Bezug 
auf  die  Axe  MO.  Diese  Definition  stimmt  überein  mit  der  §.12  gegebe- 
nen. Denn  legt  man  durch  MO  und  AB  die  Ebenen  der  Parallelschicht, 
welche  durch  die  Bichtungen  derselben  bestimmt  wird,  so  fallen  zwei 
gegenüberstehende  Seitenflächen  des  Parallelepipeds  in  sie  hinein,  deren 
Plächenraum  MO  ,  AB  B>m  y  ist,  wenn  y  den  Neigungswinkel  von  MO 
und  AB  bedeutet.  Sieht  man  eine  von  ihnen  als  Grundfläche  des  Parallel- 
epipeds an,  so  ist  der  kürzeste  Abstand  d  von  MO  und  AB  oder  die 
Dicke  der  Schicht  die  Höhe  und  somit  MO ,  AB  ,  ds\xiy  das  Volumen 
desselben  oder  das  Moment  von  AB  m  Bezug  auf  3/0,  AB  smy  stellt  aber 
die  Projection  der  Strecke  AB  auf  eine  zur  Axe  MO  senkrechte  Ebene  dar. 

§.  14.  Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ist  das  6fache 
Volumen  einer  Pyramide  A^  A^  A^  -4^,  deren  Ecken  die  Coordinaten 
iPi»3/i»^i,;  ^21^2)^25  Hyy^^h'i  ^4»S/4)^4  baben,  die  Determinante 

^1  Vi  ^1  1 

^2  ^2  ^2    ^ 
^8  ^8  ^8    1 

x^  y^  Z^  1 


i 
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daher  ist  das  Moment  ZMOÄB  unseres  Systems,  wenn  die  Coordinaten 
des  Punktes  0  sind;  a?i,  y^,  e^^  die  des  Punktes  M\  x^  +  «,  ^i  +  /3,  z^  +  7i 
so  dass  also  a,  ß,  y  die  Projectionen  der  Strecke  OM  auf  die  Coordinaten- 
axen  darstellen  und  die  von  A  gleich  oj,  y,  z  und  aj  +  ^y+  ^i^"!"^ 
die  von  B  sind,  indem  X,  Y,  Z  wie  oben  die  Projectionen  von  P=-4-B 
darstellen,  gleich: 

^1  +  «7  yi  +  /3,  ^1  +  y,  1 ; 


^1        ^1        h     1 

o;  3/  £?        1 

'a;+X    y+r    ^+Z1 


=  2: 


a   j3   y    0 
X  y  e    1 

xrz  0 


Indem  man  nach  a,  /3,  y  ordnet  und  die  frühere  Bezeichnung 

2X^A,  y  z     ^  z\^  ^ 

2Y=B.  YZ  '  ZX 


=^M,     2 


2Z  =C, 

beibehält,  kann  man  das  Moment  unter  der  Form: 


X  y 
XY 


=  N 


+  (m- 


ca\} 


ß  + 


AB 


] 


darstellen.    Ebenso  leicht  gibt  man  ihm  die  Form: 


Zi  Xi 


p  y  \        \  7  ^ 


+  c 


aß 


Aus  jeder  dieser  Formen  kann  man  wiederum  die  früheren  Bedin- 
gungen für  das  Verschwinden  des  Systems,  für  dessen  Eeduction  auf  eine 
Einzelstrecke  etc.  ziehen.  Soll  z.  B.  das  System  verschwinden,  so  muss  das 
Moment  für  alle  Axen  des  Baumes,  mithin  für  alle  beliebigen  Werthe  der 
Grössen  x^y  y^^z^^  a,  ßy  y  sich  auf  Null  reduciren ;  daher  müssen  die  Coef- 
ficienten  dieser  Grössen  und  ihrer  Verbindungen  Null,  d.  h. 

^  =  0,  J5  =  0,  (7  =  0,  L  =  0,  Jlf  =  0,  iV=0 
sein,  wie  oben  §.  11. 


V.   Capitel. 

Aeqnivalens  des  r&nmliohen  Systems  mit  swei  sieh  kreuzenden 

Strecken. 

§•  1.  Bedneirt  man  das  System  für  irgend  einen  Punkt  0  auf  Besnl- 
tante  22  und  Azenmoment  &  und  constmirt  in  einer  durch  0  senkrecht 
m  ff  gelegten  Ebene  das  Paar  (F,  —  F),  dessen  Azenmoment  Q  ist,  so 
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kann  man  dies  Paar  in  seiner  Ebene  so  drehen  und  verschieben,  dass  der 
Anfangspunkt  einer  der  Seitenstrecken  F  mit  0  zusammenfallt.  Die  beiden 
in  0  beginnenden  Strecken  B^  F  sind  aequivalent  einer  Strecke  Ä,  welche 
mit  Hülfe  des  Parallelogramms  über  II  und  F  als  Seiten  gefanden  wer- 
den kann.  Diese  Strecke  S  und  die  noch  übrige  Seitenstrecke  des  Paares 
sind  zusammen  dem  System  aequivalent  und  kreuzen  sich  im  Baume.  Da 
diese  Operation  für  jede  Reduction  (JB,  &)  ausgeführt  werden  kann  und 
dabei  auch  die  Lage  des  Paares  {F^  —  F)  in  seiner  Ebene,  sein  Arm  und 
seine  Seitenstrecken  ohne  Aenderung  seines  Werthes  variiren  können,  so 
sieht  man  dass  ein  Streckensystem,  dessen  Besultaifte  nicht  ver- 
schwindet, auf  unendlich  viele  Arten  zweien  sich  kreuzenden 
Strecken  aequivalent  ist.  Man  erkennt  leicht,  dass  für  alle  Paare 
von  sich  kreuzenden  Strecken,  welche  dem  Systeme  aequivalent 
sind,  das  Volumen  der  Pyramide,  deren  Gegenkanten  diese 
Strecken  sind,  von  gleicher«Grö8se  ist  (Chasles). 

Denn  stellt  {OF,  ffF')  (Fig.  25)  das  vorhin  erwähnte  Paar  (JP,  —F) 

dar,  dessen  Moment  G-  das  Doppelte  des  Dreiecks  OCfF'  ist,   und  bildet 

/  jg        die  Resultante  R  :=  OB  mit  dem  Axenmomente  G-  den 

^"^^^/^         Winkel  tf; ,  so  ist  R  cos  ijß  das  Perpendikel,  welches  vom 

X//  jl         Endpunkte  von  B  oder  vom  Endpunkte  von  8  auf  die 

-  Z^i\        Ebene   des    Dreiecks   gefällt    werden    kann.    Demnach 

-  IJ^O'    ^'^^^^^  G^Ä  cos  tj;  das  6  fache  Volumen  der  Pyramide 

/l  ^^^Kic^"^^'"^^^  darstellen,  deren  Gegenkanten  OB  und  Cf  F^  sind.    Nun 

ist  aber  G-  cos  t/;,  d.  h.  die  Projection  des  Axenmomentes 
Fig.  25.  ff  auf  die  Richtung  von  B  (des  Strales  f*)  gleich  dem 

Axenmomente  (tq  der  Centralaxe.  Daher  wird  GB  cos  i\>  =  G^B^  also 
constant. 

Wir  fanden  oben  Cap.  IV.  §.  7.  dass  GB  aos'^  ^  AL  +  BM  +  CN 
sei.    Daher  gibt  dieser  Ausdruck  das  6  fache  Volumen  unserer  Pyramide. 

§.  2.  Wir  wollen  jetzt  verschiedene  Arten,  ein  Streckensystem  auf 
zwei  sich  kreuzende  Strecken  zu  reduciren,  kennen  lernen,  indem  wir  die 
letzteren  noch  einer  weiteren  Bedingung  unterwerfen.  Zunächst  suchen  wir 
zwei  dem  gegebenen  System  aequivalente  Strecken,  von  denen 
die  eine  zu  einer  gegebenen  Ebene  %  senkrecht  ist,  während  die 
andere  in  diese  Ebene  hineinfällt. 

Die  Ebene  7t  schneide  die  Centralaxe  ^q  des  Systems  im  Punkte  0 
(Fig.  26)  und  sei  gegen  sie  unter  dem  Winkel  a  geneigt.  Die  Reductions- 
elemente  i?,  Gq  der  Centralaxe  zerlegen  wir  beide  in  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Componenten,  die  Resultante  B  m  r  und  ^,  das  Axenmoment 
Gq  in  Qq  und  y^  und  seien  r,  g^  zur  Ebene  n  rechtwinklige,  ^,  ^q  in  tt 
hineinfallende  Componenten.    Zur  Ebene  den   Winkels  a,  in  welcher  diese 
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Zerlegung  erfolgt,  ziehen  wir  durch  0  deren  Normale  OP,    Die  beiden  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Elemente   r,  Yq   sind   nach  Cap.  II,  §.  3  aequivalent 

der  Strecke  r  allein  im  Abstände  CP  von  der 
Centralaxe  zur  Linken  eines  im  Endpunkt  von  ^q 
befindlichen,  nach  dem  Endpunkte  von  r  hin- 
blickenden Punktes,  wenn  r  .  OP  =  y^;  die  beiden 
anderen,  gleichfalls  zu  einander  rechtwinkligen 
Elemente  q^  Pq  sind  ebenso  aequivalent  einer  Strecke 
Q  allein  im  Abstände  OQ  von  der  Centralaxe  zur 
Linken  vom  Endpunkte  von  g^  aus  betrachtet, 
wenn  0$  so  gewählt  wird,  dass  q  .  OQ  =  gQ  wird.  Die  so  gewonnenen 
Strecken  r  in  P  senkrecht  zur  Ebene  jr  und  r  in  der  Ebene  jr  senkrecht  zu 
PQ  sind  zusammen  aequivalent  (jß,  (tq),  mithin  aequivalent  dem  System.  Die 
Punkte  P,  Q  fallen,  da  sie  zur  Linken  der  in  den  Enden  von  y^  und  g^  befind- 
lichen nach  den  Enden  von  r  .und  q  hinsehenden  Punkte  liegen  müssen,  auf 
entgegengesetzte  Seiten  des  Punktes  0  und  PQ  ist  der  kürzeste  Abstand 
beider  Strecken. 

Da  r  =  Ä  sin  a,     q  =  JR  cos  a,     ^^  =  Gq  sin  a,     /q  =  Gq  cos  a,    so 
folgt  aus  den  Gleichungen  r  .  0P=^  yQ^  9  >  OQ  =  g^ 

Hieraus  ergibt  sich  weiter,  dass  das  Produkt  der  Abstände  OP^  i)Q 
der  beiden  Strecken  r,  q  eine  Constante  ist,  nämlich 

OP.OQ  =  i^\'- 


Es  bilden  mithin  die  Punkte  P,  Q,  deren  Lage  vom  Winkel  a  ab- 
hängt, zwei  Punktreihen  in  Involution  gleicher  Lage  auf  der  Normalen  des 
Winkels  a.  Denkt  man  sich  um  die  Gerade  PQ  als  Axe  die  Ebene  %  sich 
drehend,  so  beschreiben  P,  Q  diese  Punktreihen. 

Es  ist  femer 

OP+OQ  =  '^^  +  ^^ 

also 

#^  .  PQ  =  Qy^  +  rgo  =  RGq  coa^a  +  JiG^  sin*  a  =  EG^, 

cL  h.  die  Pyramide  über  r,  ^  als  Gegenkanten  ist  unabhängig  von  a;  wie 
schon  ans  §.  1.  folgt. 

Man  hat  daher  für  den  Abstand  der  Strecken  r,  ^: 

PQ  — 2  =  2  — ^  cosec  2a. 
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Daher  ist  der  kleinste  Abstand,   welchen  dieselben  erreichen  können, 
2  z^ ,  wie  dies  auch  aus  der  Theorie  der  involutorischen  Reihen  sich  ergibt. 
Das  Verhältniss  der  Abstände  ist 


qp 

OQ 


=  cotg^  a . 


1 


Die  Punkte  P,  Q  sind  reciprok;  die  Grössen  r,  q  ebenfalls. '  Sie  sind 
durch  die  Gleichung  r^  =  ^JB^  sin  2  a  mit  einander  verbunden. 

G 

Die  Untersuchung  ist  von  den  beiden  Constanten  ^  und  a  abhängig, 

Jti 

von  denen  die  erste  das  Streckensjstem,  die  zweite  die  Lage  der  Ebene  it 
gegen  dessen  Centralaxe  charakterisiii.  Es  bleibt  rings  um  die  Centralaxe 
alles  dasselbe,  wenn  Jt  bei  demselben  Winkel  sich  um  sie  dreht  oder  auch 
längs  ihr  verschiebt 

Reducirt  man  das  Streckensystem  für  irgend  einen  Punkt  M  (Fig.  27) 
der  Ebene  it  als  Reductionspunkt,  indem  man  die  Strecken  r,  q  von  P  und 

Q  parallel  mit  sich  nach  M  überträgt,  wo- 
selbst sie  zur  Reductionsresultanten  B  des  durch 
M  gehenden  Strales  fc  zusammentreten  und 
fügt  die  beiden  Paare  zu,  deren  Axenmo- 
mente  r  .  MP  und  q  .  NQ  sind,  wenn  N  die 
Projection  von  ^  aufP^  bedeutet,  so  bilden 
die  letzteren  das  Axenmoment  G  der  Reduc- 
tion  für  den  Punkt  M,  Da  r  zur  Ebene  7t 
senkrecht  ist,  so  fällt  das  Axenmoment  r .  MP 
in  die  Ebene  it  hinein  und  da  ^  in  diese  Ebene  fällt,  so  ist  das  Axen- 
moment Q  .  NQ  zu  ihr  senkrecht.  Da  beide  Axenmomente  senkrecht  zur 
Geraden  MP  sind,  so  wird  auch  das  aus  ihnen  entspringende  G  senkrecht 
zu  MPf  ist  aber  im  üebrigen  im  Allgemeinen  schief  geneigt  gegen  die 
Ebene  tc,  '  Bios  für  den  Punkt  P,  für  welchen  es  sich  auf  q  .  PQ  reducirt, 
steht  es  senkrecht  auf  tt  und  blos  für  die  Punkte  M  von  q  fällt  es  in  die 
Ebene  7t  hinein.  In  einem  allgemeinen  Punkte  M  ist  die  Tangente  der  Nei- 
gung von  G  gegen  die  Ebene  7t 

Qj_NQ        NQ        ^ 

"   =  — -  •  COtfif  cc . 

r.MP        MP       ^ 

Es  gibt  also  in  der  Ebene  7t  nur  einen  Punkt  P,  in  welchem 
das  Axenmoment  G  der  Reduction  senkrecht  zur  Ebene  ist.  Man 
nennt  ihn  den  Pol  oder  Brennpunkt  (Focus)  der  Ebene.  Ebenso  gibt 
es  in  der  Ebene  eine  Gerade,  für  deren  Punkte  das  Axenmoment  der 
Reduction  in  die  Ebene  hinein   fällt.    Sie  heisst  die  Charakteristik  der 


\ 

^ 

^ 

^L^^V 

e^  ^ 

f     KT        O                        P 

T 

ig.  27 

L  Th.,  Cap.  V.,  §§.  2. 8. 


Pol  nnd  Charakteristik. 


63 


Pig.  28. 


Ebene.  Die  Normale  der  Ebene  n  im  Pol  und  die  Charakteristik 
derselben  sind  die  Richtungen  eines  rechtwinkligen  Paares  von 
Strecken  r,  q^  welches  dem  Systeme  aequivalent  ist. 

um  Pol  und  Charakteristik  einer  Ebene  %  zu  finden,  ist  es  nicht 
nöthig,  von  der  Reduction  (JB,  G^  für  die  Centralaxe  ^^  des  Systems  aus- 
zugehen, wie  wir  eben  gethan  haben;  man  kann  sich  fast  mit  derselben 
Leichtigkeit  der  Reduction  (i?,  G\  (Fig.  28)  für  irgend  einen  beliebigen 
Stral  fi  bedienen  y  um  zu  demselben  Ziele  zu  gelangen.  In  dem  Schnitt- 
punkte M  des  Strales  fi  mit  der  Ebene  %  spalten  wir  wieder  die  Resultante 
i2  in  die  Componenten  r  und  q  senkrecht  und  parallel  zu  n.  Ebenso  zer- 
legen wir  G  in  die  Componenten  g^  y^   gleichfalls  senkrecht  und  parallel 

zu  %.  Die  Strecken  r  und  g  fallen  in  der  Nor- 
malen der  Ebene  n  zusammen,  die  Strecken 
Qy  y  treten  in  tt  im  Allgemeinen  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  auseinander.  Zwei  Ebe- 
nen, welche  wir  durch  die  Normale  von  n  senk- 
recht zu  y  und  zu  q  legen,  schneiden  n  in  zwei 
Geraden  a  und  K  In  a  finden  wir  leicht  zur 
Linken  des  nach  r  blickenden  Endpunktes  von 
y  einen  Punkt  P,  für  welchen  r  .  MP  =  y  wird,  so  dass  r,  nach  diesem 
Punkte  übertragen,  aequivalent  (r,  y)  wird.  Ebenso  finden  wir  links  in  Be- 
zug auf  den  nach  q  hinsehenden  Endpunkt  von  g  auf  der  Geraden  h  den 
Punkt  ^,  für  welchen  q  .  M^  =  g  und  damit  ^,  durch  ihn  hindurchgelegt, 
aequivalent  ((>,  g)  wird.  Die  beiden  Strecken,  r  in  P  senkrecht  zur  Ebene 
9r,  q  durch  (jf  gehend  in  der  Ebene  n^  sind  zusammen  aequivalent  (i?,  G) 
und  P  ist  der  Pol,  die  Richtung  von  q  die  Charakteristik  der  Ebene  n. 

Die  Ebene,  in  welcher  die  Zerlegung  von  G^  in  ^  nnd  y  erfolgt,  ist 
die  Ebene  des  Neigungswinkels  des  Axenmomentes  G  gegen  die  Ebene  n\ 
senkrecht  zu  ihr  ist  die  Gerade  a,  welche  den  Pol  enthält.  Hieraus  folgt: 
Alle  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  n  durch  die  verschiedenen 
Punkte  M  derselben  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Neigungs- 
winkel der  den  Punkten  entsprechenden  Axenmomente  G  gegen 
die  Ebene  n  gezogen  werden  können,  schneiden  sich  in  ein  und 
demselben  Punkte  der  Ebene  tt,  nämlich  dem  Pole  derselben. 

Ebenso  ist  die  Gerade  h  zur  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Resul- 
tanten jß  gegen  %  senkrecht. 

§.  3.    Jede  Ebene  hat  einen  Pol  und  eine  Charakteristik.    Umgekehrt 
kann  jeder  Punkt  des  Raumes  als  Pol  einer   durch  ihn  hindurchgehenden 
Ebene  angesehen  werden,  nämlich  von  derjenigen  Ebene,  welche  auf  der 
Bichtung   des  Axenmomentes   G   der   Reduction  dieses  Punktes   senkreel 
steht.    Nicht  so  kann  jede  Gerade  Charakteristik  einer  durch  sie  gehend 
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Ebene  sein.  Da  die  Ebene  der  BeductionselemeDte  By  0-  eines  Punktes  P 
einen  um  die  Centralaxe  fCg  beschriebenen  Cylinder  berührt,  so  ist  sie  senk- 
recht zu  dem  Perpendikel,  welches  von  P  auf  ^^  gefeit  werden  kann  oder 
zum  kürzesten  Abstände  von  G  und  fc^*  I^ä^e^  g^^^  die  Ebene  n^  deren 
Pol  P  ist  durch  den  kürzesten  Abstand  von  G  und  fi^  hindurch.  Die 
Ebene  jr,  deren  Pol  P  ist,  heisst  die  Polarebene  von  P.  Es  entspricht 
hienach  jedem  Punkte  des  Baumes  als  Pol  eine  bestimmte  durch  ihn  hin- 
durchgehende Ebene  als  Polarebene  und  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender 
Punkt  als  Pol.  Durch  ein  Streckensystem  sind  also  zwei  reciproke  räum- 
liche Systeme  bestimmt  von  der  besondem  Art,  dass  die  einander  zugeord- 
neten Elemente,  Punkt  und  Ebene,  dieser  in  jener  liegt  und  jene  durch 
ihn  hindurchgeht.  Den  Inbegriff  beider  Systeme  in  der  eben  bezeichneten 
gegenseitigen  Lage  als  ein  System  (Polarsystem)  betrachtet,  hat  Möbius 
ein  Nullsystem  genannt.  Nach  Cap.  IV,  §.12  ist  das  Moment  des  Strecken- 
systems für  eine  durch  den  Punkt  P  gehende  Axe  die  Projection  des  Axen- 
momentes  G  auf  diese  Axe.  Da  G  senkrecht  zur  Polarebene  tt  von  P  ist,  so 
ist  mithin  das  Moment  für  alle  Axen  in  der  Ebene  tt,  welche  durch  den  Pol 
P  gehen,  Null.  Jede  Ebene  des  Nullsystems  enthält  also  einen  Stralenbüschel 
von  Axen,  deren  Momente  in  Bezug  auf  das  Streckensystem  Null  sind  und 
der  Pol  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Büschels;  durch  jeden  Punkt  des 
Nullsystems  gehen  unzählige  Stralen  derselben  Eigenschaft,  welche  alle 
in  die  Polarebene  des  Punktes  fallen  und  in  ihr  ebenso  eineu  Stralenbüschel 
bilden. 

Statt  „Pol*'  und  „ Polarebene ^^  unseres  Systems  sagt  Möbius  „Null- 
punkt^ und  „Nulle bene^^  Die  Beziehungen  zwischen  den  Polen  und 
Polarebenen  des  Nullsystems  können  in  folgende  Sätze  zusammengefasst 
werden: 

1.  Die  Polarebenen  a,  /3,  y  . . .  der  Punkte  -ä,  -B,  C, . .  .  einer  Ebene 
TT  gehen  durch  den  Pol  P  dieser  Ebene.  Denn  das  Axenmoment  G^  in  ^ 
ist  senkrecht  zu  et  und  nach  §.  2.  zugleich  senkrecht  zur  Verbindungslinie 
AF  des  Punktes  A  mit  dem  Pole  P  der  Ebene  n.  Daher  fällt  -4P  in  a 
und  geht  mithin  a  durch  P. 

2.  Die  Pole  A^  J5,  C...  aller  Ebenen  a,  /3,  y  .  . .,  welche  durch 
ein  und  denselben  Punkt  P  gehen,  liegen  in  der  Polarebene  n  des  Punktes 
P.  Denn  da  P  in  a  liegt,  so  muss  die  Polarebene  n  von  P  durch  den 
Pol  A  von  a  gehen.  Ebenso  für  /3  und  P,  y  und  (7, . . .  Es  geht  also  n 
durch  sämmtliche  Pole  J.,  P,  C... 

3.  Die  Pole  P,  Q  .  .  .  aller  Ebenen  tt,  x,  .  .  .,  welche  durch  dieselbe 
Gerade  g  hindurchgehen,  liegen  in  einer  Oeraden  g\  Denn  man  nehme 
einen  Punkt  A  auf  g  und  bestimme  seine  Polarebene  a,  welche  durch  ihn 
hindurchgeht.    Da  die  Ebenen  n^  » .  •  •  alle  durch  A  gehen,  so  liegen  ihre 
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Pole  P,  Q  . . .  sämmtlich  auf  a;  man  nehme  einen  zweiten  Punkt  B  auf 
g  an  und  sei  ß  seine  Polarebene,  so  liegen  die  Pole  aller  Ebenen  ;r,  x  .  .  • 
aus  demselben  Grunde  auch  auf  ß.  Daher  ist  die  Schnittlinie  g'  der  Ebe- 
nen üf,  ß  der  Ort  aller  Pole  P,  Q . . . 

4.  Die  Polarebenen  jr,  x  . .  •  aller  Punkte  P,  Q  > . .  einer  Geraden  g 
laufen  alle  durch  eine  Gerade  g'  hindurch.  Denn  man  lege  durch  g  eine 
Ebene  a  und  bestimme  ihren  Pol  Ä,  der  in  a  liegt.  Da  die  Punkte 
Pj  Qy  . . .  alle  in  a  liegen,  so  gehen  ihre  Polarebenen  durch  A\  man 
lege  eine  zweite  Ebene  ß  durch  g  und  sei  B  ihr  Pol,  so  gehen  aus  gleichem 
Grunde  die  Polarebenen  von  P,  Q . . ,  alle  durch  B,  Daher  ist  die  Verbin- 
dungslinie g'  der  Punkte  Ä  und  B  die  gemeinsame  Schnittlinie  aller  Polar- 
ebenen TT,  X  .  •  • 

5.  Die  Punktreihe  P,  ^  •  •  •  der  Ebenen  n^  %  .  .  ,  eines  Ebenen- 
büschels ist  projectivisch  mit  dem  Ebenenbüschel.  Denn  sie  liegt  perspec- 
tivisch  zu  ihm. 

6.  Der  Ebenenbüschel  der  Polarebenen  «,  x  . . .  der  Punkte  einer  Ge- 
raden ist  projectivisch  mit  der  Geraden. 

7.  Wenn  g'  der  Ort  der  Pole  aller  Ebenen  ist,  welche  durch  die 
Gerade  g  gehen,  so  ist  auch  g  der  Ort  der  Pole  aller  Ebenen  von  g'  und 
wenn  g  die  Schnittlinie  der  Polarebenen  aller  Punkte  ist,  die  auf  der  Ge- 
raden g'  liegen,  so  ist  ^  auch  die  Schnittlinie  der  Polarebene  aller  Punkte 
von  g. 

Zwei  Gerade  g,  g\  von  denen  jede  der  Ort  der  Pole  aller  Polarebenen 
der  Punkte  der  andern  oder,  was  dasselbe  sagt,  jede  die  Schnittlinie  der 
Polarebenen  aller  Punkte  der  andern  ist,  heissen  conjugirte  Geraden  oder 
auch  conjugirte  Polaren. 

8.  Liegt  eine  Gerade  g  in  einer  Ebene  9r,  so  geht  die  ihr  conjugirte 
Gerade  g'  durch  den  Pol  P  dieser  Ebene. 

9.  Geht  die  Gerade  g  durch  einen  Punkt  P,  so  fällt  die  ihr  conju- 
girte Gerade  g   in  die  Polarebene  %  des  Punktes. 

Als  specielle  Fälle  führen  wir  folgende  auf: 

1.  Die  Pole  eines  Systems  von  Parallelebenen  liegen  in  einer  zur 
Centralaxe  parallelen  Geraden  und  ihre  Charakteristiken  erfüllen  eine  zu 
ihr  parallele  Ebene.  Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  obigen  Bestimmungs- 
weise von  Pol  und  Charakteristik.  Die  Axenmomente  in  den  Punkten  der 
Geraden,  welche  der  Ort  der  Pole  ist,  sind  parallel  und  gleich. 

2.  Ist  das  System  von  Parallelebenen  senkrecht  zur  Centralaxe,  so 
ist  der  Ort  der  Pole  die  Centralaxe  selbst  und  der  Ort  der  Charakteristi- 
ken die  unendlich  ferne  Ebene.  Denn  in  den  Schnittpunkten  der  Ebenen 
mit  der  Centralaxe  ist  das  Axenmoment  Q^^  der  Centralaxe  parallel;  die 
Abstfinde  der  Charakteristik  und  des  Poles  von  der  Centralaxe  geben  eim 

SoaBLL,  Mtohanlk.  I.  6 


66  CoDJugirte  Geraden.  I.  Th.,  Cap.  Y.,  §.  4. 

constantes    Prodnct,    daher    ist    ersterer    unendlich   gross,    wenn   letacterer 
NuU  ist 

3.  Für  ein  System  von  Ebenen  parallel  der  Centralaxe  liegen  die 
Pole  im  Unendlichen  und  sind  die  Charakteristiken  die  Projectionen  der 
Centralaxe  auf  die  Ebenen. 

Die  Bichtnngslinien  der  zu  einander  rechtwinkligen  Strecken  r,  p,  , 
welche  zusammen  dem  gegebenen  Streckensystem  aequivalent  sind,  sind 
conjugirte  (nftmlich  zu  einander  rechtwinklig  conjugirte)  Oeraden.  Die  eine 
Ebene  durch  r  schneidet  die  Charakteristik  p  in  einem  Punkte,  ftlr  welchen 
das  Axenmoment  in  die  Ebene  föUt,  welche  die  Charakteristik  mit  dem 
Pole  verbindet.  Daher  ist  das  Axenmoment  senkrecht  zu  der  durch  r  ge- 
legten Ebene  und  jener  Schnittpunkt  ihr  Pol.  Es  ist  mithin  die  Charak- 
teristik der  Ort  der  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  r  gehen. 

Der  Ort  der  Pole  eines  Systems  von  Parallelebenen  ist  eine  Gerade 
g  (parallel  der  Centralaxe),  deren  conjugirte  (in  welcher  sich  die  Parallel- 
ebenen  schneiden  müssen)  unendlich  fem  ist.  Sie  heisst  ein  Durchmesser 
des  Nullsystems,  conjugirt  zum  System  der  Parallelebenen.  Im  Allgemeinen 
stehen  die  Durchmesser  schief  auf  den  ihnen  zugeordneten  Ebenen;  die 
Centralaxe  ist  derjenige  Durchmesser,  welcher  senkrecht  zu  der  ihm  con- 
jugirten  Ebene  ist  Das  Parallelstralenbündel  \k  der  Beduction  der  Strecken, 
welches  die  Beductionsresultanten  enthält,  ist  das  System  der  Durchmesser 
des  durch  das  Streckensystem  erzeugten  Nullsystems. 

§.  4.  Während  wir  im  vorigen  §.  einen  speciellen  Fall  coig'ugirter 
Geraden  im  Zusammenhang  mit  der  Streckeureduction  betrachtet  haben, 
nämlich  den  Fall  der  rechtwinklig  conjugirten  Geraden,  wollen  wir  jetzt 
den  Zusammenhang  conjugirter  Geraden  überhaupt  mit  dieser  ELeduction 
entwickeln.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  das  gegebene 
Streckensystem  auf  zwei  ihm  aequivalente  Strecken  r,  p  zu  re- 
duciren,  von  denen  die  eine,  r,  der  Richtung  und  Lage  nach  ge- 
geben ist. 

Es  sei  das  Streckensystem  durch  die  Beduction  (J?,  G^  (Fig.  29)  für 
seine   Centralaxe  repräsentirt   und   die  Lage   von  r  durch  ihren  kürzesten 
^  Abstand   01^  von   der   Centralaxe   und   seine 

Neigung  gegen  dieselbe  gegeben.    Man  redu- 
J|  y\       /     cire    das  System  für  P  auf  (22,  Gr),  wo  das 

Axenmoment    G    aus   dem   Axenmomente    G^ 
und  dem  Axenmomente  B  ,  OP  durch  recht- 
winklige Zusammensetzung  sich  bildet.    Es  ist 
*^- ***•  ©,   sowie  E   und  r  senkrecht  zu   OP  in  P. 

Der  Punkt  P  ist  der  Pol  der  Ebene,  welche  man  durch  OP  senkrecht  zu 
G  legen  kann.    Diese  Ebene  wird  von  der  Ebene  der  drei  Geraden  &,  22,  r 
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in  einer  Geraden  q  geschnitten,  welche  gleichfalls  senkrecht  zii  OP  und  G 
ist.  Man  kann  daher  R  nach  den  Bicbtungen  von  r  und  g  in  die  Strecken  I 
r,  9  zerlegen.  Nun  ist  aber  die  Combination  (p,  ö)  'wegen  der  Eechtwink- 
ligkeit  von  ^  and  G  aequivalent  einer  parallelen  Strecke  p  allein,  welche 
OP  in  einem  Punkte  Q  schneidet,  welcher  zur  Linken  des  Endpunktes  von 
G,  wenn  er  nacU  der  Pfeilspitze  von  p  sieht,  gelegen  ist.  Daher  sind  die 
beiden  Strecken  r,  9  welche  durch  P  und  Q  gehen  und  von  denen  erstere 
durch  den  Pol  P  geht,  letztere  in  dessen  Polarebene  liegt,  dem  System 
der  Strecken  aequivalent. 

Die  Kjchtongätinien  dieser  Streckeii  r,  p  sind  cänjuglrte  Gerade.  Denn 
man  lege  irgend  eine  Ebene  durch  r;  sie  schneide  q  in  einem  Punkte  M. 
Reduciren  wir  das  Streckensyatem  für  diesen  Punkt,  so  bildet  sich  die 
Resultante  R  aus  der  nach  M  verlegten  Strecke  r  und  p;  das  Axenmoraent 
G  aber  ist  das  des  Paares  (r,  —  r),  welches  aus  dieser  Verlegung  ent- 
springt. Dasselbe  ist  zu  der  durch  r  gelegten  Ebene  senkrecht.  Mithin 
Ut  M  der  Pol  dieser  Ebene  und  also  die  Bichtungslinie  von  p  der  Ort 
der  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  r  gehen,  mithin  der  Kichtungslinie 
von  r  conJHgirt. 

Die  Hichtungslinten  zweier  einem  Streck ensystem  aequivalentor  Strecken 
mttaaen  conjugirte  Gerade  sein;  doch  kann  dieser  SaU  nicht  unmittelbar 
umgekehrt  werden.  Im  Allgemeinen  sind  auch  zwei  conjugirte  Gerade 
Bicbtungslinien  für  zwei  dem  System  a-equivalente  Strecken,  indessen  gibt 
es  einen  Ausnahmefall,  nämlich,  weim  die  beiden  conjugirten  Geraden  zu- 
sammenfallen.   Davon  wollen  wir  nachher  besonders  reden. 

§.  5.  Es  ist  nicht  dui'chaus  nothwendig,  den  Fusspunkt  P  des  kOr- 
sesten  Abstands  der  Strecke  r  von  der  Centralaxe  als  Red  uctionGp unkt  zu 
benutzen;  man  kann  dazu  jeden  andere  Punkt  auf  der  Hichtuugslinie  von 
r  ebenso  gut  wählen.  Man  wird  für  ihn  die  Beductinn  (K,  G)  bilden; 
hierauf  durch  den  gewählten  Punkt  eine  Ebene  senkrecht  zu  G  legen, 
welche  die  Ebene  {Rf)  in  einer  Geraden  p  schneiden  wird.  Nun  spalte 
nun  R  in  zwei  Componenten,  r  und  g  längs  der  gegebenen  und  der  eben 
gefundenen  Richtung  und  verlege  q  mit  Hälfe  des  zu  ihm  senkrechten 
Axenmoment.es  (!.  Man  sieht  hieraus  deutlich,  dass  wenn  r  durch  den  Pol 
einer  Ebene  geht,  p  in  die  Polareliene  fallen  muss  itnd  dass  die  Polarelie- 
nen  aller  Punkte  von  r  durch  die  zu  r  conjugirte  Gerade  gehen  niüstien. 
Ebenso  umgekehrt,  dass  wenn  eine  Ebene  durch  p  geht,  r  durch  den  Pol 
derselben  geben  muss.  Denn  indem  man  die  ßeduction  der  Strecken  fUr 
den  Schnittpunkt  einer  solchen  Ebene  mit  r  bildet,  findet  man,  daas  das  , 
Asenmomcnt  dortselbst  senkrecht  zur  Ebene  ist. 

§.  ö.    Sind  r,  p  zwei  dem  Streckensyatem  aeqaivalente  Strecken  nnd  ist  i' 
iter  Abstand,  so  folgt  aus  der  balcannteu  Üieiohung  (7^  «=  0  cos  {OU 
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da  G  auf  q  senkrecht  steht,  Gq  =  G  sia  (Bq)  und  also  GqR  ^=  GRsin  (IIq)> 
Es  ist  aber  R  sin  (Rq)  die  Höhe  des  Parallelogramms,  welches  zur  Zer- 
legung von  R  in  Ty  Q  gedient  hat  und  daher  auch  gleich  r  sin  (r^).  Hie- 
mit  wird  also  GqR  =  Gr  sin  (tq).  Nun  ist  aber  PQ  ,  q  =  G,  folglich 
GqR  ^=  rg  ,  PQ  sin  (tq).  Es  ist  aber  dieser  Ausdruck  der  6 fache  Inhalt 
einer  Pyramide,  welche  r,  ^  zu  Gegenkanten  hat  und  wobei  PQ  der  kür- 
zeste Abstand  dieser  Gegenkanten  und  (vq)  der  von  ihnen  gebildete  Win- 
kel ist.  Wie  man  also  auch  immer  ein  Streckensystem  in  zwei  ihm 
aequivalente  Strecken  transformiren  mag,  stets  ist  die  Pyra- 
mide, gebildet  aus  diesen  Strecken  als  Gegenkanten,  von  dem- 
selben Volumen. 

Aus  der  oben  gegebenen  Construction  conjugirter  Geraden  folgt,  dass 
der  kürzeste  Abstand  aller  Paare  conjugirter  Geraden  die  Cen- 
tralaxe  rechtwinklig  schneidet.  Ebenso  folgt,  dass  P  und  Q  die 
Pole  der  Ebenen  sind,  welche  durch  (»,  resp.  r  und  den  kürzesten 
Abstand  hindarchgehen. 

§.  7.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  zwei  conjugirte  Gerade  ^,  g' 
in  eine  Gerade  l  zusammenfallen.  Wir  nennen  eine  solche  Gerade  eine 
Doppellinie  oder  eine  sich  selbst  conjugirte  Gerade.  Für  solche  Doppellinien 
gelten  folgende  Sätze: 

1.  Damit  eine  Gerade  l  eine  Doppellinie  (gg')  sei,  genügt  es,  dass 
der  Pol  einer  einzigen  durch  sie  hindurchgehenden  Ebene  auf  ihr  liege, 
oder  dass  die  Polarebene  eines  einzigen  ihrer  Punkte  durch  sie  hin- 
durchgehe. 

Denn  es  sei  a  eine  Ebene  von  l  und  liege  ihr  Pol  Ä  auf  l  und  sei 
ebenso  ß  irgend  eine  andere  Ebene  von  l,  Dsl  ß  durch  den  Pol  Ä  geht, 
so  liegt  ihr  Pol  B  auf  a  und  da  B  auch  auf  ß  liegen  muss,  so  Hegt  ^  in 
der  Schnittlinie  von  cc  und  ß  d.  h.  auf  L  Es  liegen  also  die  Pole  aller 
Ebenen  von  l  auf  ?,  d.  h.  es  fallen  in  l  zwei  conjugirte  Gerade  g,  g'  zu- 
sammen. 

Andererseits  sei  A  ein  Punkt  voa  l  und  gehe  seine  Polarebene  a 
durch  l  hindurch.  Es  sei  J9,  ein  beliebiger  anderer  Punkt  von  l.  Da  B 
auf  a  liegt,  so  geht  ß  durch  den  Pol  A  und  da  ß  durch  B  geht,  so  geht 
ß  also  durch  AB  oder  l.  Es  geht  mithin  die  Polarebene  jedes  Punktes 
von  l  durch  l  hindurch,  d.  h.  es  fallen  in  Z  zwei  coiyugirte  Gerade  g^  ^  zu- 
sammen. 

2.  Durch  jeden  Punkt  P  des  Baumes  gehen  unendlich  viele 
Doppellinien;  sie  liegen  alle  in  der  Polarebene  %  des  Punktes 
P  und  bilden  also  in  ihr  einen  Stralenbüschel  (eine  Eegelflftche 
1.  Grades).  Denn  die  Coigugirte  g'  einer  Geraden  ^,  welche  durch  P  geht, 
fUlt  in  9r.    Eine   Gerade  ^,   welche  durch  P  geht,  kann  daher  nur  dann 
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Doppellinie  sein,  wenn  sie  in  n  fällt.  Ist  dies  der  Fall,  so  enthält  sie  den 
Pol  P  einer  Ebene  tc,  welche  durch  sie  hindurchgeht,  mithin  enthält  sie 
nach  1.  die  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  sie  hindurchgehen,  fällt  also 
mit  ihrer  Conjugirten  g'  zusammen.  Jede  Gerade  l  von  P  in  tu  ist  daher 
eine  Doppellinie. 

In  jeder  Ebene  %  des  Baumes  liegen  unendlich  viele  Doppel- 
linien; sie  gehen  alle  durch  den  Pol  P  von  it  und  bilden  also 
einen  Stralenbttschel  1.  Grades.  Denn  die  Conjugirte  g'  einer  Gera- 
den <7,  welche  in  %  liegt,  geht  durch  den  Pol  P.  Es  kann  daher  g  nur 
dann  Doppellinie  sein,  wenn  sie  durch  P  geht.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so 
geht  die  Polarebene  7t  eines  ihrer  Punkte  P  durch  sie  hindurch  und  fällt 
sie  also  dann  mit  ihrer  Conjugirten  g'  zusammen.  Jede  Gerade  l  vou  tC; 
welche  durch  P  geht,  ist  daher  eine  Doppellinie. 

3.  Eine  Gerade,  welche  auf  dem  Axenmomente  eines  ihrer 
Punkte  senkrecht  steht,  ist  eine  Doppellinie  und  steht  senk- 
recht auf  den  Axenmomenten  aller  ihrer  Punkte.  Denn  eine  Ge- 
rade, welche  auf  dem  Axenmomente  eines  ihrer  Punkte  senkrecht  steht, 
fällt  in  die  Polarebene  dieses  Punktes  und  da  sie  durch  den  Pol  dieser 
Ebene  geht,  so  ist  sie  nach  1.  eine  Doppellinie.  Als  Doppellinie  liegt  sie 
aber  in  den  Polarebenen  aller  ihrer  Punkte  und  da  diese  auf  den  Axenmomen- 
ten der  Pole  senkrecht  stehen,  so  steht  sie  gleichfalls  auf  diesen  senkrecht. 

§.  8.  Eine  dreifache  Mannigt'altigkeit  von  Geraden,  welche  den  Baum 
continuirlich  erfüllen,  nennt  man  einen  Complex  von  Geraden.  Jeder 
Punkt  des  Baumes  ist  Schnittpunkt  einer  Schaar  von  Complexstralen,  welche 
eine  gewisse  Kegelfläche  bilden.  Jede  Ebene  des  Baumes  enthält  eine  Schaar 
Stralen,  welche  eine  gewisse  Curve  berühren.  Man  kann  zeigen ,  dass  die  Ord- 
nung der  Eegelfläche  und  die  Classe  der  ebenen  Cürve  durch  dieselbe  Zahl 
angegeben  wird.  Ist  n  diese  Zahl,  so  heisst  der  Complex  ein  Complex  /zter 
Ordnung.  Die  Doppellinien  des  Nullsystems  bilden  einen  Complex  1.  Ordnung, 
denn  alle  Linien,  welche  durch  einen  Punkt  gehen ,  erfüllen  eine  Kegelfläche 
1.  Ordnung,  nämlich  eine  Ebene  und  alle,  welche  in  eine  Ebene  fallen, 
,  umhüllen  eine  Linie  erster  Classe,  nämlich  einen  Punkt.  Wir  fügen  über 
den  Complex  unserer  Doppellinien  noch  folgende  Sätze  hinzu: 

1.  Eine  Gerade  2,  welche  zwei  conjugirte  Gerade  ^,  g'  des 
Nnllsjstems  schneidet,  ist  ein  Stral  des  Complexes.  Denn  der 
Pol  der  Ebene  (Jg)  liegt  auf  g\  er  ist  nämlich  ihr  Schnittpunkt  mit  g\ 
Dieser  Punkt  ist  aber  zugleich  der  Schnittpunkt  von  l  und  g.  Es  ist  mit- 
hin l  eine  Gerade,  welche  den  Pol  einer  ihrer  Ebenen  enthält;  sie  ist  mit- 
hin eine  Doppellinie  oder  ein  Stral  des  Complexes. 

2.  Schneidet  ein  Complexstral  l  die  eine,  ^,  von  zwei  con- 
jugirten  Geraden  g^  g    des  Nnllsjstems,   so  schneidet  er  auch 
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die  andere.  Denn  der  Pol  der  Ebene  (lg)  liegt  auf  g.  Da  aber  l  eine 
Doppellinie  ist,  so  liegt  der  Pol  auch  auf  ihr,  mithin  mnss  er  auf  g  und 
t  liegen  d.  h.  g'  und  l  müssen  sich  schneiden. 

3.  Alle  Stralen,  welche  die  Centralaxe  rechtwinklig  schnei- 
den, sind  Stralen  des  Complexes.  Denn  sie  sind  senkrecht  zu  dem 
Axenmomente  G^  des  Schnittpunktes  und  deshalb  Doppellinien. 

4.  Zwei  Paar  conjugirte  Geraden  g^  g\  ä,  ä'  liegen  stets  auf 
einem  einfachen  Hyperboloid  und  sind  Erzeugungslinien  der- 
selben Art.  Denn  alle  Geraden  ?,  welche  drei  von  ihnen,  z.  B.  g^  g'\  h 
schneiden,  sind  Complexstralen,  weil  sie  ^,  g'  schneiden  und  müssen,  weil 
sie»  h  schneiden  als  solche  auch  Ji  treffen.  Daher  gehört  U  dem  Hyper- 
boloid an,  welches  durch  g,  g\  h  erzeugt  wird  etc. 

Aus  den  Untersuchuflgen  des  §.  3.  über  die  conjugirten  Geraden  des 
Nullsystems  erhellt,  dass  diese  und  mithin  auch  der  Complex  der  Doppel- 

linien  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald  die  Centralaxe  und  die  Grösse  ^ 

gegeben  sind.    Jedes   Streckensystem  bestimmt  also   einen  Complex  ersten 

Grades.    Die  Grösse  j^  heisst  der  Parameter  des  Complexes.    Die  Paral- 

lelen  zur  Centralaxe,  die  Stralen  (a  von  der  Richtung  aller  Reductionsresul- 
tanten,  heissen  Durchmesser  des  Complexes  und  die  Centralaxe  die 
Hauptlinie  desselben.  Zu  einer  leichten  üebersicht  über  die  Ordnung 
der  Stralen  des  Complexes  führt  der  folgende  Satz: 

Ö.  Das  Produkt  aus  dem  Abstände  r  eines  Complexstrales 
l  von  der  Hauptlinie  oder  Centralaxe  und  der  Tangente  seiner 
Neigung   a   gegen   die   Hauptlinie   ist   constant  für  alle  Stralen, 

nämlich  es  ist  r  tg  a   gleich  dem  Parameter  — ^  des  Complexes. 

Denn  es  sei  P  (Fig.  30)  der  Fusspunkt  des  kürzesten  Abstands  r  des 
Strales   l  von  der  Centralaxe  jü^,  so  ist  P  der  Pol  der  Ebene  (r,  2),    da 

auch  r  ein  Complexstral  ist,  weil  er  die  Central-' 
axe  rechtwinklig  schneidet  und  alle  Complexstra- 
len einer  Ebene  durch  deren  Pol  gehen.  Reducirt 
man  also  das  Streckensystem  für  den  Punkt  P 
indem  man  die  Reduction  (E,  Gq)  der  Centralaxe 
dorthin  überträgt,  so  muss  das  Axenmoment  G 
für  den  Punkt  P  senkrecht  zur  Ebene  (r,  Z),  also 
auch  senkrecht  zu  l  sein.  Da  das  Axenmoment  Er,  welches  aus  dieser 
üebertragung  entspringt,  senkrecht  zu  Gq  und  r  ist,  so  fUlt  es  in  die  Ebene 
(IGqG).    Der  Winkel  a,  unter  welchem  der  Stral  l  gegen  die  Richtung  der 
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Centralaxe  geneigt  ist,  ergänzt  daher  den  Winkel  tf;,  welchen  G  mit  dieser 
Richtong  bildet  zu  ^tt.    Daher  ist 

Cr 

igcc  =  cotg  t  =  ^^ 
woraus  folgt: 

Aus  den  Ruberen  Betrachtungen  über  conjugirte  Gerade  erhellt,  dass 
wenn  ein  Paar  conjugirte  Geraden  zusammen  parallel  der  .Centralaxe  ver- 
schoben oder  um  die  Centralaxe  umgedreht  wird,  sie  auch  in  der  neuen 
Lage  ein  Paar  conjugirter  Geraden  darstellen.  Da  nun  jeder  sie  schneidende 
Stral  ein  Complexstral  ist  und  sich  zu  jedem  solchen  Strale  auch  stets 
conjugirte  Geraden  finden  lassen,  die  ihn  schneiden,  so  folgt: 

6.  Der  Complex  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz,  d.  h. 
jeder  Complexstral  bleibt  Complexstral,  wenn  der  Complex  pa- 
rallel zur  Centralaxe  verschoben  oder  um  die  Centralaxe  umge- 
dreht wird  oder  wenn  beides  zugleich  geschieht. 

Aus  dem  Satze  5.  folgt,  dass  alle  Complexstralen,  welche  gleichen 
Abstand  von  der  Centralaxe  haben,  gleich  geneigt  sind  gegen  dieselbe. 
Beschreibt  man  daher  im  Abstände  r  um  die  Centralaxe  einen  Cylinder 
und  construirt  auf  diesem  eine  Schraubenlinie,  welche  unter  dem  Winkel 
a,  welcher  mit  r  zusammen  der  Relation  \mter  5.  genügt,  gegen  dessen 
Erzeugungslinien  geneigt  ist,  so  sind  die  Tangenten  dieser  Schraubenlinien 
Complexstralen.  Es  gibt  unendlich  viele  solcher  Schraubenlinien.  JDa  fer- 
ner zwei  Complexstralen  sich  im  Pole  der  Ebene  schneiden  müssen,  welche 
sie  bestimmen,  so  ist  jeder  Punkt  einer  solchen  Schraubenlinie  der  Pol 
seiner  Schmiegungsebene  (der  Ebene  zweier  unendlich  naher  Tangenten). 
Wftchst  r,  so  nimmt  a  ab;  die  Complexstralen  im  unendlichen  sind  also 
der  Centralaxe  parallel.  Nimmt  r  ab,  so  wächst  a  und  nähert  sich  tt,  wenn 
r  Null  wird.  Man  erhält  dann  alle  Complexstralen,  welche  die  Centralaxe 
rechtwinklig  schneiden«    Man  kann  daher  sagen: 

Die  sämmtlichen  Stralen  des  Complexes  sind  im  Raum  so 
geordnet,  dass  alle  Stralen,  welche  denselben  Abstand  von  der 
Centralaxe  haben  (also  einen  Cylinder  berühren,  der  um  sie  mit 
dem  gemeinsamen  Abstände  der  Stralen  beschrieben  werden 
kann)  und  welche  gegen  die  Centralaxe  eine  Neigung  haben, 
deren  Tangente  das  Verhältniss  des  Parameters  zu  dem  genann- 
ten Abstand  ist,  dem  Complexe  angehören.  Sie  sind  die  Tan- 
genten eines  Systems  congruenter  und  paralleler  Schrauben- 
linien des  .Cylinders  von  derselben  Neigung  gegen  die  Erzeu- 
genden des  Cylinders.    Mit  wachsendem  Abstände  von  der  Cen- 


72  Gomplez  ersten  Grades  des  Streckensystems.      I.  Th.,  Cap.  V.,  §.  8. 

tralaxe  nimmt  die  Neigung  der  Stralen  gegen  diese  Axe  ab,  80 
dass  dieStralen  der  unendlichfernenEbene  der Centralaxeparallel 
werden,  während  die  Stralen  für  verschwindenden  Abstand  das 
System  aller  Geraden  bilden,  welche  die  Centralaxe  recht- 
winklig schneiden. 

Weitere  Entwickelungen  aber  die  Combination  zweier  Complexe,  über 
die  Bedeutung  der  Congruenzen  für  Streckensysteme  etc.  werden  bei  den 
einzelnen  Lehren  der  Mechanik,  für  welche  sie  von  Wichtigkeit  sind,  gegeben 
werden. 

Einige  Literatnr  über  Streokensysteme. 

Der  Begriff  der  geometrischen  Summe  und  Differenz  wurde  in  aller  Schärfe 
von  Möbius  dargestellt  in  seinen  ,,Elementen  der  Mechanik  des  Himmels".  Leip- 
zig 1843.  Der  grösste  Theil  seiner  Abhandlungen  über  die  verschiedensten 
Fragen  der  Geometrie  behandelt  die  geometrischen  Grössen  gleichzeitig  nach  Wcrth 
und  RichtuDg. 

Systematische  Entwickelung  der  Streckentheorie  enthalten: 

Grassmann,  H.,  Die  lineale  Ausdehnungslehre.   Leipzig  1843  und  1862. 

Hamilton,  Lectures  on  Quatemions,  Dublin  1853,  und  Elements  of  Quatcr- 
nions,  Dublin  1866. 

Tait,  An  elementary  treatise  on  Quatemions.   2^.  edit.  London  1874. 

Kclland  and  Tait,  Introduction  to  Quatemions.    London  1873. 

Unverzagt,  Theorie  der  geometrischen  und  longimetrischen  Quatemionen. 
Wiesbaden  1876. 

Auf  Strecken  und  Punktsysteme  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre  Verwen- 
dung in  der  Mechanik  beziehen  sich  die  Schriften: 

Chelini,  Sulla  composizione  geomctrica  de  sistemi  di  rette,  di  arec  e  di 
punti.  Memorie  delVAccademia  dclle  Scienze  del  Istituto  di  Bologna.  Serie  2*^*, 
T.  X,  p.  343.    (1870). 

Ghelini,  Nuova  geometria  de'  complessi.  Mem.  deirAccademia  di  Bologna. 
Ser.  3»   T.  I,  p.  126.    (1871). 

Sturm,  R.,  SuUe  forze  in  equilibrio.  Annali  di  matematica  diretti  da 
Brioschi  e  Cremona.  Ser.  2^»,  T.  VII,  p.  217  (1875—76).      * 

Die  specielleren  Schriften  werden  wir  an  den  Stellen  des  Buches,  für  die  de 
von  Bedeutung  sind,  erwähnen. 


VI.  Capitel. 


Geometrie  der  Massen.    Massenmittelpunkt  und  Momente 

ersten  Grades. 

§.  1.    Die  Mechanik  hat  das  Bedürfniss,  Punkten,  welqhe  zu  einem 
System  zusammentreten,  verschiedenen  Werth  beizulegen.    Sie  ertheilt  ihnen 
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zu  diesem  Zwecke  Coefficienten,  welche  im  Allgemeinen  aller  möglichen 
Zahlwerthe  fähig  sein  können.  Wir  nennen  einen  solchen ,  einem  Punkte  M 
beigelegten  Coefficienten  m  die  Masse  des  Punktes.  Dabei  nehmen  wir  dies 
Wort  in  einem  allgemeineren  Sinne,  als  gewöhnlich  geschieht.  In  den  An- 
wendungen hat  dieser  Coefficient  mannigfache  Bedeutung;  er  kann  ein  Quantum 
Materie  bedeuten,  oder  ein  Quantum  elektrischen  Agens  oder  Magnetismus 
u.  8.  w.;  er  kann  positiv  oder  negativ  sein  imd  der  Werth  Null  ist  für  ihn 
nicht  ausgeschlossen.  Diese  Coefficienten  dienen  u.  a.  auch  dazu,  ein  System 
seinem  räumlichen  umfange  nach  zu  begrenzen  und  zu  beschränken.  Ein 
Punkt,  dessen  Coefficient  Null  ist,  fällt  aus  dem  System  heraus;  man  kann 
diese  Coefficienten  in  gewissem  Sinne  mit  dem  Discontinuitätsfactor  bestimmter 
Integrale  vergleichen,  der  auch  dazu  dient,  mit  Hülfe  seines  Nullwerthes 
die  Elemente  eines  über  den  unendlichen  Raum  ausgedehnten  Integrals  aus- 
zuscheiden, welche  ausserhalb  eines  gegebenen  Bereiches  liegen,  unter  der 
Masse  eines  Punktsystems  M,  M^^  M^^  . . ,  Jlf,-,  ...  ,  dessen  Punkte  die 
Massen  m,  m^,  tn2, . . .  m,-, .  . .  besitzen,  verstehen  wir  die  Summe 

W  +  W|  +  ^*2  "f"  •  *  •  +  ^'^i  "I"  *  *  *  =*  ^^*^i 

der  Massen  aller  seiner  Punkte. 

§.  2.  Es  sei  gegeben  ein  System  von  Punkten  Mi  mit  den  Massen  in,- . 
Von  einem  beliebigen  Punkte  0  aus  ziehen  wir  Stralen  OMi  durch  die 
Punkte  und  nehmen  auf  ihnen  Strecken  mt .  OMi  oder  m,- .  MiO  an  je 
nach  dem  Vorzeichen  der  Massen,  wobei  die  Stellung  der  Buchstaben  den 
Sinn  der  Strecken  bezeichnen  soll.  Wir  bilden  von  0  aus  die  geometrische 
Summe  [OB]  dieser  Strecken  und  nehmen  auf  ihr  den  Punkt  /S  so  an,  dass 
£ini .  [OS]  =  [OR]  wird.  Die  Lage  des  Punktes  S  ist  alsdann  unabhängig 
von  der  Wahl  des  Punktes  0  und  hängt  blos  von  der  Lage  der  Punkte  M, 
gegen  einander  und  von  ihren  Coefficienten  nii  ab.  Den  Punkt  S  nennen 
wir  den  Massenmittelpunkt  des  Systems.  Für  den  Fall,  dass  die  Massen 
aller  Punkte  gleiches  Zeichen  haben,  nennt  man  ihn  auch  den  Schwer- 
punkt des  Systems. 

Wir  wollen  diese  Behauptung  auf  zwei  Arten  beweisen.  Wir  projiciren 
das  Polygon,  dessen  Schlusslinie  [OR]  ist,  auf  eine  beliebige  Axe,  die  wir 
als  Axe  der  x  bezeichnen  wollen.  Von  irgend  einem  Anfangspunkt  gerechnet 
seien  Xi  die  Abscissen  der  Punkte  ^,-,  Xq  und  Xi  die  der  Punkte  0  und  S\ 
dann  sind  mi(xi  —  Xq)  die  Projectionen  der  Strecken  [wi».  O-lf,],  während 
wegen  [OR]  =  Zmi .  [OS]  die  Projection  von  [OR]  gleich  2mi.(xi — rr^)  ist 
Man  hat  daher,  weil  die  Projection  der  Resultanten  [OR]  gleich  der  Summe 
der  Projectionen  der  Componenten  9n,[0ilf,]  sein  muss: 

£mi .  (xi  —  Xq)  =  2mi{xi  —  x^ 
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oder 

£mi .  x^  =  ZniiXi , 

welche  Gleichung  für  jede  Axe  gilt  und.  unabhängig  von  der  Abscisse  x^ 
des  Punktes  0  ist.  Ziehen  wir  durch  den  Anfangspunkt  der  x  noch  zwei 
andere  unter  sich  und  zu  der  Axe  der  x  rechtwinklige  Axen  der  y  und  g , 
80  ist  ebenso 

Zmi  •  y^  =  Zmiyi , 

Umi .  z^  =  ZmiZj, 

Diese  drei  Gleichungen  bestimmen  durch  die  Coordinaten  x^^  y^ ,  z^  die  Lage 
des  Punktes  S.  Da  sie  die  Coordinaten  rr^,  y^^  Zq  des  Punktes  0  nicht 
enthalten,  so  ist  S  ein  fester  Punkt,  welche  Lage  0  auch  immer  an- 
nehmen möge. 

Ohne  sich  der  Projectionen  zu  bedienen,  kann  man  den  Satz  mit  Hülfe 
der  geometrischen  Summen  erweisen.  Es  ist,  wenn  £  die  geometrische 
Summation  bedeutet,  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  für  den  Radiusvector 
[OS],  welcher  auf  der  Resultanten  [OK]  der  Strecken  liegt,  welche  sich  in  0 
schneiden , 

Unii .  [OS]  =  2:[w.- .  OMi] . 

Ebenso  hat  man  für  einen  zweiten  Punkt  0\  durch  welchen  man  Stralen 
nach  den  Punkten  Mi  zieht  und  auf  ihnen  die  Strecken  tn,[0'i(f,]  aufträgt, 
deren  Resultante  [OB']  und  auf  ihr  den  Punkt  S'  so  bestimmt,  dass 
Zmi .  [O'S']  =  [O'R']  wird: 

Ztm  .  [O'S']  =  2[mi .  O'Mi] . 
Nun  ist 

[0'Mi\  =  [O'O]  +  [OM,] 

und  hiemit  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

Htm  .  [O'S']  =  Zmi{[0'0]  +  [OM,^)  =  2:mi[0'0]  +  Z[mi .  OMi] 
=  [O'O]  Zmi  +  Z[mi  .OMi]. 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  Zmi.  [OS]  =  Z[mi.  OMi]  erhält  man,  wenn 
man  den  gemeinschaftlichen  Factor  Zmi  tilgt 

[O'S']  —  [OS]  =  [O'O]     oder     [O'S']  =  [O'O]  +  [OS] 

d.  h.  [O'S']  ist  die  geometrische  Summe  von  O'O  und  OS  oder  der  End- 
punkt S'  von  [O'S']  fUUt  mit  S  zusammen.  Demnach  ist  S  von  der  Lage 
des  Pimktes  0  unabhängig. 

§.3.  Die  Strecke  [mi.OMi]  nennt  man  das  polare  Moment  1. 
Grades  der  Masse  m,-  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  und  Z[mi ,  OMi] 
das  polare  Moment  1.  Grades  des  Punktsystems  (Mi)  in  Bezog  auf 
denselben  Punkt.  Legt  man  dem  Massenmittelpunkte  S  den  CoefQcienten  Zmi 
bei,  so  können  wir  die  vorstehenden  Entwickelungen  in  dem  Satze  aus- 
sprechen: 
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In  jedem  Systeme  von  Massenpnnkten  gibt  es  einen  be- 
stimmten nur  von  der  gegenseitigen  Lage  dieser  Punkte  und  ihren 
Massen  seiner  Lage  nach  abhängigen  Punkt /S*,  den  Massenmittel- 
punkt des  Systems,  so  dass  das  polare  Moment  ersten  Grades  des 
Systems  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  0  des  Raumes  gleich  ist  dem 
polaren  Momente  des  Punktes  iS^  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  0, 
wenn  dem  Punkte  S  die  Masse  des  Systems  als  Coefficient  zu- 
ertheilt  wird. 

Die  Grösse  miXi^  nämlich  das  Product  der  Masse  eines  Punktes  und 
seines  Abstandes  von  einer  Ebene  (der  ^^ -Ebene)  heisst  des  Moment  1. 
Grades  der  Masse  w,  in  Bezug  auf  diese  Ebene,  ZmiXi  nennen  wir 
das  Moment  1.  Grades  des  Systems  {Mi)  in  Bezug  auf  dieselbe 
Ebene.  Hiemit  können  wir  den  folgenden  Satz  hinzufügen,  da  die  Axe 
der  X  eine  ganz  beliebige  war: 

Das  Moment  ersten  Grades  eines  Systems  von  Massenpnnkten 
in  Bezug  auf  eine  beliebige  Ebene  des  Baumes  ist  gleich  dem 
Momente  ersten  Grades  des  Massenmittelpunktes  in  Bezug  auf  die- 
selbe Ebene,  wenn  diesem  Punkt  die  Masse  des  Systems  als  Coeffi- 
cient zuertheilt  wird. 

Als  Corollarien  fügen  wir  hinzu: 

1.  Das  polare  Moment  1.  Grades  ist  für  alle  Punkte  0  einer  um  den 
Massenmittelpunkt  S  beschriebenen  Kugelfläche  constant  und  verschwindet 
nur  dann,  wenn  0  mit  S  zusammenföUt.  Das  Moment  1.  Grades  bezüglich 
einer  Ebene  ist  für  die  Berührungsebenen  einer  um  5  beschriebenen  Kugel- 
fläche constant  und  verschwindet  blos  für  die  Ebenen  des  Punktes  S,  — 
Für  ebene  Systeme  tritt  an  die  Stelle  der  Kugel  ein  Kreis  und  an  die  Stelle 
der  Ebene  eine  Gerade. 

2.  Der  Massenmittelpunkt  eines  ebenen  Punktsystems  föllt  in  die  Ebene 
desselbeli,  der  eines  geradlinigen  in  die  Gerade. 

3.  Haben  die  Massenpunkte  paarweise  gleiche  Massen  und  liegen  je 
zwei  solche  Punkte  gleicher  Masse  synunetrisch  gegen  eine  Ebene,  so  ent- 
hält diese  Symmetrieebene  den  Massenmittelpunkt;  gibt  es  .zwei  solche  Sym- 
metrieebenen, so  liegt  er  in  der  Schnittlinie  derselben;  sind  drei  solche  vor- 
handen, so  ist  er  ihr  gemeinsamer  Punkt. 

4.  Gleiches  gilt  von  Diametralebenen,  d.  h.  von  Ebenen,  welche  ein 
System  von  Parallelstrecken  halbiren ,  welche  die  Punkte  gleicher  Masse  paar- 
weise verbinden. 

5.  Hat  das  System  eine  Symmetrieaxe  d.  h.  eine  Gerade,  welche  die 
Verbindungslinien  paarweise  gleicher  Massen  halbirt,  so  liegt  der  Massen- 
mittelpunkt in  ihr. 

6.  Hat  das  System  einen  Mittelpunkt,  d.  h.  sind  die  Massen  paarweise 
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gleich  und  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  aller  solcher  Paare  gleicher 
Massen  in  einem  Punkte,  so  ist  er  der  Massenmittelpunkt. 

7.  Projicirt  man  ein  System  von  Massenpunkten  auf  eine  Gerade  oder 
eine  Ebene  (rechtwinklig  oder  schief)  und  ertheilt  man  der  Projection  jedes 
Punktes  die  Masse  des  Hauptpunktes,  so  ist  die  Projection  des  Massen- 
mittelpunktes der  Massenmittelpunkt  des  Projectionssystems. 

§.  4.  Der  Massenmittelpunkt  S  von  Massen  gleichen  Zeichens  ist  ein 
Punkt  mittleren  Abstandes  in  Bezug  auf  jede  Ebene.  Denn  setzt  man  in 
dem  Momente  ZmiXi  des  Systems  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Ebene  an 
die  Stelle  der  Abstände  Xi  der  einzelnen  Punkte  des  Systems  das  Maximum  ß 
und  das  Minimum  a  dieser  Abstände,  so  wird 

aZmi  <  ZmiXi  <  ßZnii , 

daher  wird  die  Grösse  |,  wenn  sie  continuirlich  von  a  bis  |3  geht,  einen 
mittleren  Werth  äJj  erreichen,  für  welchen  x^Zmi=ZmiXi  wird.  Für  den  Fall, 
dass  die  Massen  mi  alle  einander  gleich  sind,    wird,   wenn  n  ihre  Anzahl, 

a;=  —  ZXij  also  x^  das  arithmetische  Mittel  aller  Abstände.    Ebenso  kann 
n 

man  S  als  einen  Punkt  mittleren  Abstandes  und  mittlerer  Abstandsrichtung 
in  Bezug  auf  jeden  Punkt  0  des  Raumes  ansehen. 

§.  5.  Zerlegt  man  das  System  der  Massenpunkte  in  mehrere  Partial- 
systeme,  für  welche  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen 

Z^mXy  Z^mx^  Z^mXy ... ;  Z^my  ^  Z^fnt/y  Z^my^  ... ;  Z^mz^  Z^me^  -^s^^i  ••• 

die  Momente  sind,  während  Zmx ,  Zmy ,  Zmz  die  Momente  des  Gesammt- 
systems  bedeuten  sollen,  so  hat  man 

Zmx  =  Z^mx  +  Z^nix  +  Z^mx  +  •••  =  iiZ^m  +  Sji-2'2^+  fe-^^»»-] 

Zmy  =  Z^my  +  Z^my  -^  Z^my  -| =riiZ^m  +ri,Z^m+  tj^Z^m -{--*- 

Zmz  =  Z^mz  +  Z^mz  +  Z^mz  +  •••  =  t^Z^m  +  f^-^a^^  +  Ss-^^^w-j — 

wenn  Si,  ^i»  fi ;  fe»  ^2?  ?2i  ^3»  ^s*  ?35  •  •  •  ^^^  Coordinaten  der  Massenmittel- 
punkte der  Partialsysteme  sind.  Damit  werden  aber  die  Coordinaten  iPi ,  y^ ,  jer, 
des  Gesammtmassenmittelpunktes  aus  den  Gleichungen  gefunden: 

x^Zm  =  l^^Z^m  +  li^Z^m  +  ^32^»»  +    •  • 

y^Zm  =  ri^Z^m-\-  r\^Z^m-\'  iq^Z^m -\ 

z^Zm  =  t^Z^m  +  i^Z^m  +  t^Z^m  -| 

d.  h.  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammtsystems  ist  der  Mittel- 
punkt der  Massen  der  Partialsysteme,  wenn  diese  Massen  den 
Partialmassenmittelpunkten  als  Coefficienten  zuertheilt  werden. 
Man  sieht  sofort,  dass  auch  das  polare  Moment  des  Gesammt- 
systems für  jeden  Punkt  gleich  der  geometrischen  Summe  der 
polaren  Momente  der  Partialmassenmittelpunkte  ist,  wenn  diesen\ 
die  Massen  der  Partialsysteme  zagetheilt  werden.  Vr' 
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Es  ist  gleichgültig,  auf  welche  Weise  man  das  Gesamäitsystem  in  Par- 
tialsysteme  zerlegt  Zerlegen  wir  dasselbe  z.  B.  in  zwei  Partialsysteme  mit 
den  Massenmittelpunkten  S^  und  8^  und  den  Massen  (ii^  fi2^  so  muss  die 
Gerade  S^S^  für  alle  solche  Zerlegungen  durch  den  Massenmittelpunkt  S  des 
Gesammtsystems  hindurchgehen.  Indem  man  die  polaren  Momente  für  S^ ,  S2 
nimmt  und  sie  jedesmal  dem  polaren  Momente  des  Gesammtsystems  gleich- 
setzt, erhält  man  Um  ,  S^S  =  (i2  .  8^82  ,  21m  .  88.^  =  (^i  *  S^^S^ ,  mithin 

o j  o        8  8^       o I  Og 

Beschreibt  der  Massenmittelpunkt  8^  des  einen  Partialsystems  eine  Curve 
während  8^  fest  bleibt,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammt- 
systems eine  dieser  ähnliche  Curve. 

§.  6.    Es  seien  8  der  Massenmittelpunkt  der  Punkte  üf^,  itfj, . . .  itfj,  ... 

mit  den  Massen  m^^  m^ )  •  •  •  ^t ,  •  •  •  ^uid  ^^ ,  ^2  >  •  -  *  ^'  >  *  •  *  ^^®  l^nt- 
fernimgen  8M1 ,  8M2 ,  . .  .  8 Mi ,  . . .  desselben  von  den  Systempunkten.  Es 
seien  femer  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes  im  Abstände  80 =R  von  8 
und  »'1,^2,  ...  Vi,  . . .  seine  Abstände  OM^^  OJfg,  . . .  OMi,  .  . .  von  den- 
selben Punkten.    Die  Dreiecke  wie  80  Mi  geben 

r..2  =  7^2  ^  Qi^  —  2RQi  cos  (QiB) , 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  nii  multiplicirt  und  nach  dem  Index  i 
durch  das  ganze  System  summirt,  so  erhält  man 

Zmir?  =  Znii .  B^  +  ^'^iQ?  —  2B£miQi  cos  {q^B)  , 

welche  Gleichung  sich  aber  auf 

Zmtri^  =  ZtHi .  B^  +  ZmiQi^ 

reducirt,  da  ^,-  cos  (^,2?)  die  Projection  von  8 Mi  auf  80  d,  h.  den  Abstand 
der  Masse  m»  von  der  zu  50  senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes 
bedeutet  und  also  Zmi  Qi  cos  (QiB)  als  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf 
diese  Ebene  verschwindet.  Das  Product  miri^  aus  der  Masse  eines  Punktes 
und  dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  einem  Pole  0  nennt  man  das  polare 
quadratische  Moment  der  Masse  m,-  in  Bezug  auf  den  Pol  0  und  die 
Summe  Zmit?  der  quadratischen  Momente  aller  Massen  des  Systems  das 
polare  quadratische  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf  denselben  Pol. 

Demnach  kann  man  den  Inhalt  der  vorstehenden  Gleichung  so  aus- 
sprechen: 

Das  polare  quadratische  Moment  eines  Massenpunktsystems 
in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  als  Pol  ist  die 
Stimme  ans  dem  polaren  quadratischen  Momente  desselben  in 
Besag  anf  den  Mittelpunkt  iSf  und  dem  polaren  quadratischen  Mo- 
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mente  des  Massenmittelpunktes  S  in  Bezug  auf  0,  wenn  dem 
Punkte  S  die  Masse  des  Systems  beigelegt  wird. 

Da  SmiQ^  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  0  ist,  so  yariirt 
2^fn,r,^  blos  mit  22;  daher  ist  das  polare  quadratische  Moment  eines 
Systems  für  alle  Pole  einer  um  den  Massenmittelpunkt  S  des 
Systems  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Eugelfl&che  von  dem- 
selben Werthe;  es  wird  ein  Minimum  für  den  Massenmittelpunkt 
selbst  als  Pol  und  wächst  mit  der  Entfernung  des  Poles  von  8, 

Man  kann  einen  Mittel werth  h  der  Grössen  u  so  bestimmen,  dass 
Zmi  ,h^  ==  ZmiT?  wird.  Wir  nennen  h  den  Radius  des  polaren  qua- 
dratischen Momentes  bezüglich  des  Punktes  0.  Ebenso  ist  dann  Jq^  der 
Radius  des  polaren  quadratischen  Momentes  für  den  Massenmittelpunkt  8^ 
wenn  Zmi .  ä;^^  =  ZmiQ? .  Indem  man  diese  Grössen  in  die  zuletzt  ent- 
wickelte Gleichung  einführt,  nimmt  sie  die  Form  an 

Der  Radius  h  des  polaren  qnadratischenMomentes  einesPunkt- 
systems  für  irgend  einen  Punkt  0  ist  daher  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  der  Radius  Icq  des  po- 
laren quadratischen  Momentes  für  den  Massenmittelpunkt  8  und 
der  Abstand  i2  des  Punktes  0  von  S^  sind.  Ic^  ist  der  Minimalwerth 
von  h. 

Sind  k\  B'  die  einem  zweiten  Punkte  0'  entsprechenden  Grössen,  so 
erhält  man  ebenso  Jc^  =  li^*  +  k^^ ,  also 

k^^k'^  =  Ii^  — K\ 

Hieraus  folgt  leicht,  dass  der  Massenmittelpunkt  in  der  Ebene  des  Kreises 
liegt,  in  welchem  sich  zwei  um  0,  0^  mit  ky  k'  als  Radien  beschriebene 
Kugeln  schneiden,  d.  h.  er  liegt  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln. 

Dies  führt  zu  dem  Satze: 

Beschreibt  man  um  vier  Punkte  0,  0\  Cf\  Cf"  mit  den  Radien 
X;,  k\  k'\  k'"  der  polaren  quadratischen  Momente  eines  Massen- 
punktsystems  in  Bezug  auf  diese  Punkte  vier  Kugelflächen,  so 
ist  der  Massenmittelpunkt  des  Systems  der  Punkt  gleicher  Po- 
tenzen in  Bezug  auf  dieselben.  Denkt  man  sich  um  alle  Punkte  des 
Raumes  solche  Kugeln  beschrieben,  jede  mit  dem,  dem  Punkte  entsprechenden 
Radius  A;,  so  haben  je  vier  solcher  Kugeln  dasselbe  Poteuzcentrimi. 

Man  kann  das  polare  quadratische  Moment  für  den  Massenmittel- 
punkt S  so  darstellen,  dass  in  dein  Ausdrucke  desselben  die  Quadrate  der 
Abstände  der  Systempunkte  von  einander  statt  der  Abstände  der  System- 
punkte von  8  vorkommen.  Ans  dem  Dreiecke  SMiMtj  welches  8  mit  irgend 
zwei  Systempunkten  2f^,  Mk  bildet,  folgt  nämlich 
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9i^  +  Qt^  —  ^QiQk  cos  (QiQk)  =  cä, 

wenn  c^  =  MiMk  ist,  Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  dem  Producte 
mifnk  der  Massen  der  Punkte  Jf»,  Mt  und  summiren  sie  zunächst  nach  i  durch 
das  System,  so  ergibt  sich 

mkSmiQ?  +  mkQk^Zmi  —  2wjfc(»A2;»»f^,  cos  ((»,(»*)  =  mjtllinich. 

Hierin  ist  £miQi  cob  {QiQk)  =  0,  weil  diese  Grösse  das  Moment  1.  Grades 
des  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  Qt  senkrechte  Ebene  des  Punktes  S  be- 
deutet.   Es  bleibt  also  die  Gleichung 

welche  wir  nach  h  durch  das  System  hindurch  sunmiiren  wollen.  Dies 
liefert  links 

ZmiZmiQ^^  +  ZmiZmkQj?     oder     2ZmiZmiQi^ 

und  rechts 

ZZmimkcK, 

in  welcher  Doppelsumme  jedes  Glied  mimkCik  doppelt  vorkommt.  Dividiren 
wir  also  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  2  und  schreiben  für  die  Summe  rechts 
Umimkcfk^  welche  Summe  so  zu  verstehen  ist,  dass  nur  je  zwei  verschiedene 
mi  und  mjc  mit  c^  zusammentreten  und  jede  solche  Verbindung  nur  einmal 
zu  nehmen  ist,  so  bleibt 

Zmi ,  ZmiQ^  =  Zmimkcik^ 
durch  welche  Formel  das   polare  quadratische  Moment  ZmiQ?  in  der  ge- 
wünschten Weise  daigestellt  werden  kann. 

Man  erhält  hieraus 

^»w,  Q?  j        UmimkCik 

Die  Radien  k  der  vorstehenden  Betrachtung  können  reell  oder  imaginär  sein, 
je  nachdem.  ZmiQ?  und  Zmi  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
§.  7.  Die  Systeme  bestehen  aus  getrennten  Massenpunkten  oder  ihre 
Punkte  bilden  ein  Contiuum.  Ein  continuirliches  System  heisst  homogen, 
wenn  alle  seine  Punkte  gleiche  Masse  besitzen,  heterogen  im  anderen  Falle. 
Je  nachdem  das  System  eine,  zwei  oder  drei  Dimensionen  besitzt,  ist  jeder 
Massenpunkt  als  ein  mit  Masse  behaftetes  Linien-,  Flächen-  oder  Yolumen- 
element  aufisufassen.  Bei  homogenen  continuirlichen  Systemen  versteht  man 
unter  specifischer  Masse  die  Summe  aller  Massen  der  Baumeinheit  (Linien-, 
Flächen-  oder  Volumeneinheit).  Das  Wort  „specifisch*^  braucht  man  dabei 
in  dem  Sinne,  dass  es  das  bezeichnet,  was  der  Raumeinheit  je  nach  der 
Spedes  des  Systems  zukommt  Ist  daher  M  die  Masse  des  Raumes  V  vom 
System,  so  ist  die  speeifisohe  Masse  des  Systems 
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M 

M 

und  also  auch  M  ^=^  oY  und   F  =  —  • 

9 
Besteht  das  System  aus  einem  Aggregate  homogener  Massen  M\  3f\ 
M'"y .  .  .  welche  die  Räume  V\  V'\  V"\  .  . .  einnehmen  und  die  specifischen 
Massen  q\  q\  q"'  . . .  besitzen,  so  versteht  man  anter  der  mittleren  speci- 
fischen Masse  des  Systems  die  specifische  Masse,  welche  die  Gesammtmasse 
nach  Ausgleichung  der  Massenvertheilung  erhält,  ohne  dass  eine  Aendemng 
des  Gesammtvolumens  eintritt.  Ist  q  die  mittlere  specifische  Masse,  so  muss 
demzufolge 

^(r-j-  7--j-  7- ...)  =  M'+]\r+M'"  + ...  =  /r+/'r'+/"F'"... 

sein,  woraus  q  folgt. 

Bei  einem  hetrogenen  continuirlichen  System  kann  von  specifischer  Masse 
Q  nicht  im  Allgemeinen,  sondern  nur  von  specifischer  Masse  in  jedem  ein- 
zelnen Punkte  M  die  Rede  sein.  Man  versteht  darunter  die  Masse,  welche 
der  Raumeinheit  zukommen  wtirde,  wenn  alle  ihre  Punkte  Masse  von  der 
Beschaffenheit  der  Masse  des  fraglichen  Punktes  hätten,  um  dieselbe  zn 
bestimmen,  sei  Jv  ein  Raumelement  des  Systems,  welches  jenen  Punkt  M 
enthält  und  Jm  die  Summe    aller  Massen   desselben;    n^ch  Ausgleichung 

dieser  Massen  würde  — —-  die  mittlere  specifische  Masse  sein,  d.  h.  die  Masse, 

welche  die  Raumeinheit  besitzen  würde,  wenn  sie  Masse  von  der  ausge- 
glichenen Beschaffenheit  enthielte.  Lässt  man  nun  Jv  ohne  Ende  abnehmen, 
wodurch  Jm  sich  mehr  und  mehr  der  Masse  des  Punktes  M  nähert,  so 
nähert  sich  der  Quotient  beider  der  Masse  der  Raumeinheit  von  der  Beschaffen- 
heit der  Masse  dieses  Punktes  oder  der  specifischen  Masse  q  in  diesem  Punkte. 
Nach  Vollendung  des  Grenzenüberganges  erhält  man  also  für  die  specifische 

Masse  in  itf  die  Formel  p  =  — —  •    Sie  wird  also  durch  den  Quotienten  des 

dv 

Massenelementes  durch  das  Raumelement  dargestellt.  Dem  0bige9  ähnlich 
hat  man  dm  =  Qdv^  dv  =  dm  :  q.  Diese  erweiterte  Definition  der  speci- 
fischen Masse  des  heterogenen  Systems  enthält  die  für  das  homogene  System 
gegebene  in  sich;  die  Vergleichung  der  Formeln  für  beide  zeigt,  dass  man 
berechtigt  ist,  jedes  betrogene  System  in  seinen  Elementen  als  homogen 
anzusehen. 

Die  specifische  Masse  g  ==  --—  wird   von   den   namhaftesten   Schriffc- 

dv 

steilem  die  Dichtigkeit  genannt,  z.  B.  von  Gauss.    In  technischen  Schriften 

ist  die  Bezeichnungsweise  ^spedfisohe  Masse'^  üblich  geworden  und  braacht 
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man  den  Ausdruck  „Dichtigkeit  d*^  für  das  Verbältniss  der  specifischen Masse  q 
zur  specifiscben  Masse  g^  irgend  eines,  übrigens  beliebig  wählbaren  homogenen 
Systems,  so  dass  ö  =  q:qq  und  q  =  d Qq  wird.  In  den  Anwendujigen  be- 
trachtet man  Wasser  als  ein  homogenes  continuirliches  System  und  nimmt 
für  Qq  die  specifische  Masse  des  Wassers. 

§.  5.  Für  homogene  Systeme  '  erlangt  der  Mittelpunkt  der  Massen  eine 
rein  geometrische  Bedeutung;  in  diesem  Falle  wird  die  Masse  dem  Baum- 
inhalte proportional  und  verschwindet  als  solche  aus  der  Untersuchung. 

Archimedes  hat  bereits  Massenmittelpunkte  homogener  Systeme  be- 
stimmt (Archimedes  de  aequiponderantibus).  Er  gründete  seine  Unter- 
suchungen auf  den  Satz:  Aehnliche  homogene  Systeme  haben  ähnlich 
liegende  Massenmittelpunkte.  Wird  nämlich  für  irgend  eine  homogene 
Figur  der  Mittelpunkt  der  Masse  durch  eine  Linienconstruction  gefunden,  so 
erfordert  Sie  Auffindung  desselben  für  eine  ähnliche  Figur  blos  eine  Ver- 
grÖBserung  oder  Verkleinerung  nach  dem  Aehnlichkeitsverhältnisse  beider  und 
führt  damit  zu  desselben  relativen  Lage  jenes  Punktes  in  der  zweiten  Figur, 
wie  in  der  ersten.  Liegen  beide  ähnliche  Figuren  parallel  und  sind  AB,  Ä'B' 
zwei  homologe  Strecken  derselben,  sowie  a,h]  a,l/  die  Abstände  ihrer  End- 
punkte von  irgend  einer  beliebigen  Ebene  (oder  auch  für  ebene  in  derselben 
Ebene  liegende  Figuren  ihre  Abstände  von  einer  Geraden  dieser  Ebene),  so 
liefert  die  Aehnlichkeit  der  Figuren  (a  —  ^)  •  («'  —  h')  =  AB  :  A' B\ 

Im  folgenden  Capitel  geben  wir  Methoden  zur  Bestimmung  der  Masse 
und  des  Massenmittelpunktes  verschiedener  Systeme,  nämlich  1.  von  Systemen 
discreter  Massenpunkte;  2.  von  Linien  und  Verbindungen  von  Linien,  3.  von 
Flächen  und  4.  von  körperlichen  Gebilden. 


VII.  CapiteL 

Methoden  und  Beispiele  zur  Bestimmung  von  Massen  und 

Massenmittelpunkten. 

§.  1.    Massenmittelpunkt  von  Systemen  discreter  Punkte. 

1.  Der  Mittelpunktes»  zweier  Massen  m,tn\  welche  den  Punkten 
M,  M'  angehören,  liegt  in  der  Verbindungslinie  MM'  der  beiden 
Punkte  und  theilt  den  Abstand  MM'  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
Massen.  Sind  die  Massen  von  gleichem  Zeichen,  so  liegt  S  zwischen  M,  M\  sind 
sie  von  verschiedenem  Zeichen,  so  liegt  er  ausserhalb  MM'  auf  der  Seite  der 
grösseren  Masse.    Nach  Cap.  VI,  §.  5  ist: 

(m  +  m)MS  =  m  .MM\    (m  +  m')  .  3f'5  =  m  .  3f'3f , 

also 

MS  ^8M' 
m  m 

ScnoBJCi,  Meohanik.  I.  6 
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Fig.  31. 


Sind  m,  m  gleich  und  gleichen  Zeichens,  so  liegt  B  in  der  Mitte  von  MM';  sind 
sie  entgegengesetzt  gleich,  so  wird  MS  =»  <x> .  Ueberhanpt  ist  Jtf  5  =  <x>  in  allen 
Fällen,  in  welchen  m  -f-  w'  =  0  wird. 

2.  Massenmittelpunkt  S  dreier  Massen  a,  6,  c,  welche  den  Ecken 

A^  JB,  G  eines  Dreiecks  angehören  (Fig.  31).  Der 
Massenmittelpunkt  Ä'  von  b ,  c  liegt  auf  B  O,  der  S^  von 
c,  a  auf  GÄj  der  (7  von  a,  b  anf  ^£,  so  dass 

BA'  :A'C=^c:b,    CBiB'A^aic, 
AC  :  CB  =^b:  a. 

Die  Geraden  AA\  BB'y  CC*  enthalten  jede  den  Punkt  5. 

Es  ist  BÄ  .  CB^  ,AC^B:a.  C'B  .  ÄC. 
Sind  a^  &,  c  von  gleichem  Zeichen  und  alle  einander  gleich,  so  sind  A\  JB',  C 
die  Seitenmitten  des  Dreiecks.  S  ist  der  Schnittpunkt  derMedianenJ.il',  Bff^  CC , 
Sind  a^b,  c  den  Seiten  JBC,  Cil,  AB  proportional,  d.  h.  ist 

a.bic^BGiCA:  AB, 

so  ist  BA  :  ÄG  =^  AB  \  AG,  mithin  halbirt  AÄ  den  Winkel  A,  etc.  Der 
Massenmittelpunkt  8  ist  dann  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  eingeschriebenen 
Kreises.  Die  Bedeutung  der  drei  andern  Berührungskreise  des  Dreiecks  ergibt  aich 
hienach  leicht. 

3.  Massenmittelpunkts  von  vier  Massen  a,b,c,d  gleichen  Zei- 
chens, welche  in  den  Ecken  eines  Tetraeders 
ABCD  enthalten  sind  (Fig.  82).  Sind  E,  JP,  ö,  Ä, 
J,  K  die  Mittelpunkte  der  Massen  a,b;  a,  c;  a,  d;  b,  c; 
b,  d;  c,  (2,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  EK, 
FJ,  GH  in  S,  Für  gleiche  Massen  sind  diese  drei  Ge- 
raden die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  drei  Paar  Gegen- 
seiten. 

Sind  die  Massen  den  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
des  Tetraeders  proportional,  d.  h.  ist 

BCD  =  b  :  GDA  =  c  :  DAB  =  d  :  ABG 

so  ist  der  Massenmittelpunkt  der  Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  EugeL  Denn 
der  Punkt  E  der  Kante  AB  iai  Massenmittelpunkt  von  a  und  b  und  daher 
ist  AE  :  EB  ^  GDA  :  BGD,  Die  Ebene  GDE,  welche  E  mit  der  Gegenkante 
GD  verbindet,  habe  von  A  und  B  die  Abstände  a,  ß  und  die  Kante  GD  von  den- 
selben Punkten  die  Abstände  a\  ^.    Dann  ist 

a:  ß:  AE  :  EB    und     «'  :  ß'  =  GDA  :  BGD ; 


Fig.  32. 


a 


daher 


a  :  ß  =^  a  :  ß^     oder 


a 


ß-f^- 


Es  sind  aber  a  :  a  und  ß  :  ^  die  Sinusse  der  Flächenwinkel,  welche  die  Ebene  GDE 
mit  den  durch  die  Kante  GD  gehenden  Seitenflächen  GDA  und  BGD  bildet;  da- 
her sind  diese  Winkel  gleich  oder  es  hsJbirt  GDE  den  Winkel  der  durch  GD  gehen- 
den Seitenflächen.  Diese  Ebene  enthält  aber  die  Punkte  E,  K,  also  auch  den 
Mittelpunkt  aller  vier  Massen  etc.  Bedeutung  der  vier  übrigen  Berührungskngeln. 

§.  2.    Massenmittelpunkt  von  Linien. 

1.  Für  die  homogene  Strecke  AB  (Fig.  38)  ist  ihr  Mittelpunkt  der 
Massenmittelpunkt.  Verlängert  man  nämlich  AB  um  BC  ^  AB  und  sind 
P,  Q,  B  die  Massenmittelponkte  von  AB^  BC^AG,  sowie  p,  g,  r  deren  Abstände 


^ 
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Fig.  33. 


von  einer  beliebigen  Ebene  nnd  a,  &  die  der  Endpunkte  Ä,  B  von  derselben  Ebene, 
80  ißt  wegen  der  Aehnlichkeit  der  drei  Strecken  p--a=ag  —  &='i(r  —  a). 
Da  aber  das  Moment  von  ÄC  gleich  der  Summe  der  Momente  von  AB  nnd  BC 

sein  mu88,  so  folgt  2r  =  p  -\-  q.   Eliminirt  man  g,  r,  so  wird 
0    i>  =  i  (a  +  6),  w.  z.  b.  w. 

2.  Der  Massenmittelpunkt  des  homogenen  Drei- 
ecksumfanges  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
welcher  dem  Dreieck  der  drei  Seitenmitten  einge- 
schrieben werden  kann.  Denn  die  Massenmittelpunkte 
der  Seiten  ^JB,  BC,  CA  (Fig.  31)  sind  deren  Mitten  C\ 
A\  B'  und  der  gesuchte  Massenmittelpunkt  ist  der  Massen- 
mittelpunkt von  CT,  A\  B\  wenn  diesen  Punkten  die  Massen 
der  Seiten  AB,  BC,  CA  zuertheilt  werden.    Nun  ist 

AB=^2.A'B\    BC^2.B'C*,    CA^2,CA\ 

Daher  ist  der  Massenmittelpunkt  von  ABC  der  Massenmittelpunkt  der  drei  Ecken 
des  Dreiecks  A'B*C' ,  deren  Massen  den  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  B'C, 
CA^A'B'  proportional  sind.  Nach  §.  1,  Nr.  2  ist  er  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  ÄB'C  eidgeschriebenen  Kreises. 

3.  Der  homogene  Kreisbogen  (Fig.  34).  In  Bezug  auf  den  Radius,  welcher 
nach  der  Mitte  des  Bogens  geht,  ist  die  Momentensumme  aller 
Massenelemente  Null,  daher  liegt  der  Massenmittelpunkt  auf  ihm ; 
es  genügt  also,  die  Momentensumme  in  Bezug  auf  die  der  Sehne 
des  Bogens  parallele,  zur  Ebene  der  Figur  senkrechte  Ebene  zu 
finden.  Hiezu  suchen  wir  die  Momentensumme  eines  dem  Bogen 
eingeschriebenen  Polygons  gleicher  Seiten.  Wird  die  Masse  einer 
Seite  MM'  in  deren  Mitte  fi  vereinigt  und  ist  q  der  Abstand 
dieser  Mitte  von  jener  Ebene,  so  ist  £(MM' .  (iq)  die  Momenten- 
summe der  Seiten.  Um  das  Product  MM' .  /Lig  in  ein  solches  zu 
verwandeln,  welches  statt  des  veränderlichen  Factors  [tq  einen 
Constanten  Factor  hat,  gibt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MM'N 
und  [iCq  die  Proportion  MM'  :  MN  =»  Cii :  (iq  und  hiemit 

£(MM' .  iiq)  =  ZiMN .  Cfi)  =  C(i  .  2{MN) 

d.  h.  gleich  Cfi,  multiplicirt  mit  der  Sehne  des  Bogens.  Lässt 
man  das  Polygon  in  den  Kreisbogen  übergehen ,  so  wird  Cfi  zum 
Radius  und  wenn  x^  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  8  des  Bogens,  8  die 
Bogenlänge,  c  die  Sehne  und  r  den  Radius  bezeichnen:  s  .  a?}  «>  c  .  r  d.  h.  das 
Moment  s  .  x^  des  Bogens  ist  gleich  dem  Rechtecke  c  .  r  aus  der  Sehne 

2 


Fig.  34. 


nnd  dem  Radius, 
nahezu  -^  r . 

J9 


Für  den  Halbkreis  ist  c»2r,  a  ^^  nr,  also  Xi 


r, 


4.    Massenmittelpunkt  ebener  Curven  (Fig.  35). 
Ist  Q  die  specifische  Masse  im  Punkte  Jtf ,  so  ist 

Q  .  MM'  =■  (fds 

die  Masse  des  Bogenelementes  und  sind  Qxds,  Qyds  die 
Momente  der  Masse  desselben  in  Bezug  auf  die  Goordkiaten- 
[  axen  der  y,  x.    Diese  drei  Grössen  sind  daher  die  Aender- 
ungen  der  Masse    und  der  Momente  des   Bogens   AM^ 
mmn  derselbe  um  MM' »  da  zunimmt    Die  Summen  aller  dieser  Aenderungen 

6« 
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oder  die  Integrale  derselben,  ausgedehnt  über  den  ganzen  Bogen  AB  sind  daher 
dessen  Masse  und  Momente  in  Bezog  auf  die  Coordinatenazen.  Daher  hat  man 
wenn  m,  o;, ,  j^j  die  Masse  und  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  des  ganzen 
Bogens  AB  sind: 

ausgedehnt  über  diesen  g^zen  Bog^s.    Ist  q  constant,  so  wird 

m  =  ps,    8x^=Jxd8^    «yi  =  /y<'«. 

Als  Grundvariabele,  durch  welche  alle  hier  vorkommenden  Grössen  auszudrücken 
sind,  kann  man  den  Bogen  ^Ifs^  oder  eine  der  Coordinaten  rr,  y  seines  Endpunktes 
M  oder  irgend  eine  andere  Variabele  t  wählen.    Im  letzten  Falle  sind  o;  »-  9  (Q , 

y  =  ^  W  die  Gleichungen  der  Curve  und  ist  da  =  (x'"  +  y*rät ,  wenn  x  =  ^'(0  , 

y^-y^'it). 

5.    Massenmittelpunkt  des  homogenen  elliptischen  Bogens  BM 

(Fig.  36).    Beschreiben  wir  um  die  Ellipse 

vom  Mittelpunkt  C  aus  mit  der  grossen  Halbaxe  a  einen  Kreis 
und  ziehen  nach  dem  Schnittpunkte  N  der  Ordinate  PM  eines 
Punktes  M  nach  diesem  den  Radius  CN,  so  wird  der  Winkel 
NCA ,  den  er  mit  der  grossen  Aze  bildet,  die  excentrische 
*^'     '  Anomalie  des  Punktes  M  genannt  (der  Ausdruck  rührt  aus 

der  Astronomie  her,  wo  der  Brennpunkt  der  elliptischen  Planetenbahnen  das  Cen- 
trum der  Anziehungen  ist  und  deshalb  ein  Winkel,  dessen  Scheitel  nicht  in  diesem 
Punkte  liegt,  ein  excentrischer  Winkel  oder  eine  excentrische  Anomalie  heisst). 
Das  Complement  B  CN  =1  9  wählen  wir  als  Grundvariabein.  Dann  werden  die 
Coordinaten  von  M  sein:  a;='aBin9,  y  =^  b  cos  q>  und  erhält  man  für  die  Länge 
8  und  die  Massenmittelpunktscoordinaten  des  Bogens  B  M,  welcher  im  Scheitel  B 
der  kleinen  Axe  beginnt,  leicht  die  Formeln 


8  sss  a   I  yi  —  Ä*  sin*qp  .  dq> , 

8x^  =^  a*   j  sin  9  }/l  —  k^  sin'y  .  d(p,   ay^  =  a^   j  cos  <p  Yl  —  k*  sin '9  .  dtp , 

0  0 

wo  A;  =  — Va^  —  6*  die  numerische  Excentricität  bedeutet.   Nach  Legendre  wird 
a 

das  vorstehende  Integral,  welches  mit  a  multiplicirt  8  liefert,  elliptisches  Integral 
zweiter  Gattung  genannt  und  mit  £(9,  k)  bezeichnet;  k  heisst  der  Modulus  dessel- 
ben imd  ist  kleiner  als  1 ;  die  obere  Grenze  9  des  Integrals  ist  die  Amplitude  desselben. 
Die  Anwendung  der  partiellen  Integration  gibt  einerseits 

. /'cos'cpsinoDcIo 

sin  (pdtp  yi  -k^  8in»9  «  1  -  cos  9  yi  —  k*  sin*9  —  A;«    /  ^      y^ 

J  yi  — *«sm*9 

und  indem  man  in  J  unter  dem  Integralsdohen  mit  der  WurzelgrOsse  multiplidrt 
und  dividirt  erhält  man  andereneitt 
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Daher  wird 


J   yl  —  KT  Bin" 9 


Weiter  hat  man 

9 


V 


ysin  9x29        1  /  sin  ^dqp 


0 


(?. 


yi  —  Ä;« 


cos  9 


V^  +  li^.^"") 


1 


1  +& 


2       A;      yi-ifc»8in»9  +  A; 


CO89 


and  damit 


1 jt» 

2«/'  =  1  —  coB  9  yi  —  A;*  sin" 9  H =, —   { 


1  +Ä; 


yi  —  Ä*  8in*9  +  Aj  cob  9 


oder  endlich: 


zx^ 


1  +  Ä; 


ia»  [1  -  cos  9  yi  -  A;»  8in«9  +  -^T-  '  .u        »  ^.  t 
L  *'  yi  —  a;*  8m*9 


+  A;  cob 


^]- 


In  ähnlicher  Weise  findet  man: 


«yj  SS  ^a6     sin  9  y  1  —  Ä'  sin'  9>  +  -7"  ^^^^  ^^  (^  "in  9)    • 


Für  den  elliptischen  Quadranten  ist  9  =  —  ,  mithm 


8 


aE(in,k),    ax^  =  ^o«    1  + 


1  —  Ä» 


l/L+J 

r   1  —  A; 


sy^  as  ^a5     yi  —  Ä;*  +  -jT-  Are  sin  A;    ; 
f&r  die  halbe  Ellipse,  deren  Sehne  die  grosse  Aze  ist,  wird 

.-2aE(i«.ft),    «,-0,    y.  _  ^^^^^  I^Vr^^' +  i  Are  sin  *]  ■ 

Für  die  halbe  Ellipse,  deren  Sehne  die  kleine  Aze  ist,  wird 


«    -r^/.      .X  ö         F-    I   1  —  Ä*  »  1  /l  +  A; 


»  yi 


0. 


6.  Für  die  Cycloide,  deren  Gleichungen  für  eine  Spitze  als  Ursprung  und 
die  Bads  als  a;-Aze  d;  <—  a(a>  —  sin  o}*  y  «>  a(l  ^-  cos  o)  sind,  hat  man,  wenn  der 
WUiQDgtwinkel  09  als  Ghrmidyariabele  angenommen  wird: 
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5  =  2  a   I  ain  ^cndcn  =  8a,    «i  =  «a,    «2/1*=  *<*'  1  ^in'  ^ada  =  y  a*, 
0  0 

also  2/1  =  i  «• 

7.  Massenmittelpunkt   von    Cnrven    doppelter    Krümmung.     Nach 

denselben  Schlüssen  wie  in  4.  hat  man  für  das  Massenelement  und  die  Differen- 
tialien  der  Momente  des  Bogens  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige  Coordinaten- 
axen  der  x,  1/,  z: 

dm  =a  (fds,    xdm  =»  QxdSy    ydm  =»  Qyds^    zdm  =»  Qzds 

und  mithin  für  die  Masse  und  die  Momente  eines  Bogens  selbst,  wenn  Xi,  y^ ,  z^ 
die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  bedeuten: 

m^^Jgds,      mxi  ^^jQxds,      my^  ^^Jgyds^      mZi  ^^jQZds, 
Ist  die  Curve  homogen,  also  q  constant,  so  wird 

m  =  Q  .  8j    sx^  =^  JxdSf     sy^  =  JydSy     sz^  =  jzds. 

Die  Integrale  sind  über  den  ganzen  Bogen  zu  erstrecken,  dessen  Masse  und 
Massenmittelpunkt  gesucht  wird. 

8.  Der  Bogen  einer  ebenen   Curve   erzeugt    durch   Rotation   um   eine  Axe 

seiner  Ebene   eine    Rotationsfläche  SL  ^=>  2»  /  yds,   wenn  y  die    Ordinate    der 

Curve  für  die  Rotationsaxe  als  Abscissenaxe  und  ds  das  Bogenelement  ist,  das 
Integral  aber  über  die  ganze  Bogenlänge  erstreckt  wird.  Nun  ist  für  die  Ordi- 
nate y^  des  Massenmittelpunktes  8  .  t/j  =1  jyds  und  folglich,  wenn  man  ans  bei- 
den Gleichungen  das  Integral  eliminirt:  Sl  ^= 'iny^s  d.  h.,  da  2ny^  der  Um&ng 
des  Kreises  ist,  den  der  Massenmittelpunkt  des  Curvenbogens  bei  der  Erzeagong 
der  Fläche  beschreibt: 

Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers  wird  erhalten,  wenn  man 
die  Länge  des  Meridianbogens  mit  der  Länge  des  Weges  mnltipli- 
cirt,  welchen  der  Massenmittelpunkt  desseben  bei  der  Erzeugung  des 
Rotationskörpers  beschreibt. 

Man  kann  den  Satz  zunächst  auch  für  ein  rotirendes  Polygon  erweisen  nnd 
dann  das  Polygon  in  die  Curve  übergehen  lassen.  Denn  ist  M  M'  eine  Seite,  fL  ihre 
Mitte  und  y^p  deren  Abstand  von  der  Axe,  y^  der  Abstand  des  Massenmittelpunk- 
tes des  Umfangs  von  ihr,  so  ist 

Jede  Seite  MM'  erzeugt  aber  die  Oberfläche  2n  ,  M M'  ,  (ip  eines  ab- 
gestumpften Kegels,  das  Polygon  selbst  also  die  Oberfläche 

Ä  =  2n£(MM')  .  HP  =  2«i/i  .  2{MM'), 

welcher  Ausdruck  in  der  Ghrenze  den  obigen  Satz  liefert. 

Für  einen  Ausschnitt  Sl'  der  Fläche  ß,  entsprechend  dem  von  den  beiden 
Grenzmeridianebenen  gebildeten  Winkel '8-,  besteht  die  Proportion  Sl'  :  d"  =^  Sl :  2n 
und  ergibt,  dsk  Sl  =^  ^ny^s  ist:  Sl'  =^  ^-y^  ,  8.  Es  ist  aber  auch  hier  d-y^  der  Weg 
des  Massenmittelpunktes  des  erzeugenden  Bogens  nnd  besteht  also  der  vorstehende 
Satz  auch  in  der  allgemeineren  Fassung  fort. 

Dieser  Satz,  sowie  ein  ihm  anabger,  den  wir  bei  der  Bestimmung  des  Mm» 
senmittelpunktes  ebener  FlAohenxftnme  anführen  werden,  rührt  von  Pappns  her 
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(Collectiones  mathematicae,  lib.  VII.),  wird  aber  gewöhnlich  Gnldin  (geb.  1577, 
t  1663)  zugeschrieben,  welcher  ihn  in  seinen  Werken  „De  centro  gravitatis"  1635 
und  „Centrobaryca"  1643  reproducirte. 

Der  Satz  ist  einer«  Erweiterung  fdhig.  Wenn  nämlich  die  Ebene  der  rotiren- 
den  Curve  nicht  fortwährend  um  dieselbe  Aze,  sondern  um  eine  Folge  verschie- 
dener Axen  ihrer  Ebene  rotirt,  welche  continuirlich  auf  einander  folgen  oder  end- 
liche Winkel  mit  einander  bilden,  so  besteht  der  Satz  fort.  Bei  continuirlicher 
Azenfolge  umhüllt  die  Ebene  eine  abwickelbare  Fläche,  die  sie  während  der  Be- 
wegung berührt.  Die  Curve  erzeugt  eine  Canalfläche.  Es  ist  jedoch  im  Falle, 
dass  die  Curve  die  Axen  schneidet^  einige  Vorsicht  bei  der  Bestimmung  des  er- 
zeugten Flächeninhaltes  nOthig.  —  Welche  Lage  man  dem  rotirenden  Bogen  auch 
geben  mag,  bei  unverändertem  Abstand  seines  Massenmittelpunktes  von  der  Axe 
bleibt  der  erzeugte  Flächenraum  von  derselben  Grösse. 

9.  Einige  Aufgaben  über  die  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  homo- 
gener Curven: 

x 
a)  Bogen  der  Sinuso'ide  v  =  a  sin  —  von  x  =  0  his  x  =  na;  b)   Viertelum- 

a 

fang  der    Lemniscate    r'  =»  2a  cos  2^,   vom   Doppelpunkt    bis    zum    Scheitel; 

c)  Hälfte  des  Umfanges  des  Ovals  r  =»  2  a  cos'  '8-;  d)  Schnittlinie  des  Elipsoids 

X '        t/'         z^ 

-ä  +  ri  H — r  •"  ^  ^^  ^®^  concentrischen  Kugel  ä'  +  y*  +  ^*  =  ^*i  ß)  Krüm- 
%»  o  c 

mungslinien  des  Ellipsoids. 

§.  3.    Massenmittelpunkt  von  Flächenräumen. 

1.  Das  homogene  Parallelogramm.  (Fig.  37).  Man  ergänze  dasParal- 
lelogramm  AB  CD  durch  Verlängerung  der  Seiten  zu  dem  Parallelogramm  AG 

g,  vom  vierfachen  Inhalt,  bestehend  aus  vier  gleichen  Paral- 
lelogrammen. Sind  P,  Q,  2?,  5,  T  die  Massenmittelpunkte 
der  Parallelogramme  AC,  BF,  CG,  DH  und  AG  und 
Pi  Qy  ^f  ^1  ^  ^0  Abstände  von  irgend  einer  Ebene  oder 
auch  einer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  so  hat  man,  da 
die  Summe  der  Momente  der  vier  ersten  gleich  dem  Mo- 
mente des  letzten  ist,  j)-f~9*4~^4~^="^^  ^^d  vermöge  der  Aehnlichkeit 
aller  fünf  Figuren,  wenn  a,  &,  c,  d  die  Abstände  der  Ecken  A,  B,  C,  B  von 
jener  Ebene  sind:  p  —  0  =  3  —  6  =  r  —  c  =  «  —  d  ^=  ^  {t  —  a).  Eliminirt  man 
hiexmit  aus  der  Gleichung  der  Momente  q,  r,  8,  t,  so  bleibt 

d.  1l  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  der  Fläche  eines  homo- 
genen Parallelogramms  von  irgend  einer  Ebene  oder  einer  Geraden 
seiner  Ebene  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  vier  Abständen 
■  einer  Ecken  von  jener  Ebene  oder  Geraden.  Lässt  man  die  Gerade  mit 
der  Diagonalen  AC  zusanmienfallen ,  so  wird  ae»c=»0,  b  ^^  --  d,  also  p  =  O; 
dasselbe  findet  statt,  wenn  sie  mit  der  andern  Diagonale  zusammenfällt.  Der 
MftMenmittelpunkt  ist  daher  der  Durchschnitt  der  Diagonalen.  Es  ist  derselbe, 
wie  fttr  vier  gleiche  Massen,  in  den  Ecken  befindlich. 

3.  Die  homogene  Dreiecksfläche.  (Fig.  38).  Zwei  Verbindungslinien 
DJS,  EF  der  drei  Seitenmitten  zerlegen  das  Dreieck  ABC  in  zwei  ihm  ähn- 
liebe nnd  in  ein  Parallelogramm  vom  doppelten  Inhalte  einet  dieser  beiden.  Sind 
daher  Q,  22,  5,  P  die  Massenmittelpunkte  der  beiden  Theildreiecke,  des  Haupt- 
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dreiecks  nnd  des  Parallelogramms  nnd  q,  r,  8^  p  ihre  Abstände  von  irgend  einer 
Geraden  in  der  Ebene  der  Figar,  so  hat  man  die  Gleichung  der  Momente: 

2i>  +  2  +  r  =  4«. 

Die  Aehnlichkeit  des  Theildreiecks  mit  dem  Gan- 
zen gibt 

g  —  a  =  r  —  c  =  i(8  —  a) 

^  und  für  das  Parallelogramm  ist  p  =»  ^  (6  -|~  0-    ^^~ 
minirt  man  mit  Hülfe  dieser  Relationen  ans  der  Glei- 
chung der  Momente  p^  $,  r  und  bedenkt,  dass  2c  =  a  -{-  c  ist,  so  folgt 

d.  h.  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  der  homogenen  Dreiecks- 
fläche  Yon  einer  beliebigen  Geraden  ihrer  Ebene  ist  das  arithme- 
tische Mittel  aus  den  Abständen  der  drei  Ecken  von  dieser  Ge- 
raden. Indem  man  die  Gerade  mit  ausgezeichneten  Linien*  der  Figur  zusam- 
menfallen lässt,  erhält  man  Specialsätze  über  die  Lage  des  Massenmittelpunktes. 
Fällt  sie  mit  einer  Seite  AB  zusammen,  so  wird  a  =»  6  =*  0  und  s  =  ^  c  welches 
zeigt,  dass  der  Massenmittelpunkt  um  den  dritten  Theil  der  Höhe  von  einer  Seite 
absteht.  Fällt  sie  mit  der  Mediane  CF  zusammen,  so  wird  6  =»  —  a,  c  »»  0  und 
8  *=  Oj  der  Massenmittelpunkt  ist  daher  der  Schnittpunkt  der  drei  Medianen  und 
theilt  dem  eben  ausgesprochenen  Satze  zufolge  jede  derselben  im  Verhältniss  1  :  2. 
Er  ist  zugleich  der  Punkt,  von  welchem  aus  das  Dreieck  durch  Linien,  welche 
nach  den  Ecken  hinlaufen,  in  drei  flächengleiche  Dreiecke  zerßlllt  werden  kann. 
Er  ist  identisch  mit  dem  Mittelpunkte  dreier  gleicher,  in  den  Ecken  befindlicher 
Massen. 

3.  Das  homogene  Trapez.  (Fig.  39.)  Zerlegt  man  dasselbe  durch  eine  Dia- 
gonale AD  in  zwei  Dreiecke,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  der  Verbindungs- 
linie der  Massenmittelpunkte  Si,  S^  dieser  Dreiecke.  Führt  man  dasselbe  durch 
die  andere  Diagonale  aus,  so  liegt  er  ebenso  in  der  Verbindungslinie  der  Massen- 
mittelpunkte der  durch  sie  gebildeten  Dreiecke.  Beide  Verbindungslinien  schnei- 
den sich  daher  im  Massenmittelpunkte  des  Trapezes.     Auch    geht    die   Verbin- 

^r     B  J      dungslinie  EF  der  Mitten  der  bei- 

I       \>/\  ^"'^'/^       den  parallelen  Seiten  der  Figur  durch 

/'I^KyY        v--""^"       '' '  diesen  Punkt,  weil  in  Bezug  auf  sie 

/    I  yC^^S^        \  /*  die  Summe  der  Momente  aller  Fl&chen- 

/\^^''T/         »!\  ^*         \^^/  demente  Null  ist.    Um  das  Verhält- 

K         JL  ^  3f  niss  der  Abstände  a;,  x  des  Massenmit- 

^8-  59-  telpunktes  5  des  Trapezes  von  den 

beiden  parallelen  Seiten  AB^  CD  zu  finden,   bilden   wir   die   Gleichungen  der 
Momente   des   Ganzen  und  der  beiden  Dreiecke  ABD  und  AGB  in  Bezug  auf 
diese  Seiten. 
Sie  sind 

\  {AB  +  CD)  l%,x^\AB,h.^h  +  \CD.h.ih 
i  {AB  +  CD)h.  x^  \AB  ,h  ,ih-^\QD  ,h,\h 
worin   h  den  Abstand  der  parallelen  Seiten  bedeutet    Sie  geben  das  gesuchte 
Verhältniss 

Ä        \AB-\-OD       HE 
x^  AB  +  \0D''  FJ' 
welche  Gleichung  leicht  constmirbar  ist. 
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4.  Der  homogene  Ereisseotor  und  das  homogene  Kreissegment. 
Zerlegt  man  den  Sector  durch  unendlich  nahe  Radien  in  Elementarsectoren  und 
wendet  auf  sie  den  Satz  über  den  Massenmittelpunkt  der  Dreiecksflache  an,  so 
ergibt  sich,  dass  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  Elementarsectoren  einen 
Kreisbogen  vom  Radius  fr,  der  Sehne  fc  und  der  Länge  ^8  bilden,  wenn 
r,  c,  8  Radius,  Sehne  und  Bogenlänge  des  Sectors  sind.  Denkt  man  sich  in  den 
Punkten  dieses  Kreisbogens  die  Masse  der  Elementarsectoren  vereinigt,  imd  sucht 
den  Massenmittelpunkt  desselben,  so  ist  dieser  zugleich  der  Massenmittelpunkt  des 

CT 

Kreissectors.  Sein  Abstand  x^  vom  Mittelpunkte  ist  daher  nach  §.  2,  Nr.  S.Xi  =»  f  — • 

8 

r  14 

Für  den  Halbkreis  ist  rc,  =  |  —  ,  approximativ  gleich  —  r. 

Für  das  Kreissegment  setze  man  die  Summen  seines  Momentes  und  des  Momen- 
tes des  Dreiecks,  welches  das  Segment  zum  Sector  ergänzt,  gleich  dem  Momente 
des  Sectors ,  die  Momente  genommen  auf  den  zur  Mittellinie  der  Figur  senkrech- 
ten Durchmesser  des  Kreises.  Ist  a  die  Höhe  des  Dreiecks,  so  sind  die  Flächen 
der  drei  Figuren  ^r»,  \  ac^  iC***  —  c^c)  ^^^  ^i®  Abstände  ihrer  Massenmittel- 

C  T 

punkte  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  f  — ,  i  a,  Xi  \md  folglich  ist  dieGleichimg 

8 

der  Momente 

i  r^c  —  ^  a^c  =»  ^(rs  —  ac)  x^  woraus  «j  =»  |  c 


r8  —  ac 


i 


r«  —  ac 


5.  Massenmittelpunkt  eines  beliebig  begrenzten  krummen  oder 
ebenen  Flächenraumes,  ht  dto  ein  Flächenelcment ,  welches  den  Punkt 
(Xy  y,  z)  enthält,  so  ist  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  und  der 
specifisohen  Masse  q  als  gegebener  Function  zweier  derselben,  das  Massenelement 
der  Fläche  dm  =»  Qdco  und  sind  seine  Momente  xdm  «=  gxdm,  ydm  =  ^ydco^ 
zdm  =s  f^zdm  in  Bezug  auf  die  Ebenen  der  yz^  zx^  xy.  Hiermit  erhält  man  für 
die  Masse  m  und  die  Momente  mXi,  my^^  mz^  des  ganzen  Flächenstückes: 


Fig.  40. 


m=^Jqdm^      mxi  ^^jQxdto,      my^  =^  jqydoi^      mZi  «^jQzdwj 
wo  die  Integralzeichen  Doppelintegralo  bedeuten  und  do,  x^  y,  z^  ^  durch  die  nach 
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Zweckmäasigkeitsrücksichten  zu  wählenden   Grnndvariabelen   auszudrücken    sind. 
Die  Integrationen  sind  über  den  ganzen  Flächenraum  auszudehnen. 

Ist  U  =»  0  die  Gleichung  der  Fläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x^y^  z 
und  ist  $  {x,  y)  '^  0  die  Gleichung  der  Projection  des  Bandes  des  Flächenstückes, 
dessen  Massenmittelpunkt  zu  suchen  ist,  auf  die  xy-Ehene,  so  hat  man  (Fig.  iO), 
wenn  or,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  Normalen  der  Fläche  im  Punkte  {x,  y,  z)  sind: 

dx  dy    cos  a       cos  ß       cos  y  1 


dm 


und  also 


cos  y  '    dU_        dU_         dU_        [ (^Jl\  4.  (^X 
dx  ' 


'dy  dz  l\dx)   '^\dy)   ^  \dz  )  ] 


my^ 


X»    y»  «I    y» 

r [\Bdxdy  '^^^     /^  /^oRxdxdy 

*i     Vi  «1     Vi 

*2     y»  «a     y» 


qRz  dx  dy 
~~dÜ 


dz 

«I   yi  an   Vi 

wo   i?  =  I  f  ^\'  4-  /"^V  +  /^-~^n* ,   z  mit  Hülfe  von  U  =^  0  zu  elimini- 


-  -  m + (If)' + ©T  • 


ren  ist,  und  die  Grenzen  y^,  y,  aus  der  Gleichung  ^  «=  0  f ür  beliebiges  x  und 
die  Grenzen  xo  »x  ™it  Hülfe  der  äussersten  Tangeuten  sich  ergeben,  welche  man 
parallel  zur  y-knQ  an  die  Curve  $  =  0  legen  kann.  Je  nach  der  Gestalt  des 
Bandes  ^  =  0  hat  man  die  Integrale  zu  spalten. 

Stellt  man   die  Gleichung  der  Fläche  unter  der  Form  dar:   z  =  f{x^  y\  so 
wird  LT  =  ;5  —  /"  (rc,  y)  =  0  ;  man  hat 

dx  dx  dx"*  dy  dy     dz 

und  wenn  man  abkürzend 


setzt 


d  z  __        ^  z  __ 
dx^^'  dy^^ 


1 

cos  y  =  — 


|/l  +  p'  +  q' 
Damit  erhält  man 

^  y^  ^  y^ 

m  = 


=  jj  Qdxdy  V  1  +  P'  +  a',    nix,  =    /  /  qxdxdy  >/~l  +1>*  +  «', 


Xi    Vi  a?i    yi 

/*   /•  i 


Vi  ^  I  I  qydxdy  ^1  +  i>*  +  2*,   "*^i  ""   /  /  Q-a^^-^^^y  V'l'+'y  +  2'» 

Für  ebene   F^henrikune  wähle  man  die  Ebene  derselben  zur  a;y- Ebene, 
dann  sind  z^  Zi  Null,  cos  y  — i  1,  dC«  — i  dx  dy  und  erhält  man: 
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^^  "^    r    f    ^^*^^y  ^      mxi  =    i   I  Qxdxdy,    my^  ^    j    l  qydxdy, 

*i    Vi  «1     Vi  «i     Vi 

Für  homogene  ebene  Flächen  wird  m  =^  qSl^  wenn  Sl  die  Grösse  des  Flächen- 
raumes ist;  daher  fällt  q  aus  der  Betrachtung  heraus  und  bleibt: 


a 


/*/*  r/"  rv 

=^      i    i   dxdy,    fla?!  ==    I    I   xdxdy ,      Sly^  ^    j    j   ydxdy , 


*i   Vi  *i   Vi  *i   yi 

wobei  man  die  Integration  nach  y  sofort  ausfuhren  kann,  so  dass  man  erhält: 

«»  *i  «a  • 

ß  =    i  in  —  Vi)  ^^1    ^«1  =    /^(y*  --  yi)  «'^^     -ßy!  =»  i   /  (y.  —  yi)  <^«- 
«1  *i  «1 

6.  Für  die  homogene  Fläche  der  Parabel  y^  =»  ^px^  begrenzt  von  der 
Aze,  einer  Ordinate  y  und  dem  Bogen  vom  Scheitel  an  gerechnet  wird 

yj  =,  0,    a  =  J  a;y,    ÄrCi  =  i  x'y,    Sly^  =-  {  xy,    also    a?!  =  |  a:,,    ^i  =  #  y. 

7.  Zu  finden:  a)  den  Massenmittelpunkt  eines  elliptischen  Segmentes  (mit 
Hülfe  schiefer  Coordinaten,  deren  Richtungen  parallel  und  conjugirt  zur  Sehne 
sind);  5)  den  Massenmittelpunkt  der  halben  und  ganzen  CycloKdenfläche;  c)  den 
Massenmittelpunkt  der  ganzen  und  halben  Fläche  des  Ovals  r  =^^a  cos'^. 

8.  Für  Polarcoordinaten  in  der  Ebene,  Badiusvactor  r  und  Polarwinkel  tp 
hat  man  zur  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  ebener  homogener  Flächen- 
räume, da  rdrdtp  das  Flächenelement  dto^  x  =a  r  cos  tp^  y  =»  r  an  tp  ist: 

Sl  ''^'JJ  rdrd(py    Slx^  ^^  JJ  **'  ^®®  ^  drdtp,     Sly^  '^JJ  **'  *^°  ^  drdtp, 
wo  die  Inte£prationen  über  die  ganze  Fläche  Sl  auszudehnen  sind. 

Ist  Sl  ein  Sector,  begrenzt  von  zwei  den  Winkeln  ^q,  ^  entsprechenden  Badien- 
vectoren  und  dem  zwischenliegenden  Bogen  der  Curve  r  =»  f((p)i  so  wird 

Sl  s=i  \    I  r*d(py     ÄiCj  =  i    jr^  cos  (fdtpj      ßyi  =*  i    I  r*  sin  ydy. 

9.  Für  ein  homogenes  Stück  Sl  einer  Rotations  fläche,  begrenzt  von  zwei 
Kreisschnittsbogen  senkrecht  zur  Rotationsaxe  und  zwei  Meridianbogen,  nehmen 
wir  diese  Axe  zur  z-Axe  und  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  ihr  die  Polarcoordi- 
naten r,  tp  mit  dem  Pol  auf  der  Aze  und  sei  z  «i  F(r)  die  Gleichung  der  Fläche 
in  den  gemischten  Coordinaten  r,  (p,  z.  Das  Flächenelement  dm  ist  ein  unendlich 
kleines  Rechteck,  gebildet  vom  Bogenelement  rdtp  des  Parallelkreises  und  dem 

Bogenelemente  (dr*  -\-  dz^  des  Meridians  und  also 

d«  —  r  (dr"  +  dz^^  dtp  «^  ^  (r)  rdrdtp,   wenn  ^  ix)  =  [I  +  F\tY]^ 
gesetzt  wird.    Man  hat  daher,  wenn  9  =s  o,  qp  s=a  9  den  begrenzenden  Meridia- 
nen, r^  fi  den  begrenzenden  Farallelkreisen  entsprechen: 

r  ^     r  r 

Sl  w^  tp   j   fif(r)rdrt     Sl  *  x^  =»  l   j  it>(r)r*  cos  tpdrdtp  =  sin  qp    1   ip{r)r'^dr^ 

r©  0   r©  Tq 
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«■l'i  =•    /  /  if{r)T*  laa  tpdrdip  ^  (l  -  ctm  q>)  j  ^(r)r*dr 

fl.e,— «p   1  F(r)^(r)Tdr. 
Für  dcD  Kotationakegel  £  ^-^  r  wird 

Fflr  die  KugelmQtie  f ■  -|-  r'  ^  a*  erhält  man  z,  ^  a  —  ^  h,  wenn  h  die 
nahe  derselben  ist ,  d.  h.  ihr  MasseomittelpuDki  liegt  in  der  Hitte  ihrer  HOhe. 

10.  Rotirt  ein  ebener  FlächeDmum  St  um  eine  Axe  seiner  Ebene,  die  wir  als 
:e-Aie  aaseben  wollen,  so  erzengt  er  beim  vollen  Umschwnnge  dos  Volntnea 
V  =  Tf  J  (y  —  1/*)  dx,  wo  y,  y  die  beiden  Ordinateu  der  rotirenden  Corre 
sind,  y  ist  Null,  wenn  die  lotirendo]  Fläche  von  der  Aze  begrenit  wird.  Für 
die  Ordinate  y,  des  Uassenmittelpanktea  S  ist  St  .  y^  i^  i  J  {T'  —  y*)  dx 
(8.  N.  b)  und  daher  V  •=  Sxy,  .  ß  d.  h.  das  Volnmen  eines  Rotationskör- 
pers wird  erhalten,  wenn  man  die  rotirende  Fläche  mit  dem  Wege 
ihres  Massenmittelpunktes  multiplicirt  Der  Satz  gilt  auch  für  Theilro* 
tationen.  Im  Falle  die  Aze  den  Ftächenranm  schneidet,  ist  Vorsicht  nOthig,  um 
das  gewQnschte  Volumen  richtig  zu  erhalten.  Der  Satz  wird  gleichfallt  Guldin 
sngeschrieben  wie  der  frühere,  er  gebührt  aber  Pappaa.  Er  ist  derselben  Er- 
Weiterung  ^hig,  wie  jener.  Da  in  ihm  drei  QrOssen  V,  Ü,  y,  vorkommen,  so 
kann  jede  von  ihnen  gefunden  werden,  wenn  die  beiden  anderen  gegeben  sind. 

Welche  Lage  man  auch  der  Fläche  R  vor  der  Rotation  geben  mag,  bei  anver- 
ändertem Abstände  ihres  Mi^enmittelpunktes  von  der  Aie  bleibt  das  erzeugte 
Volnmen  dasselbe. 

§.  4.    Massenmittelpunkt  von  EOrperräumen. 

1.  Das  homogene  Parallelepiped.  Betrach- 
tungen derselben  Art,  wie  §.  3  Nr.  1  führen  ed  dem 
Satze,  daas  der  Massonmittelpnnkt  mit  dem  geometri- 
schen Mittelpunkte  zusammenfällt  und  zugleich  der 
Massenmittelpunkt  der  acht  Ecken  ist,  wenn  diese  von 
gleicher  Masse  angenommen  werden. 

2.  Das  homogene  dreiseitige  Priima. 
ABCÄ'S'C".  (Fig.  41.)  Der  Mittelqnerschmtt 
A'B'C  und  zwei  Farallelebenen  zu  den  Seitenfiächen, 
welche  diese  halbiren,  zerlegen  das  Prisma  in  \  ihm 
ähnliche  unter  sich  congmente  dreiseitige  Prismen  und 
ein  Parallelepiped.    Sind  p,  q,  r,  q,  r,  s  die  Abstände 

lig'  41.  der  MaBsenmittolponkte  des  ParaUelepipeds,  der  vier 

kleineren  Priomen  und  dee  QesunmtpriunM  o,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c",  .  .  . 
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die  der  übrigen  Punkte   der  Figor  von  einer  beliebigen   Ebene ,   so   hat   man, 
wenn  die  Masse  eines  der  4  Prismen  als  Einheit  gilt,  die  Gleichung  der  Momente 

^P  +  2  +  2  +  ^  +  ^'  =  8* 
nnd  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Prismen  und  nach  Nr.  1  dieses  §. 

q  —  a  =»  r  —  e  ^^  q  —  a  =  r  —  c  =  J  (s  —  «) ,  1>  =  i  (&'  +  e). 

Eliminirt  man  hiemit  a,  &,  c,  e,  j),  g,  g ,  r,  so  bleibt,  da  4|)  =»  25'  +26 
=  26'  +  a  +  c',  g  +  2  +  r  +  r  =  2s  —  2a  +  (a  +  e)  +  (a  +  <?)  =  2«  —  2a 
+  2  (a  +  c)  =  25  +  2e  =  2«  +  a  +-  c  ist,  s  =  ^  (a  +  6'  +  c'),  d.  h.  der 
Massenmittelpunkt  des  Prismas  ist  der  Massenmittelpunkt  seines 
Mittelquerschnitts.  Da  a'  =  ^  (a  +  ^  )»  6'  =  -^  (6  +  ^  )»  c'  =  i  (^  +  ^') 
ist,  80  kann  man  auch  setzen  5  =»  ^  (a  +  6  +  c  +  a"  +  ^    +  ^  ')• 

3.  Das  homogene  Tetraeder.  (Fig.  42.)  Drei  durch  die  Mitten  der  sechs 
Kanten  geführte  Ebenen  EFG,  EGHK,  ERJ  zerföllen  dasselbe  in  zwei  ihm 
ähnliche,  unter  sich  congruente,  Tetraeder  und  zwei  gleiche  dreiseitige  Prismen. 

Jedes  der  letzteren  ist  dreimal  so  gross  als  eines 
jener  Tetraeder  und  jedes  von  diesen  ist  ^  des  Gan- 
zen. Sind  P,  Q,  22,  8^  T  die  Massenmittelpunkte  der 
beiden  kleineren  Tetraeder,  der  beiden  Prismen  und 
des  Gesammttetraeders,  so  hat  man,  wenn  die  kleinen 
Buchstaben  wieder  die  Absi&nde  der  gleichnamigen 
Punkte  von  irgend  einer  Ebene  bedeuten: 

8*  =|)  -}.  2  -f-  8r  +  3s 
p  —  a«=«g— c  =  ^(i  —  a) 
r^^ip  +  e  +  f+g  +  h  +  k) 

Hieraus  erhält  man 

l>  +  2=-*  +  « 

6r  +  6s  =  6  +  c  +  2e  +  f+  2^  +  2Ä  +  2Ä;  +  i 

oder  da 

2«  =  a  +  d,  2p  =  c  +  d,  2Ä=  6  +  c,  2Ä  =  a  +  6,  /"  +  i  =  ^  (a  +  6  +  c  +  d) 


ist: 


oder 


2(l>  +  «)  +  6(r  +  »)=»3(a  +  6  +  c  +  d[)  +  *(o  +  t  +  c  +  d) 


16«  «  2«  4-  i  (a  +  6  +  c  +  d) 


Lftsst  man  die  Ebene  mit  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders  zusammenfallen,  so 
folgt,  das8  der  Massenmittelpunkt  in  {  der  zugehörigen  Höhe  Yon  dieser  Seiten- 
fläche absteht.  Legt  man  de  diurch  eine  Kante  und  die  Mitte  der  Gegenkante, 
80  wird  t  a-i  0,  also  der  Massenmittelpunkt  der  Schnittpunkt  aller  solcher  Ebenen. 
HierauB  folgt,  dass  er  in  der  Verbindungslinie  der  Mitten  je  zweier  Gegenkanten 
Hegt.  Daher  ist  er  der  Mittelpunkt  des  Parallelogpramms  EOHK.  Die  drei 
Ebenen,  welche  durch  die  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  und  die 
Mitten  ihrer  Gegenkanten  gehen,  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  jene 
Ecke  mit  dem  Massenmittelpunkte  der  ihr  gegenüberliegenden  Fläche  yerbindet 
In  dieser  Geraden  liegt  der  Massenmittelpunkt  des  Tetraeders  und  da  er  um  \ 
der  Hohe  von  der  Fläche  absteht,  so  theilt  er  jene  Verbindungslinie  im  Verhält- 
niii  1  :  3  und  ist  mithin  der  Punkt,  von  welchem  aas  da^Tetraeder  in  vier 
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gleich   grosse  Tetraeder   dorch  Ebenen  zerlegt  werden  kann,   welche  dnrch  die 
Kanten  gehen. 

Die  hier  erläuterte  Methode  der  Massenmittelpunktsbestimmnng  des  Prisma's 
und  des  Tetraeders,  sowie  früher  des  Parallelogramms  nnd  Dreiecks  ist  yon 
Poinsot  in  seinen  ElSmens  de  statique^  sowie  von  Möbius  in  seinem  Lehrbuch 
der  Statik  gelehrt  worden.  Sie  hat  den  Vorzug  grosser  Allgemeinheit  und  führt 
zu  einer  Menge  von  Specialsätzen,  sobald  man  die  Ebene,  in  Bezug  auf  welche 
die  Momente  genommen  werden,  mit  dieser  oder  jener  ausgezeichneten  Ebene  der 
Figur  zusammenfallen  lässt.  Für  die  hier  behandelten  Formen  war  der  Abstand 
des  Mittelpunktes  des  mit  homogener  Masse  erfüllt  gedachten  Körpers  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Abständen  der  Ecken,  d.  h.  der  Massenmittelpunkt  des 
Körpers  war  zugleich  der  Massenmittelpunkt  seiner  gleichmassig  gedachten  Ecken. 
Diese  Eigenschaft  besitzen  yerhältnissmässig  wenige  ebenflächig  begrenzte  Formen. 

Der  Satz  Tom  Massenmittelpunkte  des  dreiseitigen  Prismas,  dass  er  der 
Massenmittelpunkt  des  Mittelquerschnittes  ist,  gilt  offenbar  auch  für  jedes  yiel- 
seitige  Prisma  und  für  jeden  Gylinder  als  Grenze  eines  solchen.  Ebenso  gilt 
der  Satz  über  den  Massenmittelpunkt  des  Tetraeders,  dass  er  die  Verbindungs- 
linie des  Massenmittelpunktes  der  Grundfläche  mit  der  gegenüberliegenden  Spitze 
im  Verh&ltniss  1  :  3  theilt,  für  jede  vielseitige  Pyramide  und  den  Kegel. 

4.  Die  Auffindung  des  Massenmittelpunktes  homogener  Figuren  wird  oft  sehr 
erleichtert  durch  die  Anwendung  der  folgenden,  bereits  §.  3.  angedeuteten  Sätze, 
welche  wir  hier  für  continuirliche  Systeme  ausführlicher  besprechen  müssen: 

a)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  eine  Symme- 
trieebene, so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  ihr.  Eine  solche  Ebene  be- 
sitzt nämlich  die  Eigenschaft,  dass  eine  Senkrechte  in  irgend  einem  Punkte  auf 
ihr  errichtet,  diesseits  imd  jenseits  vom  Fusspunkte  bis  zum  Schnittpunkte  mit 
der  Fläche  gleiche  Länge  hat.  Legt  man  daher  ein  System  von  Parallelebenen, 
welche  in  unendlich  kleinen  Abständen  aufeinanderfolgen,  senkrecht  zur  Symme- 
trieebene und  schneidet  dies  System  durch  ein  anderes  von  derselben  Beschaffen- 
heit, so  zerfällt  der  ganze  Raum  und  folglich  auch  die  Partie  desselben,  welche 
den  fraglichen  Körper  bildet,  in  unendlich  schmale  prismatische  Säulchen,  senk- 
recht zur  Symmetrieebene  und  diesseits  und  jenseits  derselben  gleich  lang.  Zer- 
schneidet man  dieselben  durch  ein  drittes  System  Ebenen  parallel  der  Symmetrie- 
ebene geführt,  in  unendlich  kleine  rechtwinklige  Parallelepipede ,  so  haben  diese 
paarweise  gleiche  und  entgegengesetzte  Abstände  von  der  Symmetrieebene  und 
da  sie  von  gleicher  Masse  sind,  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  in 
Bezug  auf  sie.  Daher  ist  die  Summe  der  Momente  der  Massen  des  ganzen  Kör- 
pers bezüglich  der  Symmetrieebene  gleich  Null  und  geht  sie  folglich  durch  den 
Massenmittelpunkt. 

b)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  eine  Dia* 
metralebene,  so  enthält  diese  den  Massenmittelpunkt  desselben.  Eine 
Diametralebene  halbirt  ein  Sehnensystem  von  bestimmter  Richtung  (die  Symme- 
trieebene ist  eine  Diametralebene,  welche  das  ihr  zugeordnete  Sehnensystem 
rechtwinklig  halbirt).  Der  Beweis  des  Satzes  wird  wie  der  des  vorigen  geführt^ 
die  beiden  ersten  Ebenensystemc  laufen  der  Sehnenrichtung  parallel  und  besteht 
der  ganze  Unterschied  vom  vorigen  Falle  darin,  dass  sie  schräg  auf  der  Diame- 
tralebene stehen. 

c)  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  eine  Symmetrieaxe,  so  eni> 
hält  diese  den  Iftassenmittelpunkt.    Eine  Symmetrieaxe  ist  eine  Gerade  Ton 
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der  Eigenschaft,  dass  jede  zn  ihr  senkrechte  Gerade  die  Fläche  in  zwei  Ponkten 
trifft,  welche  diesseits  nnd  jenseits  vom  Fnsspunkte  gleichweit  abstehen.  Legt 
man  durch  eine  solche  Axe  eine  Schaar  Ebenen,  welche  unendlich  kleine  Winkel 
aufeinanderfolgend  miteinander  bilden  und  schneidet  dieselbe  mit  einer  zweiten 
Schaar  Ebenen,  welche  zur  Axe  senkrecht  sind,  so  zerfällt  der  Körper  in  unend- 
lich schmale,  paarweise  gleiche  keilförmige  Scheitelräume.  Ein  System  von  Ereis- 
cylindem,  deren  gemeinsame  Axe  mit  der  Symmetrieaxe  zusammenfällt,  zerlegt 
diese  Keile  in  unendlich  kleine,  paarweise  von  der  Axe  gleichentfemte  Elemente. 
Die  Massenmittelpunkte  aller  Paare  solcher  Elemente  liegen  in  der  Axe,  mithin 
auch  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen. 

d)  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  einen  Mittelpunkt,  so  ist 
er  zugleich  der  Massenmittelpunkt.  Ein  Mittelpunkt  halbirt  alle  durch 
ihn  hindtunchgehende  Sehnen  der  Fläche.  Zieht  man  durch  denselben  eine  belie- 
bige Gerade  und  legt  um  sie  eine  Schaar  gerader  Kegelflächen  concentrisch  mit 
der  Fläche,  so  zerlegen  sie  den  Körper  in  unendlich  dünne  gleiche  conische 
Scheitelräume;  ein  durch  die  Gerade  geführtes  Ebenensystem  spaltet  diese  in 
gleiche  pyramidale  Scheitelräume  und  ein  System  Kugelflächen,  concentrisch  mit 
der  Oberfläche  des  Körpers,  zerlegt  wiederum  diese  in  paarweise  gleiche  imd  vom 
Mittelpunkte  gleich  weit  abstehende  Volumenelemente.  Da  dieselben  paarweise 
gleiche  Masse  besitzen,  so  fallen  die  Massenmittelpunkte  aller  Paare  in  den  Mittel- 
punkt und  dieser  ist  mithin  auch  Massenmittelpunkt  des  Ganzen. 

6.  Für  den  Kugelsector  ist  die  Linie  vom  Kugelmittelpunkte  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Kugelmütze  Symmetrieaxe  und  enthält  folglich  den  Massenmit- 
telpunkt. Zerlegt  man  den  Sector  in  Elementarpyramiden  mit  gemeinschaftlicher 
Spitze  im  Mittelpunkte,  so  liegen  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  auf  einer 
Kugelmfitze  yom  Radius  fr,  wenn  r  den  Radius  der  Kugel  bedeutet  und  ist  der 
Massenmittelpunkt  dieser  Kugelmütze  zugleich  der  des  Kugelsectors.  Daher  ist 
nach  §.  3.  Nr.  9  a;|  =  }  r  —  ^h,  wenn  h  die  Höhe  der  Kugelmütze  ist,  oder  auch 
ajj  «a  I  (2r  —  h)  und  da  2r  —  h  ^=^  r  -\-  r  cos  «  =  2r  cos*  \  a  ist,  wenn  a  die 
halbe  Oeffnung  des  Sectors  bedeutet,  so  wird  schliesslich  x^  =»  }  r  cos'  \  a.  Für 
die  Halbkugel  ist  a  =»  ^  ^,  mithin  der  Abstand  ihres  Massenmittelpunktes  vom 
Kugelmittelpunkte  Xi  ^^  %  r. 

Für  das  Kugelsegment  nehme  man  die  Momente  des  Sectors,  des  Kegels 
nnd  des  Segmentes  in  Bezug  auf  die  zur  Symmetrieaxe  senkrechte,  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  Ebene  und  setze  die  Summe  der  beiden  letzteren  Momente 
gleich  dem  ersteren.  Nun  sind  die  Volumina  des  Sectors,  Kegels  und  Segmentes 
i  nr*  h  (Product  aus  dem  Inhalte  der  Kugelmütze  2n  rh  nnd  |  r), 

i  «Ä  (r  —  h)  (2r  —  h) 

(die  Grundfläche  ist  n  {2r  --  h)  h),  |  nh*  {Sr  —  h)  (Differenz  zwischen  Sector  und 
Kegel)  und  die  Abstände  ihrer  Massenmittelpunkte  vom  Kugelmittelpunkte  sind 
}r  —  i^  i(f  —  ^)9  ^1  ^^^  hiermit  wird  die  Gleichung  der  Momente: 

ijrr«Ä.f(2r  — Ä)=-i«Ä(r  — /i)(2r  — Ä).H^  — Ä)+i«/i«(8r  — Ä)  .iCj, 

woraus  folgt: 

_  ,  (2r  -  />)« 

6.  Um  die  Coordinaten  ^i,  t/i,  r  des  Massenmittelpunktes  eines  beliebigen  Körpers 
ta  finden,  neidx  dy  dz  das  am  Punkte  {xyz)  im  Innern  des  Körpers  liegende  Voln- 
menelemttit, mithin  ^dxdydz seine  Masse  nnd  ^xdxdydz^^ydxdydz^  ^zdxdydz 
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seine  Momente  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen.  Integrirt  man  diese  ^ier 
Differentialien  dritter  Ordnung  nach  z  zwischen  zwei  Grenzen  /,  e\  welche  sich 
aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  des  £öq)ers  ergeben,  so  erhält  man  die  Masse 
und  die  Momente  einer  unendlich  schmalen  Säule  des  Körpers  vom  Querschnitte 
dx  dy  und  der  Höhe  z"  —  z\  Integrirt  mau  hierauf  die  so  gewonnenen  Besal- 
täte,  welche  Differentialien  zweiter  Ordnung  sind,  nach  y  zwischen  den  Grenzen 
y\  Vi  welche  die  Gleichung  der  Protection  der  Oberfläche  des  Körpers  anf  die 
o; 2^ -Ebene  gibt,  so  findet  man  die  Masse  und  die  Momente  einer  dünnen  Lamelle 
von  der  Dicke  dx^  parallel  der  i/^- Ebene.  Durch  eine  abermalige  Integration 
nach  X  zwischen  den  Grenzen  x ^  x\  welche  durch  die  äussersten  Berührung^be- 
nen  der  Oberfläche  auf  der  :i;-Axe  bestimmt  werden,  welche  man  parallel  zor 
y^-Ebene  legen  kaun,  erhält  man  endlich  die  Masse  M  des  ganzen  Körpers  und 
die  Momente  Mx^^  ^^Viy  ^^i  bezüglich  der  drei  Coordinatenebenen.  Daher  be- 
stehen für  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  die  Gleichungen: 

x"   y"   a"  x"  y"  s" 

M  =^    j    I    j  Qdxdydz,    M.x^=^    1    I    1  Qxdxdydz, 

X     y     %'  X     y'     » 

M.y^^^    I    j    j  QydxdydZf    M.z^^=^    j    j    j  Qzdxdydz, 

X     y     a'  x^  jf      y 

Ist  der  Körper  homogen,   also  q  constant,   so  wird  M  =»  qV^  wenn    V  das 
Volumen  desselben  bedeutet  und  mithin  sind  die  Formeln: 

x"    y"    3"  x"    y"    a" 

F=     j   I   jdxdydZy      F .  a?!  =     1   j    jxdxdydz^ 

x"    y"    z"  x"    y"    z" 

^    y^  ^   I  I  I  y^^f^y^^t     V ,  2^  =   I    I    I  zdxdy  df , 

x     y      z  X     y     z 

wobei  man  die  Integration  nach  z  sofort  ausführen  kann. 

Ist  der  homogene  Körper  ein  Rotationskörper  und  die  Rotationsaxe  e.  B.  die 
a;-Axe,  so  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen  sehr  bedeutend.    In  diesem  Falle 


z"  z" 


ist  nämlich  z'  =^  —  z"  und  folglich  /  dz  =  2ä",  J  zdz  =  i  (/'■  —  ( —  «")■)  ^  0, 


y   s 


J  Jy^y^^  "^  j  y  '  2^"  «^y  =»  0,   da  jedem  Producte  2/'i/  mit  positivem  y  ein 

i;   z  y 

entgegengesetzt  gleiches  mit  negativem  y  zugehört  und  sich  folglich  die  Elemente 

V    •  P 

des  Integrales  paarweise  tilgen.     Endlich  ist  /    /  dydz  =  2j  z"  dy  der  Inhalt 


y    « 


eines  Kreisringcs  von  den  Radien  y,  y"  und  daher  gleich  n  (y"*  —  y'*).    Darcfa 
diese  speciellen  Werthe  ergibt  sich  aber  jetzt: 

x'  x" 

y-^'^  f{y'''-y"')dx,     V  .x,^n  j  xiy'-'^y^dx,    y^  ^  0 ,    j^No. 
Der  Inhalt  dieser  Formeln  leuchtet  auch  unmittelbar  ein;  y^  und  s^  sind  Nu 


i 


I.  Th.,  Cap.  VII,  §.  4.    Massenmittelpnnkt  krtimmflächiger  Eörpen^ume.  ^  97 

weil  die  x-  Axe  die  Symmetrieaxe  der  Figur  ist.    Für  y  =^  0  wird  der  Rotations- 
körper ein  Vollkörper. 

Von  den  obigen  allgemeinen  Formeln  fOLr  homogene  Körper  lässt  sich  die  erste 
nnd   zweite   für   manche   Zwecke   bequemer  schreiben.      Da   nämlich   der   Quer- 

y" «" 
schnitt  Q  des  Körpers  senkrecht  zur  x-Axe  den  Inhalt  hat:  Q  =  J  J  dydg^  so 
wird  hiermit  y    *' 


x" 


/«"'• ""-/' 


Qxdx. 


7.  Wir  wollen   diese  letzte  Bemerkung  benutzen  für  die  Bestimmung  des 

Massenmittelpunktes  eines  parallel  abgeschnittenen  Kreiskegels.    Da  jede 

durch  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Grundflächen  gelegte  Ebene  eine 

Diametralebene  ist,   so  liegt  der  Massenmittelpunkt  auf  dieser  Verbindungslinie. 

Nehmen   wir  also  die  Kegelspitze  als  Coordinatenursprung  imd  das  Perpendikel 

auf  die  Grundflächen  zur  Richtung  der  a;-Axe,  so  hat  man,  wenn  h,  h'  die  Abstände 

der   Grundflächen   yon   der  Spitze,  B  der  Querschnitt  für  /t,    Q  der  Querschnitt, 

O        aj* 
entsprechend   einer    beliebigen  Abscisse   x  ^   ist:  \=^  j-i  (wegen  der  Aehnlich- 

keit  der  Kreisschnitte),  mithin  Q  =»  —  x'^  und  daher: 

h  h 

V=^J  Qdx^^^,(h'-  h'%     V.x,=^fQxdx  =  i^,  {h'-h'% 

h  h 

folglich  h*  —  h'^ 

«1  =  J  ^a  _  J^'3 ' 

Hieraus  ist  leicht  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  den  Grundflächen  und 
das  Verhältniss  zu  entwickeln,  nach  welchem  er  die  Höhe  theilt. 

8.  Massenmittelpunkt  einer  homogenen,  von  zwei  parallelen 
Ebenen  begrenzten  elliptischen  Platte.  Wir  beziehen  das  EUipsoid,  aus 
welchem  die  Platte  geschnitten  ist,  auf  die  den  Grenzebenen  parallele  Diametral- 
ebene als  y^er-Ebene,  indem  wir  zu  AxQn  der  y  und  z  die  Richtungen  irgend  zweier 
conjngirter  Semidiameter  a,  &,  welche  den  Winkel  m  bilden,  zur  a;-Aze  aber  die 
Richtung  des  dritten,  zu  a,  b  conjugirten  Semidiameters  c  nehmen,  dessen  Neigung 
gegen  die  ^;2r-Ebene  X  sei  Der  Massenmittelpunkt  der  Platte  liegt  auf  der  a;-Aze, 
da  jede  durch  sie  hindurchgehende  Ebene  eine  Diametralebene  ist;  demnach  bleibt 
blos  Xi  zu  suchen.    Nun  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids  in  Bezug  auf  unser  Coor- 

X^  f/'  2  ^ 

dinatensystem  -j  -h  ^2  H — i  "="  ^  ^^^  ^^^  Gleichung  des  elliptischen  Quersohnit- 

y*  z^ 

tes  Q  im  Abstände  x  wird :^^:  -  ^nr  H —  =  1.   Der  Inhalt 

dieses  Querschnittes  wird  erhalten,  wenn  man  das  Rechteck  der  Halbaxen  dessel- 
ben mit  n  multiplicirt;  dies  Rechteck  wird  aber  durch  bc  l^  —  -glsino)  aus- 
gedrückt, da  das  Parallelogramm  über  conjugirten  Semidiametern  constant  ist. 
Demnach  ist  Q  »^  nbc  (1  —  -ijsintt.    Die  Höhe  der  an  Q  anstOBsenden  unend- 
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lieh  dünnen  Lamelle  ist  dx  ein  X  und  folglich  ihr  Inhalt  nbc  an  a  nnXl^  —  ^\dx 
und  da  x  sin  X  ihr  Abstand  von  der  yz-Ehene  ist,  so  wird  ihr  Moment  in  Bezug 
auf  diese  Ebene  ^r&c  sin  co  sin^  1  1 1  —  A  xdx.  Daher  hat  man  mit  Bücksicht 
darauf,  dass  V .  .r^  sin  X  das  Moment  der  ganzen  Platte  wird : 

V  =  Ttbc  sin  CO  sin  A    I  /l A  dx^     V  .  .t,  =  nbc  sin  a  sin  A  /  ( 1  —  —A^dx^ 

unter  a  und  ß  die  Stücke  verstanden,  welche  die  Grenzebeneu  der  Platte  Yon  der 
a:-Aze  abschneiden.    Hiermit  erhält  man: 

F  =  noc  sm  cd  sm  A  — tr-„ , 

8a* 

T   .  X,  =  «üc  sm  00  sin  X  -   :  -  , ^— 

*  4  a* 

und  folglich 

^»  —  *     3a«  — ««  —  aß  —  ß* 

Diese  Formel  ist  unabhängig  von  X  und  bleibt  für  dieselben  a,  ß  für  alle  Rich- 
tungen gültig,  nach  welchen  der  Semidiameter  a  denselben  Werth  hat,  d.  h.  für 
die  Erzeugungslinien  eines  Kegels,  der  mit  dem  Ellipsoid  concentrisoh  ist  und 
durch  die  Schnittcurve  der  Fläche  des  Ellipsoids  mit  einer  Kugel  vom  RadiuB  a 
hindurchgeht. 

Für  or  =  0  und  ß  ^  a  wird  die  Platte  zum  halben  Ellipsoid,  denn  es  wird 

V  =^  ^  nabc  Bin  €0  am  X  und  ist  abc  sin  a>  sin  X  der  constante  Inhalt  des  über  den 
drei  conjugirten  Semidiametem  a,  &,  c  beschriebenen  ParallelepipedB  und  folglich 
gleich  dem  Producte  der  drei  halben  Hauptaxen  A^  B,  C;  %  nÄBC  stellt  also 
das  Volumen  des  halben  Ellipsoids  dar.  Für  Xi  hat  man  in  diesem  Falle 
o^j  =3  I  a.  Lässt  man  also  eine  Diametralebene  des  Ellipsoids  sich  um  den  Mit- 
telpunkt desselben  drehen,  so  schneidet  sie  vom  Ellipsoid  in  allen  Lagen  die 
Hälfte  ab  und  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  Hälften  liegen  auf  den  sor 
Schnittebene  conjugirten  Semidiametem  um  f  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  ab. 
Sie  bilden  daher  ein  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  Verhältniss  f  ähnliches  Ellip- 
soid. Bei  einem  schwimmenden  Ellipsoid  sind  sie  die  Schwerpunkte  der  verdräng- 
ten Flüssigkeit. 

9.  Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten ,  nämlich  des  Radiusvectors  r,  des 
Winkels  ^  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  des  Winkels  (p  zwischen  der 
Ebene  von  ^  und  der  Fundamentalebene  erhält  man  für  das  Volumenelement 

dV  =  r^  an  9"  dr  dd"  dtp 

und  da  x  =  r  cos  ^,  2^  =»  r  sin  ^  cos  9,  2:  =  r  sin  •O*  sin  qp,  so  gehen  die  Formeln 
für  die  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  über  in: 

M  =»  I  j  I  gr^  sin  ^  dr  dd"  dtp,  M  ,  x^  ^^  j  j  j  qv^  sin  ^cos-O-  dr  dd'  dy, 
•W^-yi=-/   /  f  Qr*m*4^oo%ipdrd»dip,  M  *  —  ^   /   j  qr^nn^JfhBmipdrd^d^ 
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und  bei  constanter  specifi scher  Masse,  welche  im  Allgemeinen  eine  Function 
von  r,  d'f  (p  sein  wird,  in: 

r  =    /   /   /  r«  sin  ^  dr  d*  dg),    V .  x^  =  j   j    j  r^  sin  ^  cos  »  dr  d»  dtp, 

F. 2/1=   /   /   Ir^sin^^cosydrd^dqp,     F.z,  =   /   /   j  r^Bin^^sintpdr  dJ&dtp, 

In  Bezug  auf  die  Grenzen  dieser  Integrale  sind  aber  zwei  Fälle  zu  sondern: 
1.  die  Masse  des  Körpers  enthält  den  Pol,  dann  ist  nach  &  von  0  bis  xr  und  nach 
q>  von  0  bis  2n  oder  umgekehrt  nach  d"  von  0  bis  2»  und  nach  9  von  0  bis  n 
zu  integriren  und  2.  die  Masse  enthält  den  Pol  nicht;  in  diesem  Falle  sind  die 
Grenzen  fQr  9"  und  9  nicht  constant,  sondern  hängen  von  der  Beschaffenheit  des 
Tangentenkegels  ab,  den  man  vom  Pole  an  die  Oberfläche  des  Körpers  legen 
kann.  Die  Grenzen  für  r  ergeben  sich  aus  der  Polargleichung  der  Fläche.  Hat 
die  Masse  leere  Hohlräume,  so  ist  eine  besondere  Untersuchung  hinsichtlich  der 
Grenzen  für  r  nöthig. 

10.  Conischer  Ausschnitt  einer  Kugelschicht  (Durchdringungsraum 
eines  Krebkegels  von  der  halben  Oeffnung  a  und  der  zwischen  zwei  mit  ihm  con- 
centrischen  Kugeln  von  den  Badien  Bq^  R  enthaltenen  Schicht.) 

Man  hat  hierfür,  wenn  die  Sjmmetrieaxe  Polaraxe  ist: 

ift  a  R 


/dtp   /  sin  ^  d^    1  1 
0  Äo 


r»dr  =  iÄ(Ä3-.-Ko')8in'i«. 


in  u  H 

F  .  a?i  =    /  dqp   /  sin  d  cos  »  d»    f  r^  dr  ^  {  n  {R*  —  R^*)  sin«  a 

00  Äo 


R'  -  Ro* 


nnd  mithin 

11.  Einige  Aufgaben  über  die  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  körper- 
licher jföume. 

a)  Ein  Bogen  der  Parabel  y^  =>  2px  vom  Scheitel  an  gerechnet  bis  zur  Ab- 
sciflse  a  rotirt  um  die  Tangente  des  Scheitels;  das  Volumen  und  die  Lage  des 
Massenmittelpunktes  des  Rotationskörpers  zu  finden. 

b)  Den  Massenmittelpunkt  einer  parabolischen  Platte  zu  finden,  welche  aus 
einem  Rotationsparaboloid  senkrecht  zur  Botationsaxe  geschnitten  ist  und  Basis- 
kreise von  den  Radien  a  und  b  besitzt. 

0)  Den  Massenmittelpunkt  des  hyperbolischen  Rotationskörpers  zu  bestimmen, 

welcher  durch  einen  Bogen  der  Hyperbel  y*  ■«  — ,  (as*  -|-  2  a«),  vom  Scheitel  bis 

mr  Abscisse  c  gerechnet,  um  die  reelle  Axe  erzeugt  wird. 

d)  Den  Massenmittelpunkt  des  Körpers  zu  finden,  welcher  durch  Rotation  der 
▼on  den  beiden  Parabeln  y^  ^^  2px  und  y*  =>  2p  (a  —  x)  eingeschlossenen  Fläche 
um  die  gemeinschaftliche  Hauptaxe  entsieht. 

e)  Den  Massenmittelpunkt  des  Octanten  einer  Kugel  vom  Radius  a  zu  finden. 

f)  Von  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x^  y,  z  sind 
die  Stücke  a,  &,  c,  vom  Ursprung  0  an  gerechnet,  abgeschnitten  und  ihre  End- 
punkte seien  resp.  Ä,  B,  C,    In  der  yr- Ebene  sieht  man  die  Gerade  J9C,  in  der 
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xz-Ehene  die  Gerade  AC  und  in  der  rri/-£bene  durch  B  die  Gerade  BD  parallel 
der  x-A-ie.  Eine  weitere  Gerade  QE  bewegt  sich  nun  so,  dass  sie  ateta  der 
2^^-£bene  parallel  bleibt  und  die  Geraden  AC,  BD  schneidet;  man  soll  den  Mas- 
senmittelpunkt des  Körpers  bestimmen,  welchen  die  erzengte  Fläche  mit  dem 
Octanten  der  Ilalbaxen  bestimmt,  auf  welchen  a,  hy  c  abgeschnitten  wurden. 


VIII.   Capitel. 

Quadratische  Momente.     Trägheitsmomente. 

§.  1.  Das  Product  mp^  aus  der  Masse  m  eines  Punktes  nnd  dessen 
Abstand  p  von  einem  Funkte  0  heisst  das  polare  quadratische  Moment 
oder  auch  das  polare  Trägheitsmoment  von  m  in  Bezug  auf  0  und  die 
Summe  Zm^r  der  polaren  quadratischen  Momente  aller  Punkte  eines  Systems 
in  Bezug  auf  0  das  polare  quadratische  Moment  oder  das  polare 
Trägheitsmoment  des  Systems  in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  Bereits 
Cap.  VI,  §.  6  haben  wir  gezeigt,  dass  man  eine  L&nge  a  finden  kann,  den 
Radius  des  polaren  Momentes,  so  dass  2m  .  ö*  =  ümp*  wird.  In  Ähn- 
licher Weise  nennt  man  das  Product  mq^  aus  der  Masse  m  eines  Punktes  und 
dessen  Abstand  q  von  einer  Ebene  A'  das  quadratische  Moment  von  m  in  Bezug 
auf  diese  Ebene  und  £mq^  das  quadratische  Moment  des  Systems  in  Bezug 
auf  F,  sowie  eine  Länge  i,  wofür  2m  .  i^  =  2m q^  wird,  den  Arm  dieses 
Momentes.  Endlich  das  Produkt  mr^  aus  der  Masse  m  eines  Punktes  und 
dessen  Abstand  r  von  einer  Geraden  (Axe)  h  wird  das  quadratische  Moment 
oder  auch  nach  Eu  1er 's  Vorgänge  das  Trägheitsmoment  von  tn  in  Bezug 
auf  die  Axe  h  genannt.  Die  Summe  2m  r^  der  Trägheitsmomente  aller 
Punkte  eines  Systems  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  h  heisst  das  Trägheits- 
moment des  Systems  für  diese  Axe  und  eine  Länge  x,  welche  der  Be- 
dingung gentigt  2m,7i^  =  2mr'^  der  Trägheitsradius  des  Systems  für 
diese  Axe. 

Die  genannten  drei  Momente  sind  für  positive  Massen,  welche  wir  hier 
durchweg  voraussetzen  wollen,  positive  Grössen  und  hängen  von  der  geo- 
metrischen Beschaffenheit  des  Punktsystems  (dasselbe  kann  aus  discreten 
1  ^unkten  bestehen  oder  ein  continuirliches  Gebilde,  eine  Linie,  Fläche  oder 
ein  KürpeiTaum  sein)^  von  der  Massenvertheilung  in  demselben  und  von  seiner 
Lage  gegen  den  Punkt  0 ,  die  Ebene  E  oder  die  Axe  h  ab.  Sie  sind  unter 
sich  verknüpft,  wenn  der  Punkt,  die  Ebene  und  die  Axe  in  einer  gewissen 
Abhängigkeit  stehen.  Die  Radien  a,  t^  x  sind  gewisse  Mittelgrössen;  so  z.  B. 
ist  X  ein  Mittelwerth  unter  allen  Abständen  r  der  verschiedenen  System- 
punkte von  der  Axe.  Denn  sind  Vq  und  Tq  der  kleinste  und  der  grösste 
unter  den  Abständen  r  von  der  Axe,  so  ist,  wenn  man  in  2mr^  das  einemal 
alle  verschiedene  r  durch  Tq,  das  anderemal  durch  Tq   ersetzt: 
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Um  .  Tq^  <  ümr^  <  Um  .  ro' 

und  indem  man  in  dem  Ausdrucke  £m  .  x^  der  Variabelu  x  alle  Werthe 
von  Tq  bis  Tq  beilegt,  so  folgt,  dass  es  einen  solchen  Werth  x  =  k  zwischen 
Tq  und  Vq  geben  muss,  wofür  Um  .  x^  =  2mr^  wird,  d.  h.  dass  der  Radius 
X  ein  Mittelwerth  der  Abstände  r  ist  Aehnliches  gilt  von  a  und  t.  Die 
Linie  x  gibt  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Axe  an,  dessen  Trägheits- 
moment gleich  dem  Trägheitsmomente  des  ganzen  Systems  wird ,  wenn  man 
demselben  eine  Masse  gleich  der  Gesammtmasse  £m  des  Systems  zuertheilt. 
Auch  ist  X  der  Abstand  einer  Cylinderfläche  von  der  Axe,  auf  welcher  die 
Gesammtmasse  irgendwie  vertheilt,  in  Bezug  auf  die  Axe  ein  Trägheitsmoment 
darbieten  würde  gleich  dem  Trägheitsmomente  des  ganzen  Systems.  Ebenso 
ist  0  der  Abstand  eines  Punktes  von  0  oder  der  Radius  einer  Kugelfläche 
am  0  als  Mittelpunkt,  so  dass  die  Gesammtmasse  diesem  Punkte  zuertheilt 
oder  auf  der  Kugelfläche  irgendwie  vertheilt  in  Bezug  auf  0  dasselbe  polare 
Trägheitsmoment  liefern  würde,  wie  das  System.  Aehnliches  gilt  von  i  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  oder  eine  zu  E  parallele  Ebene,  wenn  der  Punkt 
oder  die  Ebene  die  Masse  Um  enthält. 

§.  2.    Das  Trägheitsmoment  £mr^  eines   Systems  in  Bezug  auf  eine 
Axe  h  lässt  sich  bilden  mit  Hülfe  des  polaren  .quadratischen  Momentes  Zmp^ 

in  Bezug  auf  irgend  einen  beliebigen  Punkt  0  dieser  Axe 
y'^  und  des  Trägheitsmomentes  £mq^  in  Bezug  auf  die  durch 
0  gehende,  zu  h  senkrechte  Ebene.  Denn  die  Abstände 
t,  ^*2h  Q  (Pig*  4:3)  des  Punktes  von  der  Masse  m  von  der  Axe, 
dem  Punkte  0  und  der  Ebene  E  bilden  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  in  welchem  |;*  =  (/*  +  **^?  daher  ist 

£m2)^  =  Zm^  +  Zrm^ 
und 
^*8-  «•  Zf^r^  =  Zmp^  —  Zm^ . 

Das  polare  quadratische  Moment  in  Bezug  auf  einen  Punkt  0  ist 
gleich  der  Summe  des  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf  eine  durch 
0  gehende  Axe  und  des  Trägheitsmomentes  bezüglich  der  zu 
dieser  Axe  senkrechten  Ebene  des  Punktes  0;  das  Trägheits- 
moment bezüglich  einer  Axe  ist  die  Differenz  zwischen  dem 
polaren  quadratischen  Momente  bezüglich  eines  Punktes  dieser 
Aza  und  dem  Trägheitsmomente  bezüglich  der  zu  dieser  Axe  senk- 
rechten Ebene  dieses  Punktes. 

Drückt  man  die  drei  Momente  durch  die  Radien  <f,  x  und  den  Arm  i 
att8|  wofür  also 

2m.<^  =  2mp^^    Zm.%^  =  2mr^^    Um  .  i^ '^  £mq^ , 
ao  ergibt  sich 
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Es  können  also  die  drei  Linien  <f,  x,  t  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bilden, 
dessen  Hypotenuse  a  ist.  Daher  ist  das  polare  Trägheitsmoment  grösser, 
sowohl  als  das  Trägheitsmoment  für  eine  jede  Axe,  als  auch  grösser  als  das 
Trägheitsmoment  für  eine  jede  Ebene  des  Poles  0 . 

g.  3.  Die  Fundamentalaufgabe  der  Theorie  der  Trägheitsmomente 
ist  die,  das  Trägheitsmoment  eines  gegebenen  Systems  ftir  alle  Axen  des 
Raumes  zu  finden.  Wir  werden  sie  durch  Reduction  lösen,  indem  wir  zu- 
nächst zeigen,  wie  man  das  Trägheitsmoment  für  alle  Stralen  eines  Parallel- 
stralenbündels  von  Axen  bestimmt  und  wie  man  dasselbe  f(ir  alle  Stralen 
eines  Stralenbündels  bei  beliebiger  Lage  seines  Mittelpunktes  findet. 

Es  seien  /«,  //  (Fig.  44)  zwei  parallele  Axen,  r,/  die  Abstände  eines 

Punktes  von  der  Masse  m  von  diesen  Axen,  i 
der  Abstand  der  Axen.    Dann  ist 

mr'^  =  mr^  —  2mör  cos  (rö)  +  d*  .  »i, 

mithin 

Hm/^  =  Zmr^  —  2öi:mr  cos  (rd)  +  6*Zm. 

Legt  man  durch  die  Axe  h  eine  Ebene  senkrecht 
zu  tf,  so  ist  r  cos  (rd)  =  iB  der  Abstand  der 
Masse  m  von  dieser  Ebene  und 

£mr  cos  (rö)  =  £mx  =  x^Zm 

das  Moment  ersten  Grades  des  Systems  in  Bezug 
auf  diese  Ebene.    Die  vorstehende  Formel  nimmt  hiemit  die  Gestalt  an: 

ümr^  =  Umr^  —  2ÖXii:m  +  ö^üm , 

FUr  den  Fall,  dass  die  Axe  h  durch  den  Massenmittelpunkt  S  des  Systems 
hindurchgeht,  ist  Xi  =  0  und  ö^£m  d*8  Trägheitsmoment  des  Massenmittel- 
punktes, wenn  man  ihm  die  Gesanmitmasse  £m  zuertheilt,  in  Bezug  auf  die 
Axe  U  oder  also: 

Man  »ieht  hieraus: 

1.  Kennt  man  das  Trägheitsmoment  £mr^  eines  Systems  in 
Bezug  auf  eine  Axe  h  des  Massenmittelpunktes  /S,  so  findet  man 
das  Trägheitsmoment  für  irgend  einen  Stral  h'  des  Parallel- 
bUndels  von  der  Richtung  h  im  Abstände  d  von  /i,  indem  man 
AM  ümr^  das  Trägheitsmoment  ö^Hm  des  Massenmittelpunktes  in 
Bezug  auf  Ji  addirt,  wenn  man  demselben  die  Gesammtmasse  des 
Systems  zuertheilt 

2.  Alle  Stralen  des   Parallelbttndels,   welche  gleichen  Ab- 


Fig.  41. 


t 

t 
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stand  von  dem  Strale  ^  des  Massenmittelpunktes  haben,  besitzen 
gleiches  Trägheitsmoment. 

3.  Das  Trägheitsmoment  ist  für  die  Axe  h  des  Massenmittel- 
punktes ein  Minimum. 

Es  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung 

auch  dann  noch  besteht ,  wenn  die  Axe  h  zwar  nicht  den  Massenmittelpunkt 
enthält,  wohl  aber  die  Ebene,  welche  durch  h  senkrecht  zur  Ebene  (hK) 
beider  Axen  gelegt  werden  kann,  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht. 
Aehnliche  Betrachtungen  können  auch  hinsichtlich  des  Träghmtsmomentes 
£mq^  in  Bezug  auf  eine  Ebene  durchgeführt  werden.  Sind  E,  E'  zwei 
Parallelebenen,  g,  q  die  Abstände  von  m  von  ihnen  und  d  ihr  Abstand  von 
einander,  so  ist  q  =  q  —  ^,  yro  ö  nach  der  einen  Seite  von  E  hin  positiv, 
nach  der  andern  hin  negativ  gerechnet  wird.    Daher  wird 

£mq^  =  i:m^  —  2öZmq  +  ö^£m , 

£inq  ist  das  Moment  ersten  Grades  des  Systems  in  Bezug  auf  die  Ebene  E 
und  gleich  x^  Zm ,  wenn  x^  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  des  Systems 
von  E  bedeutet.  Geht  die  Ebene  E  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurch, 
80  wird  j:|  =  0  und  mithin 

Zmq^  =  Hrnq^  +  ö^£m . 

Hieraus  folgt: 

Unter  den  Trägheitsmomenten  eines  Systems  in  Bezug  auf 
die  Ebenen  einesParallelebeuenbUndels  ist  dasjenige  das  kleinste, 
welches  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes  entspricht.  In  Bezug 
auf  zwei  Ebenen  E'  in  gleichem  Abstände  diesseits  und  jenseits 
von  dieser  Ebene  sind  die  Trägheitsmomente  gleich  und  werden 
aus  dem  Trägheitsmomente  für  die  Ebene  des  Massenmittel- 
punktes erhalten,  indem  man  diesem  Trägheitsmomente  das  Träg- 
heitsmoment des  Massenmittelpunktes,  welchem  man  die  Ge- 
sammtmasse  zuertheilt,  in  Bezug  auf  die  Ebene  E'  zufügt. 

§.  4.  Da  wir  nach  dem  vorigen  Paragraphen  das  Trägheitsmoment  für  jede 
Axe  des  Baumes  zu  bestimmen  vermögen,  sobald  wir  dasselbe  für  die  ihr  paral- 
lele  Axe  des  Massenmittelpunktes  kennen,  so  bedtlrfen  wir  nur  noch  einer 
Methode  für  die  AofBndung  der  Trägheitsmomente  für  die  Axen  des  Mas- 
aenmittelpunktes.  Wir  suchen  im  Folgenden  das  Trägheitsmoment  für  die 
Axen  irgend  eines  Punktes^O  auf,  gleichviel  ob  dies  der  Massenmittelpunkt 
ist  oder  nicht. 

Ist  0  (Fig.  45)  der  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der 
jr,  y,  #,  sind  er,  /3,  y  die  Biehtungscosinosse  einer  Axe  h  des.  Punktes  0,  p  der 
Abstand  eines  Systempunktes  von  der  Masse  m  von  0,  x,  y^  s  dessen  Coor* 
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dinaten  und  q  sein  Abstand  von  der  zu  h  senkrechten  Ebene  des  Punktes 

0,  so  ist 

j)2  =  jj2  ^  y«  ^  g»^     q^^ux-^-  ßy  +  yz 

und  mithin  das  polare  TrSgheitsmoment  für  den 
Punkt  0: 

und    das    Trägheitsmoment  für  die  zu  h  senk- 
^   rechte  Ebene: 

^^  Enyf  =  c?Emx^  +  ß^Emy^  +  '^Eme' 

yie-  -45.  -j-  2ßyEmyz  -}-  "iyaEmzx  +  2aßEfnxy. 

Aus  beiden  bildet  sich  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  b  nach  der 

Formel: 

Emr^  =  Emp^  —  Emq^ , 

d.  h,  es  wird 

Ztnr^  =  (1  -  «')  -2;ma;2  +  {1  —  ß")  Emy^  +  (i  _  y«)  jj^^^« 

—  2ßyEmyz  —  2yaEmzx  —  2aßEmxy 
oder  wegen  «^  +  j3*  +  y*  =  1  und  mithin 

1    _    „*   =  (3«  +   y«,     1   _  ^8  =  /   +   «»,     1    _   /  =  «»  +  ^«, 

wenn  man  nach  a^  ß^  y  ordnet: 

£mr^  =  a^Em(f  +  z^)  +  ß^Em{z''  +  x^)  +  y^Em{ö^  -f  y") 

—  2ßyEmyz  —  2yaEmzx  —  2aßEmxy, 
was  wir  schreiben  wollen: 

Zmr^  =  Äa^  +  Bß^  +  Cy^  —  2JDßy  —  2Eya  —  2  Faß. 

Da  y^  +  ^^,  ÄT^  +  x^y  x^  +  ?/^  die  Quadrate  der  Abstände  von  m  von 
den  Axen  der  x^  y,  z  sind,  so  stellen  von  den  sechs  CoefQcienten 

Ä  =  Em{y^  +  ^0 ,  2)  =  Emyz , 
B  =  2;»n(^^  +  x^),  E  =  Emzx , 
C  =  2;w(a;^  +  y^),     F  ==  Xtna^y, 

die  drei  ersten,  A^  B^  C,  die  Trägheitsmomente  des  Systems  für  die  Coor- 
dinatenaxen  dar  und  sind  für  positive  Massen,  welche  wir  hier  voraus- 
setzen, positive  Grössen;  die  drei  letzten  D,  E^  F  wollen  wir  nach  Ban- 
kine Deviationsmomente  nennen.  Sie  können  auch  bei  Voraussetzung 
durchaus  positiver  Massen  positive  oder  negative  Grössen  sein. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Bezug  auf  einen 
Stral  h  eines  Stralenbündels  0  als  Axe  ist  eine  homogene  Funo* 
tion  zweiten  Grades  der  Bichtungscosinusse  a,  /3,  y  des  Strales 
in  Bezug  auf  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Stralen  des- 
selben Punktes  als  Coordinatenaxen;  die  Coefficienten  der  Quadrate  von 
cc,  ß,y  sind  die  Trägheitsmomente  des  Systems  für  die  Coordinatenaxen. 
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Setzen  wir  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen, 
nämlich 

80  wird  der  Ausdruck  für  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Ebene, 
deren  Normale  h  die  Richtungscosinusse  er,  /3,  y^  besitzen: 

Zmq^  =  Äa^  +  ff  ß^  +  C'y^  +  2jDßy  +  2Eya  +  2Faß, 

ein  Ausdruck,  welcher  sich  von  dem  fttr  Emi^  durch  die  Wei*the  der 
CoefQcienten  der  Quadrate  und  die  Vorzeichen  der  Glieder  mit  den  Pro- 
ducten  der  Grössen  a,  |3,  y  unterscheidet. 

Da  die  Coordinatenaxen  und  somit  auch  die  Coordinatenebenen  belie- 
big sind,  so  folgt  aus  vorstehenden  Formeln: 

^'  +  JT  +  C  =  Zmx^  +  Zmy^  -f  Smz^  =  Smp^, 
^  +  J9  -f  (7  =  2[Emx^  +  Eniif  +  Zmf?\  =  2  Smp^i 

Die  Summe  der  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  drei  zu  ein- 
ander rechtwinklige  Ebenen,  sowie  auch  die  in  Bezug  auf  drei 
zu  einander  rechtwinklige  Axen  eines  Punktes  0  bleibt  con- 
staut  für  alle  solche  Tripel  von  Ebenen  oder  Axen  dieses  Punk- 
tes. Die  constante  Summe  der  letzteren  drei  Trägheitsmomente 
ist  doppelt  so  gross,  als  die  der  drei  ersteren,  nämlich  doppelt 
so  gross  als  das  polare  Trägheitsmoment  für  den  Punkt  0. 

Femer  ist  ff  +  C  =  Ä,  C  +  Ä'  =  B,  A'  +  ff  =  C  d.  h.  die 
Summe  der  Trägheitsmomente  bezüglich  zweier  zu  einander 
senkrechter  Ebenen  ist  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  deren 
Durchschnittslinie  als  Axe. 

§.  5.  In  dem  Ausdrucke  für  das  Trägheitsmoment  Zmr^  für  eine 
Axe  und  das  Umq^  für  eine  Ebene  sind  die  drei  ersten  CoefQcienten 
Äf  Bf  C  resp.  A\  ff,  C\  welche  selbst  Trägheitsmomente  bedeuten,  für 
positive  Massen,  wie  sie  hier  immer  vorausgesetzt  werden,  positive  Grössen, 
während  die  drei  letzten  Coefficienten,  welche  aus  Deviationsmomenten 
Dy  Ey  F  gebildet  sind,  positiv  oder  negativ  ausfallen  können,  je  nach 
der  Lage  der  Coordinatenaxen.  Denn  diese  Momente,  wie  z.  B.  Zmxy 
enthalten  positive  und  negative  Elemente  mxy.  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  man  nicht  etwa  die  Coordinatenaxen  so  wählen  könne,  dass  die 
Momente  alle  drei  zugleich  verschwinden,  wodurch  die  Ausdrücke  für 

Zmr^  und  Zmn^ 

eine  wesentliche  Vereinfachung  erleiden  würden.  Um  diese  Frage  möglichst 
einfach  und  anschaulich  zu  beantworten,  wollen  wir  uns  einer  geometri> 
sehen  Interpretation  bedienen,  welche  für  die  Trägheitsmomente  für  Axen 
mcrat  von  Poinsot  angegeben  wurde. 

Auf  jeder  Axe  h,  deren  Lage  durch  die  Bichtungscosinusse  a,  ß,  y 
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bestimmt  ist,  tragen  wir  vom  Ursprünge  0  aus  nach  beiden  Seiten  eine 
Länge  OM  ^=^  q  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Trig- 
heitsmomeute  des  Systems  für  die  Axe  h  auf,  so  dass  also 


_>/ 


-g     oder     Q^Smr^  =  const 


Umr' 

wird,  wo  wir  die  Constante  noch  willkUhrlich  wählen  können.    Wählen  wir 
sie  so,  dass  mit  Hülfe  von  £mr^  =  Um .  x*. 


QK  =  £^ 

also  das  Product  aus  der  Strecke  q  und  Trägheitsradius  x  von  h  für  alle 
Axen  dieselbe  Grösse  e^  ist,  d.  h.  setzen  wir  -- — '  =  «*,  wo  e  noch  will- 
kührlich  wählbar  bleibt,  so  wird 

=  Aa^  +  Bß^  +  Cy^  —  2Dßy  —  2Eya  —  2Faß. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  q^  und  bedenken,  dass  alsdann 
ag^  ßg,  yg  die  Coordinaten  a;,  y,  z  des  Endpunktes  M  von  g  bedeuten,  so 
ergibt  sich  für  die  Fläche,  welche  sämmtliche  Punkte  M  enthält,  die  Glei- 
chung 2.  Grades 

Äx^  +  By^  +  Gz^  —  2I)yz  —  2Ezx  —  2Fxy  =  Zm  .  «*. 

Diese  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  0  zum  Mittelpunkte  hat,  be- 
sitzt drei  Hauptaxen;  wenn  wir  diese  von  vornherein  zu  Coordinatenaxen 
gewählt  hätten,  so  würden  in  der  Gleichung  die  Coefficienten  von  yz^  zx^ 
xy  nicht  vorkommen,  dieselbe  vielmehr  die  Form 

Ax^  +  By*  +  Cz^  =  Sm.B'' 

angenommen  haben,  worin  A^  B,  0  die  Trägheitsmomente  bezüglich  der 
Hauptaxen  der  Fläche  bedeuten.  Da  diese  Grössen  ihrer  Bedeutung  nach 
positiv  sind,  so  folgt,  dass  die  Fläche  ein  Ellipsoid  ist.  Die  Hauptaxen 
dieses  EUipsoids,  welches  von  Cauchy*)  gefunden  wurde,  dessen  Bedeu- 
tung für  die  Theorie  der  Rotation  Poinsot  zuerst  erkannte,  und  das  wir 
das  Cauchy-Poinsot'sche  Trägheitsellipsoid  des  Punktes  0  nennen  wer- 
den, haben  also  die  Eigenschaft,  dass  in  Bezug  auf  sie  als  Axen  der  o;,  y, 
z  die  drei  Deviationsmomente 

D  =  Zmyz^  E  =  Ztnzx,  F  ==  ümxy 

des  Systems  verschwinden.  Wir  nennen  sie  Hauptträgheitsaxen  und 
die  Trägheitsmomente  Ä^  B,  O,  welche  ihnen  entsprechen,  die  Hauptträg- 
heitsmomente des  Punktes  0.  •  Ist  0  der  Massenmittelpunkt  8  des  Systems, 


*)  Exerdses  de  Mathdmatiqnea  T.  U,  p.  »8  (18&4). 


.-:£ 
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so  nennen  wir  das  Trttgheitsellipsoid  Centralellipsoid  und  seine  Axeu 
Haupt centralaxen.    Mit  Hülfe  der  Hauptträgheitsradien  a,  &,  c,  wofür 

Ä  =  Zm  .  a^,  B  =  £m  .  h^,  C  =^  £m  ,  c^ 

sind,  nimmt  die  Gleichung  der  I^läche  die  Form  an 

a«  x^  +  h^y^  +  (^e^  =  «* 

und  wenn  man  x  =  a^,  y  =  ßg,  ^  =  y^,  «*  =  ^x  restituirt,  erhält  man 
für  den  Trftgheitsradius  x: 

und  für  das  Trägheitsmoment: 

£mr^  =  Zm  ,  x^  =  Ä^  a^  +  B^  ß^  +  C^  y\ 

Legt  man  der  willkührlich  wählbaren  Constante  e  alle  Werthe  bei,  so 
erhält  man  eine  ganze  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsoide,  von 
denen  jedes  der  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  zu  Grunde  gelegt  wer- 
den kann. 

Aus  der  Gleichung  q%  «=  £^  folgt,  dass  mit  wachsendem  Badiusvector 
Q  des  Ellipsoids  der  Trägheitsradius  x  und  mit  ihm  das  Trägheitsmoment 
Um .  x'  für  die  Axe  h ,  in  welche  g  hineinfallt,  abnimmt  und  umgekehrt. 
Wird  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  sind  die  Badienvectoren  q  senk- 
recht zur  Rotationsaxe  alle  einander  gleich;  alle  Axen  senkrecht  zur  Botations- 
axe  haben  daher  gleiche  Trägheitsmomente  imd  sind  die  beiden  Hauptaxen 
senkrecht  zur  Botationsaxe  der  Lage  nach  unbestimmt.  Wird  das  Ellipsoid 
eine  Kugel,  so  haben  alle  Axen  des  Mittelpunktes  gleiches  Trägheitsmo- 
ment; alle  Axen  dieses  Punktes  sind  Hauptaxen  desselben. 

§.  6.    Um  die  Hauptaxen  des  Cauchj-Poinsot' sehen  Trägheitsellipsoids 

U  =  Äx^  +  By*  +  Cis^  —  2Dyz  —  2Ezx  —  2Fxy  —  üm.s^^O 

zu  finden,  kann  man  ausdrücken,  dass  die  Tangentenebene  in  dem  End- 
punkte des  Badiusvectors  q  (ccßy)  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  nach  dem 
Punkte  (xyz)  auf  dem  Badiusvector  senkrecht  stehen  muss,  w^nn  er  die 
Bichtung  einer  Hauptaxe  haben  solL  Nun  sind  die  Bichtungscosinusse  der 
Normalen  des  Punktes  (xye)  der  Fläche  U  proportional  den  Grössen 

^^~=       Äx  —  Fy  —  Ez^Q  (Aa  ~  Fß  —  Ey) 

ox 

^Y"^  —  Fx  +  By  —  Dz=^q{—  Fa  +  Bß  —  Dy) 

^^-^=-Ex-I)y  +  Cz  =  Q(-Ea^Dß  +  Cy), 

und  wenn  ihre  Bichtung  mit  der  des  Badiusvectors  (a  ß  y)  zusammenfal- 
ten soll,  80  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen,  in  denen  X  einen  noch 
nnbeatimmten  Ftoporiionalitätsfactor  bezeichnet: 
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Äa  —  Fß  —  Ey  =  ktt, 

—  Fcc  +  Bß  -  I)y  =  kß, 

—  Ea  —  lJß  +  Cy  =  ky, 

Die  Bedeutung  von  A  erbellt  sofort  Multiplicirt  man  nämlich  diese  Glei- 
chungen mit  ay  ßy  y  und  addirt  sie,  so  kommt 

Ja*  +  Bß^  +  Cy  —  2I)ßy  —  2Eyce  —  2  Faß  =  k  =  Zmf^  =  U, 

es  ist  also  k  der  Werth  des  dem  Radiusvector  q  als  Axe  entsprechenden 
Trägheitsmomentes,  nämlich  k  =  £mr^  ==  H,  wo  11  abkürzend  das  Träg- 
heitsmoment bezeichnet.    Schreiben  wir  daher  die  Gleichungen  so: 

(//  —  J)  a  +  Fß  +  Ey  =0, 

Fa  -f  (//  —  B)ß  +  J)y    =  0 , 
Ect  +  I)ß-{-{U  —  C)y    =0 

und  eliminiren  a,  ß,  y^  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  drei  den  Haupt- 
axen  entsprechenden  Wcrthe  des  Trägheitsmomente  s  II  die  cubische  Gleichung: 

H--Ä       F  E 

F      JI—B       D         =0 

^:       E  D        U  -  C 

und  sobald  die  drei  Wurzeln  7/',  //",  //'"  derselben  gefunden  sind,  liefern 
die  obigen  drei  Gleichungen  die  drei  zugehörigen  Richtungen  (a'  ff  y\ 
(a '  ßf'  y") ,  («'"  /?"'  /")  der  Hauptaxen.  Die  Wuraeln  der  cubischen  Glei- 
chung sind  alle  drei  reelL  Man  sieht  dies  leicht,  indem  man  dieser  Glei- 
chung eine  etwas  übersichtlichere  Gestalt  gibt.  Man  kann  sie  zunächst  so 
schreiben: 

(JI—Ä)D       BF  BE 

EF      {II  —  B)E      BE  =0 

:        EF  BF        {II  —  C)F 

oder,  indem  man  von  der  ersten  Reihe  die  zweite  und  von  der  zweiten  die 
dritte  subtrahirt 

:  (//  —  Ä)B  —  EF,  BF  -  (II--  B)  E  0 

0  {II  —  B)  E  —  B  F,        BE  —  {II  —  C)F       =0. 

EF  BF  {II  -  C)  F—  BE  +  DE 

Dividirt  man  nun  die  erste   Colonno   mit  Z>,   die  zweite  nut  E  und 
die  dritte  mit  F  und  setzt 

EF  FI)  BE 

so  nimmt  sie  die  Form  an 
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=  0 


U—  L     M—H  0 

0         H—M    N—n 

EF  BF        „        ,,    ,    DE 

D  E  ^    F    \ 

oder  entwickelt 

EF  FD  DE 

D  ,         ~E         ,  F  ,        ^ 

L  —  H^M—H^N—H 

Diese  Form  der  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  wenn  die  Folge  der 
Grössen  X,  üf,  N  auch  die  relative  Grösse  derselben  bezeichnet,  so  dass 
L  <C  M  <C  N  ist,  die  drei  Wurzeln  zwischen 

—  cx>,  Z,  M,  N    oder     X,  Jlf ,  iV,  +  cx> 

fallen,  je  nachdem  das  Product  LMN  positiv  oder  negativ  ist,  und  mit- 
hin alle  drei  reell  sind. 

Ist  «^  rc*  +  fe*  y^  +  c^  ;e;^  ==  c*  die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids, 
bezogen  auf  die  Hauptaxen,  so  dass  also  27ni .  a^  «=  ^,  £m,h^  =  Bj 
2m  ^(?  =  C  die  Hauptträgheitsmomente  und  a,  &,  c  die  ihnen  entspre- 
chenden Trägheitsradien  sind,  so  sind  die  Halbaxen  dieser  Fläche 

iÜ.     il     il 

80  dass  also  die  grösste  Halbaxe  dem  kleinsten  Hauptträgheitsradius  und 
also  auch  dem  kleinsten  Haupträgheitsmomente ,  die  kleinste  Halbaxe  dem 
grössten  und  die  mittlere  Halbaxe  dem  mittleren  Hauptträgheitsradius  und 
Hauptträgheitsmomente  entspricht.  Man  kann  daher  zu  den  hier  entwickel- 
ten Resultaten  auch  dadurch  gelangen^  dass  man  den  allgemeinen  Ausdruck 

J7  =  ^a*  +  Bß^  +  (7/  —  2Dßy  —  2Eya  —  2Faß 

mit  Rücksicht  auf  «^  +  ^*  +  y^  *=="  ^  ^  Bezug  auf  a,  (3,  y  zu  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden  lässt.  Für  die  Ausführung  dieses  Gedankens 
wird  man  behufs  Elimination  einer  der  Grössen  a,  /3,  y  den  unbestimmten 
Factor  k  benutzen,  die  Grösse 

J7  -  A  («^  +  (3«  +  y«)  =  04  -  ^)  ««  H 

o  TT      Q  r/      Ok  TT 

nach  a,  ß,  y  differentiiren  und  -r— ,  — -: ,  -r—  gleich  Null  setzen.    Dies  führt 

da      dp     cy 

zu  denselben  Resultaten,  wie  vorher. 

§.  7.  Durch  die  Einführung  des  Cauchy-Poinsot'sche  Ellipsoids  erlangt 
die  Theorie  des  Trägheitsmomentes  einen  hohen  Grad  geometischer  Durch- 
sichtigkeit Fast  jeder  Satz  über  die  Diameter  des  Ellipsoids  liefert  die  Inter- 
pretation eines  ihm  entsprechenden  Satzes  über  Trägheitsmomente. 

Sind  q\  (f\  üf"  drei  zu  einander  senkrechte  Semidiameter  des  Ellipsoids 


110  Ort  der  Axen  gleichen  THlgheitsmomentefl.    I.  Th.,  Cap.  Vlll,  {.  7. 

80  ist  nach  einem  bekannten  Satze    -,^  H — ^t«  +  -^^t.  constant  für  alle  Lagen 

Q  9  9 

dieses  Tripels  zu  einander  rechtwinkliger  Linien.    Da  nun 

wenn  %\v!\%"  die  Trägheitsradien  für  q\  q\  q'"  als.  Axen  sind,  so  folgt, 
dass  x'*  +  ^'^  4"  *"^  ^^^  mithin  auch  H'  +  H''  -}"  ^'  constant  ist, 
wenn  n\  H'\  W"  die  entsprechenden  Trägheitsmomente  sind.  Dies  gibt  den 
schon  §.  4  bewiesenen  Satz:  Die  Summe  der  Trägheitsmomente  für 
drei  zu  einander  senkrechte  Axen  eines  Punktes  ist  constant, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  Hauptträgheitsmomente  dieses 
Punktes. 

Nach  einem  andern  Satze  ist  die  Quadratsumme  dreier  coiyugirter  Semi- 
diameter  des  Ellipsoids  constant.  Sind  also  //,  }i\  Ji"  drei  solche  conjugirte 
Axen,  x,  %\  x",  Jl\  TV\  H'"  ihre  Trägheitsradien  und  Trägheitsmomente, 
q\  q\  q'"  die  entsprechenden  Semidiameter  des  Poinsofschen  Ellipsoids,  so 
ist  q'*  +  q"*  4"  9''^  constant,  also 

;72  +  ^  +  ;7?^2  ^nd  ™iti^  ^'  +  ^Tf  +.  j2^' 

constant;  d.  h.  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Trägheits- 
momente für  drei  zu  einander  in  Bezug  auf  das  Trägheitsellipsoid 
conjugirte  Axen  eines  Punktes  ist  constant,  nämlich  gleich  der 
Summe  der  reciproken  Werthe  der  drei  Hauptträgheitsmomente 
dieses  Punktes. 

Der  geometrische  Ort  der  Richtongslinien  aller  Diameter  gleicher  Länge  2r 
eines  Ellipsoids  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  dem  Eüipsoid  den 
Mittelpunkt  und  die  Hauptaxen  gemein  hat  und  dasselbe  in  einem  sphärischen 
Kegelschnitt  durchdringt  Dies  liefert  den  Satz:  Der  Ort  aller  Axen 
eines  Punktes  von  gleichem  Trägheitsmomente  ist  ein  Kegel 
zweiten  Grades,  welcher  mit  dem  Cauchj-Poinsot^schen  Ellipsoid 
dieses  Punktes  gemeinsame  Hauptaxen  besitzt. 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  ist  a^x^  +  h^y^  -}"  ^^^  —  «*  =  0 ,  die  der 
mit  ihm  concentrischen  Kugel  vom  Radius  r  ist  x*  -}"  S'^  +  ^*  —  r*  =  0 , 
mithin  ist 

(^p>•+(^^v+e-p)'-« 

die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Erzeugimgslinien  gleiches  Trägheitsmoment 

77  =  Em  •  -5  haben. 

Ist  a<ih  <ic^  d.  h.  sind  a,  2»,  e  die  Trägheitsradien  der  grössten,  mitt* 
leren  und  kleinsten  Axe  des  EUipeoids,  und  ist  r  kleiner  als  die  mittlere  Halbaxe 
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— ,  aber  grösser  als  die  kleinste  Axe  ,  so  umgibt  der  Kegel  die  kleinste 
0  c 

Axe  des  Ellipsoids;  liegt  r  zwischen  —  und  — ,   so  umgibt  er  die  grösste 

0  a 

Axe ;  ist  aber  r  ■=  -r- ,  so  zerftült  derselbe  in  die  beiden  Ebenen 

(a«  ~  })')x'  -  (&*  —  c^);?«  =  0 

der  Ereisschnitte  des  Ellipsoids,  welche  durch  die  mittlere  Axe  hindurch- 
gehen. Lässt  man  den  Radius  r  der  Kugel  von  der  L&nge  der  kleinsten 
Halbaxe  an  bis  zur  Länge  der  grössten  wachsen,  so  erhält  man  die  ganze 
Schaar  sphärischer  Kegelschnitte  auf  dem  EUipsoid ,  durch  welche  die  Kegel 
hindurchgehen,  für  deren  Erzeugungslinien  die  Trägheitsmomente  vom  grössten 
Werthe  bis  zum  kleinsten  Werthe  herab  abnehmen. 

Um  über  die  Yertheilung  der  Axen  gleichen  Trägheitsmomentes  im 
ganzen  Baume  ins  Klare  zu  kommen,  bedenken  wir,  dass  in  der  Gleichung 
IT  =  JJ  +  Em  .  (? ,  welche  das  Trägheitsmoment  H'  für  irgend  eine  Axe  h' 
des  Raumes  mit  Hülfe  des  Trägheitsmomentes  H  der  ihr  parallelen  Axe  h 
des  Massenmittelpunktes  bestimmt,  zwei  Grössen  IT  und  d  vorkommen,  welche 
varüren  können,  ohne  dass  H'  aufzuhören  braucht,  denselben  Werth  zu  be- 
halten. Ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  h,  welche  dem 
Kegel  für  das  Trägheitsmoment  IT  angehört,  so  liegen  alle  Axen  des  Raumes, 
welche  ihr  parallel  sind  und  das  Trägheitsmoment  H'  besitzen,  auf  einem 

1  /tt^  et 

Cjlinder,  um  h  mit  demRadius  d^^y  — -; beschrieben.    Wechselt  h  seine 

Lage  auf  dem  Kegel,  so  verschiebt  sich  der  Cjlinder  im  Räume  ohne  seinen 
Radius  d  zu  ändern.  Wählt  man  einen  andern  Kegel,  welchem  ein  anderer 
Werth  von  H  zugehört,  so  ergibt  sich  eine  andere  Schaar  Cy linder.  In- 
dessen sind  die  Axen  h\  welche  ein  gegebenes  Trägheitsmoment  besitzen 
soUen,  an  gewisse  Grenzen  hinsichtlich  ihrer  Entfernung  d  vom  Massen- 
mittelpunkte gebunden.  Denn  ist  Ä  der  kleinste,  C  der  grösste  Werth,  den 
das  Trägheitsmoment  H  für  die  Axen  des  Massenmittelpunktes  zulässt,  so  sind 

der  grösste  und  kleinste  Werth ,  den  der  Abstand  d  bei  constantem  B!  an- 
nehmen kann.  Beschreibt  man  daher  mit  diesen  beiden  Längen  als  Radien 
um  den  Massenmittelpunkt  zwei  Kugelfläohen,  so  sind  die  Tangenten  dieser 
Flächen  hinsichtlich  ihres  Abstandes  die  äussersteu  Axen,  welche  das  Träg- 
heitsmoment B!  besitzen.  Zwischen  diesen  Grenzen  kann  man  der  Grösse  d 
jaden  Werth  i  beilegen,  um  sofort  eine  Schaar  Cy  linder  zu  finden,  deren  Er- 
MvgimgBlixiien  das  Trägheitsmoment  H'  besitzen  und  deren  Axen  eine  Kegel- 
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flScfae  mit  dem  Massenmittelpunkte  als  Mittelpunkt  bilden,  deren  ErzengiingB- 
linien  der  gemeinsame  Werth  //  =  IV  —  Em  .  6'  des  TrSgheitsmoinenies 
zukommt. 

§.  8.    Für  da£  Trägheitsmoment  Smq^  bezfiglich  einer  Ebene,  deren 
Normale  h  die  Bichtungscosinusse  a^ß,y  besitzt,  fanden  wir  §.  5 

ZfHq-  =  XiM  .1*  i=  ilV  +  B'ß-  +  C'/  +  2Dßy  +  2Eya  +  2Faß, 

wo  A'  =  Zwjr ,  B"  =  2:111 1/%  C  =  Zmz^  ist,  D,  17,  Faber  dieselbe  Be- 
deotong  haben,  wie  beim  Cauchv-Poinsot'schen  Ellipsoid.  TrSgt  man  nnn  Yom 
Ursprünge  0  auf  der  Normalen  h  nach  beiden  Seiten  die  LSnge  p  so  aof, 

da£s  p  =  Y  y,    "~ti  ^*  ^*  ^  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  ans 

dem  TrSgheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Ebene  wird  und  setxt   — — -  =  «*, 

const. 

so  dass  pi  =  c^  wird,  so  erh&lt  mau  als  Ort  der  Endpunkte  von  q  eine 

FlSche  zweiten  Grades,  deren  Gleichung  mit  HOlfe  von  ^a=^T^  Qß^^Sfj 

ffy  z=  r  dargestellt  werden  kann  als: 

Ar  +  ^jr  +  C'j*  +  2 1)yz  +  2Ezx  +  21Xv  =  £m  .  b* 
und  wenn  man  diese  Gleichung  auf  die  Hauptaxen  des  Canchj-Poinsot'schen 
Ellipsoids  bezieht,  wofür  D  =  F  =  F  ==  0  werden,  als: 

Sie  drückt  ein  Ellipsoid  aus.  da  Ä\  1^,  C  positive  Grössen  sind;  dasselbe 
hat  mit  dem  Cauchj-Poinsot  sehen  Ellipsoids  den  Mittelpunkt  und  die  Haupt- 
axen gemein.    Setzt  man 

A  =  Hmx^  =  Um  .  o'- ,  ^  =  Em  .  6'- ,  C  =  £m  .  c'*, 

wo  also  a\  b\  e  die  Trfigheitsarme  von  ^1'.  B\  C  beiieuten ,  so  nimmt  die 
Gleiehimg  die  Gestalt  an 

Sie  drückt  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsoide  ans,  von 
denen  jedes  ebenso  gut,  wie  das  l'auehy-Poiusot'sche  zur  Bestimmung  der 
Hauptaxen  benutzt  werden  kann.  Um  diese  Rechnung  durchzuführen,  hfttte 
mau  ähnhoh  wie  §.  0  die  Gleich uug 

r       -4  V  +  ir^r-  +  Cz-  +  ^llUi:  +  ^1K:x  +  IFxn  -  Zm  .  «*  =  0 
zu  differeutiiren  imd  das  (Tleichuugssysteni 

Ä^  +  Fß  +  Ky^Xu. 

F«+     U'ß-\-    I)y    =   Xß. 

/•;«+  i>ß  +  C'y  =  Xy 
/.u  Iwhandolu.    Mau  lindot  duivh  MultipUcHtion  mit  a,  ß^  y  und  Additioii 
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so  dass  also  l  den  Werth  des  der  Ebene,  deren  Normale  7i  ist,  entsprecben- 
den  Trägheitsmomentes  Zmq^  bedeutet. 

Zur  Auffindung  von  l  dient  die  cubische  Gleichung 

Ä'  —  l        F  E 

F      B'  —  k       D        =0, 
E  D       C  —  X 

welche  leicht  auf  die  cubische  Gleichung  in  H  des  §.  6  zurückgeführt  werden 
kann.    Denn  der  Werth  von  H  (das  dortige  X)  ist 

H=Aa^  +  Bß^  +  C/  —  2Dßy  —  2Eya  —  2Faß 

und  daher 

H+l  =  {A+  A')a'  +  (B  +  B')ß^  +  (C  +  C')/. 

Da  aber 

A  +  A'  =  Zm{y^  +  s^)  +  Hmx^  =  Zmp^  =  J5  +  i5'  =  C  +  C 

ist,  so  wird 

*  JEZ  +  A  =  ^  +  ^'  =  -B  +  jr  =  (7+C', 

also 

A'  —  l^H—A,    J5'  — X==:2r  — 5,     C'  —  k  =  H—C, 

wodurch  die  vorstehende  Determinante  in  die  Determinante  des  §.  6  über- 
geht. Die  Trägheitsmomente  für  Ebenen  wurden  von  Binet"^)  eingeführt. 
Daher  nennen  wir  das  EUipsoid  a^a?  -|-  h'^y^  -|-  c^z^  =  «*  das  Binet'sche 
TrSgheitsellipsoid. 

§.  9.  Ist  e  der  Eadius  einer  Kugel  um  einen  Punkt  0  und  bestimmt 
man  zu  allen  Punkten  M  einer  Figur  ihre  Polarebenen  fi  in  Bezug  auf  die 
Kugel,  80  umhüllen  diese  Polarebenen  eine  Figur,  welche  die  reciproke  zu 
jener  genannt  wird.  Ist  die  gegebene  Figur  eine  Fläche,  so  entspricht  ihr 
wieder  eine  Fläche.  Schneidet  die  Polarebene  fi  den  Radiusvector  OM  =  q 
des  Punktes  M  in  M\  so  dass  also  GM'  =  x  den  Abstand  der  Polarebene 
YOm  Mittelpunkt  der  Kugel  angibt,  so  ist  das  Product  q%  constant  nämlich 
^K  sa  c>  und  mithin  sind  q  und  x  einander  reciprok  proportional.  Man 
nennt  daher  die  Bildung  der  einen  Figur  aus  der  andern  die  Transformation 
der  Figuren  nach  der  Methode  der  reciproken  Radienvectoren. 

Die  reciproke  Fläche  zu  dem  Cauchj-Poinsot'schen  Ellipsoid 

aV  +  6V  +  cV  =  «* 

flc*       y*       z^ 
ist  das  Ellipsoid  -%  'h  ^  "h  ~^  '^  ^'  Denn  legen  wir  an  die  letztere  Fläche 

in  irgend  einem  Punkte  (xyz)  die  Tangentenebene,  so  ist  deren  Gleichung 

^  Memoire  sor  la  th^orie  des  axes  coxguguds  et  des  momenis  d'inertie  des 
eoxpt  (1811).    Joom.  de  TEcole  polytechn.  Cah.  XVI. 

I,  MMMBik.   I.  8 
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X  V  z 

'l4-,,w+    ^f  —  1=0,    wenn    J,  w,  f  laufende  Coordinaien   die» 

a  fr  r^ 

Kbene  bedeuten.  Demnach  sind  die  Riclitungscosinnsse  o^  ß^  y  tind  die  Lftiij 
OM'  =  X  der  vom  Ursprung  0  auf  die  Tangentenebene  gefüllten  Normale 
bostirnrnt  durch  die  Gleichungen 

aß  y  1  1 


X         y         z         (s^    ,    >/^    ,    jE?*\i ' 


e+-^+r    e+^+r 


mithin  ist 


und 


ah  '         c 


„.««  +  ,,<>^.  +  ,Y  =  g  +  j!4.^,., 


oder 


Vorlilngert  man  nun  OM'  =^  %  bis  zu  Punkte  3f,  so  dass  OM^ ,  OM^^i 

oder  also,   wenn  OM  =  q  gesetzt  wird,  x^  ==  £    und  x  «=  —  wird,   so  » 
hUU  man  ^ 

oder  weil  die  (-oordinaten  .r,  ?/,  r  des  Punktes  3f  sind:  qoc^^^Xj  ^ß==^yj  iff^^ 
J)or  Punkt  M  liegt  demnach  auf  dem  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoid 

(fX"  +  0*//^  +  CS''  =  £*. 

ÜJ  w  z 

Wegen  XQ  =  r  ist  das  Ellipsoid  -^  4"  *;v  "H  "iä  ^^  ^  diesem  also  redprok. 

Nach  §.  ö  ist  X«  =  a-a*  +  h^ß^  +  c^^  der  TrSgheitBradiiiß  ftr  dk 
Axo  dos  Punktes  0,  welche  die  Richtungscosinusse  er,  |3,  y  beaitit.  Dm 
beiden  Kllipsoide  haben  daher  die  Beziehung  zu  einander,  dass  fOr  jede  Azekdei 
gomeinsamcu  ^littolpuuktes  der  lladiusvector  OM=q  des  Gaachy-PoiiiBot^BclMn 
umgekehrt  proportional  dem  Trägheitsradius  für  die  Axe  h  ist  nnd  diB  n 
h  senkrechte  Tangentenebene  des  diesem  reciproken  Ellipsoids  auf  der  Axe  h 
dio  Strecke  OM'  abschneidet,  welche  der  Trägheitsradius  x  selbst  ist.  Wir 
sprechen  diese  wichtigen  Resultate  in  dem  Satze  aus: 

In  Hezug  auf  ein  gegebenes  System  von  Massenpunkten  gibt 
es  in  jodom  Punkte  0  eine  Schaar  ähnlicher  und  Shnlich  liegender 
Cauchy-Poinsot*seher£llipsoide,  deren  gemeinsame  AxendieHanpt* 
trägheitsaxeu  sind,  uSnilich  die  Axen,  für  welche  die  DeTiatiOBH- 
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momente  Hmye,  Zmzx^  Zmxy  verschwinden  und  ein  diesen  reci- 
prokes  Ellipsoid  von  denselben  Axenrichtungen.  Die  Halbaxen 
eines  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoids  sind   den  Hanptträgbeits- 

£2     £^     c* 

.radien   a,  5,  c  umgekehrt    proportional,   nämlich  gleich   ~»  t»  ~? 

wo  e  von  Ellipsoid  zu  Ellipsoid  variirt;   die  Halbaxen  des  reci- 

proken  Ellipsoids  sind  diese  Trägheitsradien  a,  &,  c  selbst.    Für 

irgend  eine  Axe  h  des  gemeinsamen  Mittelpunktes  0,  welche  ein 

dem  Werthe  £  entsprechendes  Cauchy-Poinsot'sches  Ellipsoid  in  M 

schneidet  und  in  ihm  den  Semidiameter  GM  =  q  bestimmt,  ist  der 

£«  c* 

Trägheitsradius  x«=  —  un  d  das  Trägheitsmoment—^j^w;  für  dieselbe 

Axe  ist  die  Strecke  OM',  welche  die  zu  h  senkrechte  Tangenten- 
ebene des  reciproken  Ellipsoids  auf /»  abschneidet,  der  Trägheits- 
radius %  selbst. 

Die  Schaar  Cauchy-Poinsot' scher  Ellipsoide  liegt  gegen  das  ihnen  reci- 
proke  Ellipsoid  so,  dass  ihre  kürzesten  und  längsten  Axen  resp.  mit  den 
längsten  und  kürzesten  Axen  dieses  zusammenfallen. 

§.  10.     Auch  zu   dem  Ellipsoid  a^oi^  +  l/^i/^  -}"  ^'*^  =  **  ^^^^   ^^ 

0^  «2  £»* 

reciproke  Ellipsoid  -t^  +  i/jr  "f*  "^  ^^  ^   gefunden  werden.    Sind  q  und  x 

in  Bezug  auf  eine  Axe  1%  der  Semidiameter  des  ersten  und  die  Strecke,  welche 
die  Tangentenebene  des  zweiten ,  welche  zu  h  senkrecht  ist,  auf  dieser  Axe 
bestimmt,  so  ist  ^x  =  i?  und  x  stellt  den  Trägheitsarm  für  die  zu  h  senk- 
rechte Ebene  des  Punktes  0  dar.  Beide  Ellipsoide  haben  dieselben  Haupt- 
axen ,  nämlich  die  Hauptaxen  des  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoids.  Man  hat 
daher  den  weiteren,  dem  vorigen  analogen  Satz: 

In  Bezug  auf  ein  gegebenes  System  von  Massenpunkten  gibt 
es  für  jeden  Punkt  0  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  liegender 
Binet'scher  Ellipsoide,  deren  Hauptaxen  mit  den  Hauptträgheits- 
axen  zusammenfallen  und  ein  diesen  reciprokes  Ellipsoid  von 
denselben  Axenrichtungen.  Die  Halbaxen  eines  Ellipsoids  der 
Schaar  sind  den  Hauptträgheitsarmen  a^h^c   umgekehrt  propor- 

6*       6*       6* 

tional,  nämlich  gleich  — ;,  —/,  ~>-i  wo  «  eine  von  Ellipsoid  zu  Ellip- 

a     }>      c 

seid  variirende  Constante  ist;  die  Halbaxen  des  reciproken  Ellip- 
soids sind  die  Trägheitsarme  a^,  V^  c  selbst.  Für  irgend  eine  Ebene, 
deren  in  0  errichtete  Normale  das  erste  Ellipsoid  iuM  schneidet 
und  in  ihm  den  Semidiameter  OM^*=^(;f  bestimmt,   ist  der  Träg- 

'  t  4 

arm  »' «* -r  und  das  Trägheitsmoment  -y^Zmi  in  Bezug  auf  die- 
9  9 

8* 
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selbe  Ebene  ist  die  Strecke  03/',  welche  die  zur  Normalen  li  sen 
rechte  Tangentenebene  des  reciproken  EUipsoids  auf/«  bestimn 
der  Trttgheitsarm  x'  selbst. 

Auch  hier  fallen  die  längsten  und  kürzesten  Axen  der  Elllipsoide  d 
Schaar  in  die  Richtungen  der  kürzesten  und  längsten  Axen  des  reciprok 
EUipsoids.    Addirt  man  die  Gleichungen 

fi^a;«  +  2/y  +  cV  =  «*     und     a'V  +  6V  +  c'^^f*  =  «* 

eines  Cauchy-Poinso tischen  und  eines  Trägheitsellipsoids  für  Ebenen,  so  erhl 
man,  da 

«2  _|.  ,,'2  =  /,2  _|.  2,-2  _  ^  ^  ^'2  _  ^'P^_  _  ^t 

das  Quadrat  des  polaren  Momentes  für  0  darstellen,  die  Gleich nng 

V 

^  +  y^  +  ^*  =  ^SJ  1 

d.  h.  je  zwei  dieser  Flächen,  entsprechend  demselben  Werthe  e,  seimeiden  sk 
in  einer  sphärischen  Curve. 

§.11.  In  jedem  Punkte  des  Raumes  gibt  es  drei  Hauptaxen;  die  Bid 
tung  derselben  und  die  Grösse  ihrer  Trägheitsradien  variiren  im  Allgt 
meinen  von  Punkt  zu  Punkt.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  diese  Aa 
derungen  erfolgen,  indem  wir  von  den  Hauptaxen  des  Massenmittelpunkte 
und  deren  Trägheitsradien  ausgehen.  Diese  Untersuchung  hängt  eng  mit  de 
Theorie  der  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  zusammen. 

Es  seien  zwei  Punkte  F^  F'  gegeben.  Es  gibt  eine  Schaar  Ellipsei 
welche  sie  zu  Brennpunkten  haben;  man  nemit  sie  confocale  Ellipsen.  Di 
Scheitel  A  ihrer  grossen  Axen  erfüllen  die  beiden  Stralen,  welche  anf  dfl 
Geraden  FF'  von  F  und  1"  aus  in  entgegengesetztem  Sinn  nach  dem  üi 
endlichen  verlaufen.  Die  Scheitel  B  ihrer  kleinen  Axen  erfüllen  die  in 
Mittelpunkte  0  von  FF'  zu  dieser  Linie  senkrechte  Gerade.  Sind  OA  ■«  a 
OB  ^=  h  die  Halbaxen  einer,  OA'  =  a,  OB'  =  h'  die  einer  andern  dieia 
Ellipsen,  so  ist  a  ^  —  h'^  =  a^  —  h^^  nämlich  gleich  dem  Quadrate  der  Exoen 
tricität  OF,  Hieraus  folgt  a^  —  «-  =  h'^  —  h^  d.  h.  für  jedes  Pa»  eos 
focaler  Ellipsen  ist  die  Quadratdiiferenz  der  grossen  Halbaxen  gleidi  d« 
Quadratdifferenz  der  kleinen  Halbaxen.  Setzt  man  den  gemeinsamen  Werll 
dieser  Differenzen  gleich  k ,  so  erhält  man  a'^  «=  a'  +  il ,  6'*  »»  ft*  + 1 
indem  man  A  variiren  lässt ,  erhält  man  hiemit  aus  den  Halhaxen  a ,  h  eine 
beliebig  wählbaren  Grundellipse  die  Halbaxen  aller  übrigen  ihr  confiMMlf 
Ellipsen.  Die  Ellipsenschaar  beginnt  mit  der  Verbindungsstreoke  der  PanUi 
F,  If"'-^  sie  stellt  die  Ellipse  dar,  deren  kleine  Axe  Null  ist, .  entqiradMd 
dem  Werthe  A  =  —  h^ .  Mit  wachsendem  k  dehnt  sich  die  EU^ae  ansy  Ab 
it  BS  0  erhält  man  die  eben  als  Grundellipse  bezeichnete  nnd  wen  1  fal  tb 
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endliche  wächst,  so  sehliesst  die  Schaar  mit  dem  unendlich  grossen  Kreise, 
der  gleichfalls  als  eine  Ellipse  der  Schaar  anzusehen  ist.    Ist 

die  Gleichung  der  Grundellipse,  bezogen  auf  die  Hauptaxen,  so  stellt 


a^  +k   '    h^  +  l 

die  Gleichung  der  ganzen  Schaar  dar;  sie  gibt  alle  einzelnen  Ellipsen  der 
Schaar,  wenn  X  von  —  h^  bis  -f"  ^^  vaiiirt. 

Die  Punkte  F,  F^  sind  zugleich  die  gemeinsamen  Brennpunkte  einer 
Schaar  confocaler  Hyperbeln.  Die  Scheitel  Ä  ihrer  reellen  Axen  erfüllen 
die  Strecke  FF\  Beschreibt  man  um  0  mit  OF  als  Radius  einen  Kreis, 
so  liefert  für  jeden  Scheitel  Ä  das  in  Ä  auf  Fi^  errichtete,  sich  bis  zum 
Kreise  erstreckende  Perpendikel  Ä  B  die  imaginäre  Halbaxe  sowie  die 
Asymptote  OB.  Die  Hyperbelschaar  beginnt  mit  den  beiden  von  F  und  F' 
nach  dem  Unendlichen  verlaufenden  Aussenstralen;  sie  stellen  eine  Hyperbel 
dar,  deren  Asymptotenwinkel  n  beträgt.  Von  da  an  erheben  sich  die 
Asymptoten  mehr  und  mehr  aus  der  Richtung  von  FF'  heraus  und  rücken 
die  Scheitel  näher  an  den  Mittelpunkt.  Die  Schaar  sehliesst  mit  der  Ge- 
raden, welche  in  0  die  Gerade  FF'  rechtwinklig  schneidet;  sie  stellt  eine 
Hyperbel  mit  dem  Asymptotenwinkel  0  dar.    Die  Gleichung 


stellt,  wenn  k  von  —  2/*  bis  —  a^  läuft,  die  Schaar  Hyperbeln  dar.  Mul- 
tiplicirt  man  sie  mit  h^-\-k  und  setzt  dann  k^=  —  6* ,  so  ergibt  sich  ^  =  0  für 
die  Punkte  der  degeneriiiten  Hyperbel,  entsprechend  dem  Asymptotenwinkel  tt, 
wie  auch  zugleich  für  die  Punkte  der  Strecke  FF'  als  degenerirter  Ellipse; 
für  A  «=  —  a^  erhält  man  ebenso  a;  =  0  für  alle  Punkte  der  Grenzgeraden 
der  Schaar.  Für  A< — a*  stellt  die  Gleichung  keine  reelle  Curve  mehr  dar. 
Die  beiden  Schaaren  confocaler  Kegelschnitte  erfüllen  jede  die  ganze 
Ebene  so,  dass  durch  jeden  Punkt  derselben  sowohl  eine  Linie  der  einen, 
als  auch  eine  Linie  der  anderen  Schaar  hindurchgeht.  Da  sowohl  bei  der 
Ellipse,  als  auch  bei  der  Hyperbel  die  Tangente  und  Normale  in  jedem 
Punkte  die  Winkel  der  Radienvectoren  halbiren,  so  folgt,  dass  in  jedem 
Punkte  der  Ebene  die  beiden  durch  ihn  hindurchgehenden  confocalen  Kegel- 
schnitte sich  rechtwinklig  schneiden.  Nennen  wir  die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene  ^,  ^,  so  finden  wir  die  beiden  Werthe  des  Parameters  A,  ent- 
sprechend der  Ellipse  und  der  Hyperbel,  welche  durch  den  Punkt  hindurch- 
gehen, all  die  Wurzeln  der  Gleichung 


118  Confocale  Linien  o.  Flächen  zweiter  Ordnung.     I.  Th.,  Cap.  VIII.,  §.  11. 


Diese  beiden  Werthe  von  X  sind  stets  reell  und  liegt  der  eine  zwischen 
—  a*  und  —  6* ,  der  andere  zwischen  —  h^  und  -|-  oo .  Denn  lässt  man 
X  alle  reellen  Werthe  von  —  cx)  bis  +  ^^  durchlaufen,  so  wird  diese 
Gleichung  für  —  cx)  <  A  <  —  a*  nicht  erflillt,  indem  die  linke  Seite  negativ 
ausföllt.  Erst  wenn  X  den  Werth  —  a*  überschritten  hat  wird  dies  möglich. 
Liegt  X  zwischen  —  a^  und  —  6^,   aber  sehr  nahe  an  —  a*,  so  ist  das 


x^ 


erste  Glied  -2~r~T  Positiv  und  sehr  gross,  also  die  linke  Seite  der  Gleichung 

positiv;  kommt  aber  X  dem  —  h^  sehr  nahe,  ohne  es  jedoch  überschritten 

zu  haben,  so  wird  das  zweite  Glied  -j—:— negativ  und  sehr  gross;  es  wird 

also  die  linke  Seite  der  Gleichung  negativ.  Hieraus  ersieht  man,  dass  zwi- 
schen —  a*  und  —  b^  ein  Werth  A"  von  X  liegen  muss ,  welcher  der  Gleichung 

genügt.    Hat  X  den  Werth  —  h^  überschritten,  so  ist    g    ,        und     ^ 

tf  I         Ar  C«  I         A 

positiv  und  ist  ersteres  sehr  gross,  also  die  linke  Seite  i)ositiv;  für  A  =  +  oo 
verschwinden  aber  beide  Glieder  und  wird  die  linke  Seite  negativ.  Daher 
liegt  zwischen  —  h^  und  -f-  ^^  ©"^  zweiter  Werth  X\  welcher  der  Gleichung 
genügt.  Die  beiden  Wurzeln  X\  A"  sind  daher  reell.  A',  welches  zwischen  —  &* 
und  +  oo  liegt,  liefert  einen  elliptischen  Kegelschnitt,  A"  aber,  zwischen  —  h* 
und  —  a^  gelegen,  einen  hyperbolischen.  Die  beiden  Schaaren  confocaler 
Kegelschnitte  können  als  Coordinatensystcm  dienen;  man  nennt  es  das  ellip- 
tische Coordinatensystem;  die  Grössen  A',  X"  heissen  die  elliptischen  Coordinaten 
des  Punktes,  durch  welchen  die  beiden  confocalen  Kegelschnitte  gehen,  woftLr 
sie  die  Werthe  des  Parameters  A  der  Schaaren  sind.  Die  Coordinatenlinien 
sphneiden  sich  rechtwinklig  und  zerlegen  ähnlich,  wie  das  rechtwinklige  Pa- 
i-allelcoordinatensystem  die  Ebene  in  rechtwinklige  Elemente.  Indem  man 
die  beiden  Werthe  X',  X"  in  die  Gleichung  einsetzt  und  das  Gleichungssystem 

x^        .        y^  x^  li^ 


€?  +  A'  +  6«  +  A'        ^  '     a^  +  A"  +  6«  +  A"  ""  ^' 

nach  jr,  y  auflöst,   erhält  man   die  rechtwinkligen  Coordinaten  ausgedrückt 
durch  die  elliptischen.    Man  findet 

Zu  einem  Ellipsoide  mit  den  Halbaxen  a^  hf  Cj  wo  a>&>c  sei,  gibt 
es  eine  Schaar  confocaler  Ellipsoide,  d.  h.  solcher,  welche  mit  ihm  dieselben 
Brennpunkte  der  Hauptschnitte  haben.  In  dem  Hauptschnitte  (ab)  liegen 
auf  der  grösseren  Axe  2  a  zwei  Brennpunkte  jP,  JP"  im  Abstände 
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OF  =  ]/^^=T* 

vom  Mittelpunkte  0 ;  im  Hauptschnitte  (&  c)  finden  sich  auf  der  mittleren  Axe 

26  die  Brennpunkte  G,  G'  im  Abstände  OG  =  yi)^  —  c^  und  im  Haupt- 
schnitte  (ca)  liegen  auf  der  gross ten  Axe  2  a  zwei  Brennpunkte  -ET,  H'  im 

Abstände  OH  =^  yc?  —  ^  vom  Mittelpunkte.  Die  längste  Axe  2 a  des 
EUipsoids  enthält  also  4  Brennpunkte ^  die  mittlere  enthält  deren  2,  die 
kleinste  Axe  keine.  Die  Brennpunkte  1\  F'  liegen  dem  Mittelpunkte  näher, 
als  die  Brennpunkte  J?,  H\  Ein  EUipsoid  von  den  Halbaxen  a',  &',  c\ 
welches  mit  dem  Ellipsoide  (a,  &,  c)  confocal  sein  soll,  muss  daher  hin- 
sichtlich seiner  Halbaxen  den  Bedingungen  genügen: 


a'«-6'2  =  a«-6%     6'«-c'2  =  ^;2_c^     a'2-c'2  =  a 


^-c^ 


woraus  folgt:  a*  —  a^  =  l!^  —  h^  z=  c^  —  c^  ^  ^^  j^^^j  ^wei  confocalen 
Ellipsoiden  haben  die  drei  Quadratdifferenzen  der  Halbaxen  gleicher  Eichtung 
denselben  Werth.  Setzen  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  derselben  gleich  A, 
so  folgt  a'*  =  a*  +  A ,  6'^  =  Z>*  +  A ,  c'*  =  c^  +  A ;  daher  ist  das  EUipsoid 


^*     +^  +  :^-l=o 


confocal  mit 

Die  Schaar  der  confocalen  Ellipsoide  beginnt  mit  der  Ellipse  im  Haupt- 
schnitte  (afe),  welche  durch  die  Brennpunkte  HyH'\  G^G'  geht  und  sie 
zu  Scheiteln  hat;  diese  Ellipse,  Focalellipse  genannt,  ist  als  ein  EUipsoid 
anzusehen,  dessen  dritte  Axe  Null  ist.  Sie  entspricht  dem  Werthe  A  =  —  c^, 
wofür  a*  =:  a^  —  c* ,  l'^  =  Z^^  —  c^ ,  c'*  «=  0  wird  und  ihre  Brennpunkte 
sind  Ff  F^ .  Wächst  A  von  —  <?  nach  -^  oo  hin ,  so  dehnt  sich  das  EUip- 
soid und  indem  A  alle  Werthe  zwischen  —  (?  und  +  ^^  durchläuft,  erhalten 
wir  die  ganze  Schaar  confocaler  Ellipsoide ;  sie  schliesst  für  A  =  +  ^^  niit 
der  unendlich  grossen  Eugelfiäche.  Es  gibt  aber  auch  eine  Schaar  einfacher 
Hyperboloide,  welche  unter  sich  und  mit  dem  Ellipsoid  (a,  6,  c)  confocal 
sind.  Dieselbe  beginnt  mit  dem  Aussenraume  der  Focalellipse,  welcher  als 
ein  einfaches  Hyperboloid  anzusehen  ist,  dessen  Asymptotenkegel  in  eine 
Doppelebene  (a6)  degenerirt  ist.  Dies  Hyperboloid  entspricht  A  =  —  c*. 
Nimmt  A  von  —  <?  bis  —  h^  ab,  so  nehmen  die  Halbaxen  des  einfachen 
Hyperboloids  von 


Y^^'^^^  1/6* -c^,  0    ab  bis   }/a«  — 6^  0,  -}/(?  —  h^ 
und  schliesst  die  Schaar  der  einfachen  Hyperboloide  mit  der  Hyperbel  in 
dem  Hanptschnitte  {ac)^  welche  F,  F'  zu  Scheiteln  und  H^  H'  zu  Brenn- 
punkten hat    Sie  heisst  die  Focalhyperbel  und  ist  als  ein  zu  einer  Ebene 
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abgeplattetes  Hyperboloid  anzusehen.  Nimmt  femer  X  von  —  6*  bis  —  a* 
ab,  so  geht  diese  Grenzfläche  in  ein  Doppelbyperboloid  über,  indem  zwei  Halb- 
axen  imaginär  werden.  Die  Schaar  der  Doppelhjperboloide  schliesst  mit  der 
Ebene  des  Hauptschnittes  (bc)  und  mit  ihr  schliesst  die  ganze  Schaar  con- 
foca] er  Flächen  zweiter  Ordnung  ab,  welche  dieselben  6  Brennpunkte  J^,  1^; 
Gf  Cr']  II,  H'  besitzen. 

Die  drei  Schaaren  Ellipsoide,  einfacher  Hyperboloide  und  Doppelhyper- 
boloide  erfüllen  den  Baum  so ,  dass  durch  jeden  Punkt  desselben  je  eine 
Fläche  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Schaar  hindurchgeht.  Denn  sind 
x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  Punktes,  so  zeigt  eine  ähnliche  Betrachtung, 
wie  oben,  dass  die  Gleichung  des  dritten  Grades  in  X 


drei  reelle  Werthe  hat,  deren  Werthe  A',  A",  A'"  resp.  zwischen  — c*  und  +oo, 
—  b^  und  —  (^  j  —  o^  und  —  h^  liegen.  Indem  wir  diese  Werthe  einsetzen, 
erhalten  wir  die  Gleichungen  der  drei  Flächen 

X*  «*  z* 

-  4 — -l I t =  1 


a^  +  A"    '    fe«  +  A"   ^c«  +  A' 

von  denen  vermöge  der  Bereiche,  in  welchen  die  Werthe  A',  A",  A'"  fallen,  die  erste 
ein  Ellipsoid ,  die  zweite  ein  einfaches  Hyperboloid  und  die  dritte  ein  Doppel- 
hyperboloid darstellt.  Löst  man  diese  drei  Gleichungen  nach  x,  y^  z  auf, 
80  erhält  man  diese  Coordinaten  durch  A',  l'\  X"'  ausgedrückt,  nämlich 


'  (a*  —  i»)  (o»  —  c')  ' 

^        ^  (6*  —  c»)  (6«  —  a»)  ' 


=  ]/(? 


(c*  -  a»)  (c*  -  6*) 

Die  drei  Schaaren  Flächen  bilden  das  elliptische  Coordinatensystem  im  Baume; 
A',  A",  1'"  heissen  die  elliptischen  Coordinaten  des  Punktes  a;,  y,  z. 

Es  seien  nun  a,  b,  c  die  TrSgheitsradien  fUr  die  Hauptaxen  des  Massen- 
mittelpunkt«s  S  und  a'^^h'^  c.    Wir  constrniren  ttber  ihnen  als  Halbaxen 

a         b         c 


IM  i  ■•  i' 

das  Grundellipsoid  -2  +  yj  H — ^  "^  ^  »  welches  reciprok  ist  zu  der  Schaar 


Cauchy-Poinsot^scher  Ellipsoide,  sowie  die  drei  Schaaren  confocaler  Flächen,  deren 
Gleichung    ,   ,       +  jS^jT!  +  ^"JrT  "  ^  Ellipsoide,  einüache  und  Dop- 
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pelhyperboloide  darstellt,  je  nachdem  der  Parameter  k  in  den  Bereich  zwischen 
—  c*  und  +00,  —  h^  und  —  c^  oder  —  a*  und  —  l!^  fällt.  An  das  Grund- 
ellipsoid  und  an  irgend  eine  der  ihm  confocalen  Flächen  (A)  legen  wir  zwei 
parallele  Tangentenebenen  und  fallen  auf  sie  von  S  aus  die  Normale,  welche 
dieselben  in  Qq  und  Qi  treffen  wird.    Dann  ist 

SQl  =  (a*  +  l)a>  +  (6*  +  A)^«  +  (c»  +  X)y\ 

wenn  a,  ß^  y  die  Bichtungscosinusse  der  Normalen  sind.  Die  Subtraction 
beider  Gleichungen  liefert: 


:2        %-7;2 


SQi—SQ'^=k. 

Bewegen  sich  also  zwei  parallele  Ebenen  so,  dass  sie  fort- 
während das  Grundellipsoid  und  eine  ihm  confocale  Fläche  (A) 
berühren,  so  bleibt  die  Quadratdifferenz  ihrer  Abstände  ^S'Qq,  iSiQi 
vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  S  constant,  nämlich  gleich 
dem  Parameter  k  der  Fläche  (A). 

Die  Strecke  SQq  ist  der  Trägheitsradius  für  die  Axe  des  Massenmittel- 
punktes Sy  auf  welcher  sie  liegt  Geht  die  Tangentenebene  der  Fläche  (k) 
fortwährend  durch  den  Punkt  P  des  Baumes,  dessen  Abstand  von  8  durch 
SP  CSS  r  bezeichnet  werden  möge,  so  ist  das  Quadrat  des  Trägheitsradius 

ft&r   die   durch   P  gehende,   zu   SQq  parallele  Axe  SQ^,  -{-  FQx    oder    da 

5^  =  Ä^2  —  A  ist,  gleich  SQl  +  PQI  —  A,  oder  da 


:j    •    "^^^^2 


SQl+PQx=SP'  =f^, 

gleich  r*  —  A,  d.  h.: 

Legt  man  durch  einen  Punkt  P  an  eine  der  Flächen  (A)  die 
Tangentenebene  und  zieht  durch  P  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe, 
so  ist  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  für  diese  Axe  gleich  der 
Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des  Abstandes  r  des  Punktes  P 
vom   Massenmittelpunkte  S  und  dem  Parameter   der  Fläche  (A). 

Diese  Grösse  r* — A  bleibt  dieselbe  für  alle  Axen,  welche  man  durch  P 
zu  den  verschiedenen  Tangentenebenen  senkrecht  ziehen  kann,  die  von  P 
aus  an  die  Fläche  (A)  gelegt  werden  können.  Alle  diese  Tangentenebenen 
umhüllen  den  Tangentenkegel  der  Fläche  (A),  dessen  Mittelpunkt  P  ist,  und 
alle  Axen  senkrecht  zu  ihnen  sind  die  Erzeugungslinien  des  zu  ihm  polaren 
oder  supplementären  Kegels.    Daher: 

Legt  man  von  einem  Punkte  P  aus  an  eine  der  confocalen 
Flächen  (A)  den  Tangentenkegel  und  construirt  in  P  dessen  Supple- 
mentarkegel,  so  ist  der  letztere  der  Ort  aller  Axen  gleichen  Träg- 

heitsradias  (r^  —  k)^  des  Punktes  P. 
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Indem  man  X  variiren  lässt,  erhält  man  die  Schaar  aller  Kegel  Ton 
Axen  constanten  TrSgheitsradius  für  den  Punkt  P. 

Nach  §.  7  haben  die  Kegel  der  Axen  constanten  TrSgheitsradius  eines 
Punktes  mit  dem  Cauchy-Poinsot'schen  EUipsoide  dieses  Punktes  oder  auch  dem 
diesem  reciproken  EUipsoide  die  Uaaptaxen  gemein.  Da  nun  zugleich  Kegel 
und  Supplenienturkegel  ebenfalls  gemeinschaftliche  Hauptaxen  besitzen,  so 
folgt : 

Die  Schaar  der  Tangentenkegel,  welche  man  von  einem  Punkte 
P  an  die  Schaar  coufocaler  Flächen  (k)  legen  kann,  hat  gemein- 
schaftliche Hauptaxen  und  diese  sind  die  Hauptträgheitsaxen  des 
Punktes  1\ 

Wählen  wir  zur  Fläche  [l) ,  an  welche  wir  den  Tangentenkegel  von 
r  aus  legen,  eine  der  drei  confocalen  Flächen,  welche  durch  diesen 
Punkt  hindurchgehen,  so  geht  der  Tangenten kegel  in  die  Tangentenebene 
dieser  Fläche  in  P  und  eine  seiner  Hauptaxen  in  die  Normale  derselben  über 
und  fallen  die  beiden  andern  Hauj>taxen  in  die  Tangentenebenen  hinein.  Da 
dasselbe  von  allen  drei  Flächen  li    des  Punktes  P  gilt,  so  folgt: 

Die  drei  Hauptaxen  eines  Punktes  P  sind  die  Normalen  der 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  P  confocal  mit  dem 
Orundellipsoid  des  Massenmittelpunktes  gelegt  werden  kOnnen, 
das  zu  der  Cauchy-Poiusot'schen  Ellipsoidenschaar  reeiprok  isl 

l\i  die  drei  Hauptträgheitsaxen  eines  Punktes  immer  ein  System  recht- 
winkliger Geraden  bilden,  so  ergibt  sich  nebenbei  noch  der  Satz,  dass  die 
Normalen  und  Tangentenebeuen  der  drei  Flächen,  welche  durch  einen  Punkt 
des  Kauu;es  confocal  ru  einem  KUipsoid  gelegt  werden  können,  zu  einander 
vivht winklig  sind«  oder  also,  d.iss  diise  drei  Flächen  sich  rechtwinklig  in 
dem  Punkte  sv'hneidou. 

Sind  a\  a\  l  die  Parameter  der  vir  ei  durch  P  gehenden,  zum 
Orundollipsoido  coi^focaien  Flächen  :wt:t er  Ordnung,  so  sind  die 

drei  Haup;trägheitsrad:en  dieses  Punktes 

•  •  • 

Uorioht  sich  i  auf  da«  KlU(>so;d.  i  auf  das  eini':aehe  Hyperboloid,  l'^ 
auf  daii  nop|vlhv|^rW*o:d  dos  Punktes  i\  s^^  ist  i  ^  i'  >  i'  und  mithin 

/'  i'  v^  ^•'  •  -  i"""  v^  ^*"  -  i  ".  Daher  ^rehv'^r:  der  kleinste  der 
drei  H a u V : t  v 5 c h o i : s r «^ d i e u  e *. v. e s  P u r.k : e s  P  d c r  K ic h: ung  der  N or- 
:ualev.  vi  es  Kr.iv>x^;xis.  vier  oi:;:*.erc  d^-r  Noruialon  des  einfachen, 
der  gvC^ssto  dev  Normaler,  des  Doryelbv verVoIoües  an,  welche  sich 
in  r  schneiden. 

Fs  gvuCVgt  ttbri^cvus  eine  vier  drvi  Fliehen  ^i'^.  welche  d«neh  den  Pnakt 
V  p^heu.   z^  Iv  das   FUiiv^^id.    uui  die   lUu|^C;u^exi  toc  F  » 
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trachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Fläche  (A)  als  veränderlich  und  eben  im 
Begriff  stehend  in  die  durch  den  Punkt  P  hindurchgelegte  überzugehen.  Der 
von  P  an  sie  gelegte  Tangentenkegel  berührt  sie  längs  einer  ebenen  Curve,  näm- 
lich dem  Kegelschnitt,  in  welchem  sie  von  der  Polarebene  des  Punktes  P  ge- 
schnitten wird.  Sobald  {X)  durch  P  hindurchgeht,  wird  diese  Curve  die  Indicatrix 
der  Fläche  im  Punkte  P  und  degenerirt  der  Tangentenkegel  in  die  Tangentenebene 
als  Polarebene  von  P.  Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  S  einen  Schnitt  parallel 
zur  Tangentenebene  in  P,  so  sind  dessen  Hauptaxen  parallel  zu  den  Hauptaxen 
der  Indicatrix.  Jeder  Kegel  zweiten  Grades  wird  nun  von  einer  Ebene,  welche 
senkrecht  zu  einer  seiner  Hauptaxen  ist,  in  einem  Kegelschnitte  getroffen, 
dessen  Hauptaxen  den  beiden  anderen  Hauptaxen  desselben  parallel  laufen. 
Sobald  nun  beim  Durchgange  der  Fläche  (k)  durch  P  der  Tangentenkegel 
in  die  Tangentenebene  übergeht,  wird  die  Normale  in  P  eine  seiner  Haupt- 
axen und  da  die  Tangentenebene  ihn  senkrecht  zur  Normalen  in  der  Indi- 
catrix schneidet,  so  sind  die  Haupiaxenrichtungen  der  Indicatrix  die  Rich- 
tungen der  beiden  andern  Hauptaxen  des  in  die  Ebene  degenerirenden  Kegels 
und  also  zusammen  mit  der  Normalen  die  Hauptträgheitsaxen  des  Punktes  P, 
Daher  also  der  Satz: 

Von  den  drei  Hauptträgheitsaxen  eines  Punktes  P  fällt  die 
eine  mit  der  Normalen  einer  der  drei  Flächen  (A),  welche  durch 
P  hindurchgehen,  zusammen,  während  die  beiden  andern  in  der 
Tangentenebene  von  P  in  die  Richtungen  der  Hauptaxen  der  In- 
dicatrix dieses  Punktes  oder,  was  dasselbe  ist,  in  die  Richtungen 
der  Tangenten  an  die  beiden  Krümmungslinien  der  Fläche  (A) 
fallen,  welche  sich  in  P  schneiden. 

Man  kann  die  Trägheitsradien  fUr  die  Hauptaxen  des  Punktes  P,  welche 
in  die  Tangentenebene  des  durch  P  gehenden  Ellipsoids  (k)  feilen,  leicht 
durch  die  Halbaxen  des  Centralschnittes   dieser  Fläche  darstellen,  welcher 

parallel  zu  dieser  Tangentenebene  geführt 
werden  kann.  Denn  es  sei  PB  (Fig.  46) 
die  Richtung  einer  Hauptaxe  der  Indicatrix 
des  Punktes  P  und  SQ  die  ihr  parallele 
Halbaxe  des  Centralschnittes.  Man  lege 
eine  Ebene  senkrecht  zu  PR  und  SQ^ 
welche  das  Ellipsoid  in  einem  Punkte  T 
berührt  und  führe  durch  T  einen  Schnitt 
des  Ellipsoids  parallel  zu  dem  Centralschnitt. 
Der  Mittelpunkt  s  dieses  Schnittes  liegt  auf 
dem  Diameter  PS.  Zieht  man  durch  s  eine  Gerade  st  parallel  SQy  so  steht 
dieselbe  senkrecht  auf  der  in  T  berührenden  Ebene  und  fällt  in  die  Ebene 
des  Farallelschnittes.    Sie  ist  daher  auch  senkrecht  zu  der  Tangente  des 


Fig.  46. 
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Parallelscbnittes  im  Pankte  T.  Da  aber  st  parallel  zu  der  Hanptaxe  SQ 
des  Centralschnittes  ist,  so  ist  st  selbst  Hanptaxe  des  ParallelschnitteB  und 
stebt  als  solcbe  auf  der  Tangente  im  Berübrnngspunkte  T  senkrecht,  oder, 
was  dasselbe  ist,  es  fällt  t  mit  T  zusammen.  Die  Geraden  PB^  SQ^  sT 
und  PS  fallen  daber  mit  TR  in  eine  Ebene,  nllmlicb  die  Ebene  des  Central- 
scbnittes  PQT.  In  diesem  Schnitte  liegen  zwei  zu  einander  senkrechte  Tan- 
genten PBj  TR  und  zwei  conjugirte  Semidiameter  iS'P,  SQ'^  die  Qnadrat- 
summe  der  letzteren  ist  gleich  der  Quadratsumme  der  Halbaxen  des  Schnittes 
PQ  T.  Ebenso  gross  ist  aber  auch  nach  einem  bekannten  Satze  die  Qoadrat- 
summe  der  Perpendikel,  welche  man  vom  Mittelpunkte  6^  auf  die  zu  einander 
senkrechten  Tangenten  PR ,  TR  fällen  kann  und  da  die  Quadratsumme  dieser 

Perpendikel  gleich  SR^  ist,  so  folgt  SR^  =  SP^  +  S^  .  Nun  ist  das 
Quadrat  des  Trägheitsradius   für  die  Axe  PR,   weil   sie   senkrecht  zu  der 

-  ■  — 2 

durch  R  gehenden  Tangentenebene  der  Fläche  (A)  ist,  gleich  SR  —  X  oder 
also  SI^  +  ^Q^ — '''  oder  wenn  man  SP  wieder  mit  r  und  den  zu  PR  paral- 
lelen Semidiameter  SQ  mit  6^  bezeichnet,  gleich  r^  +  ^  —  ^i**  I^eselben 
Schlüsse  gelten  auch  für  die  Richtung  der  zweiten  Axe  der  Indicatrix  in  P, 
so  dass,  wenn  6^  der  dieser  Richtung  parallele  Semidiameter  des  Central- 
schnittes ist,  das  Quadrat  des  dieser  Hauptaxenrichtung  entsprechenden  Träg- 
heitsradius r*  -}-  d*  —  l  ist. 

Da  endlich  r*  —  A  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  für  die  Normale 
des  Ellipsoids  im  Punkte  P  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Legt  man  durch  einen  Punkt  P  im  Abstände  r  vom  Mittel- 
punkte S  das  Ellipsoid  (k)  confocal  zu  dem  Grundellipsoid  und 
sind  dl,  ^2  die  Halbaxen  des  zur  Tangentenebene  von  (X)  im 
Punkte  P  parallelen  Centralschnittes  dieser  Fläche,  so  sind 


r 


2 


«  A,  H  +  V  -  ^,  ^'  +  ^/  -  ^ 


die  Quadrate  der  drei  Hauptträgheitsradien  im  Punkte  P  und 
zwar  entspricht  die  erste  dieser  Grössen  der  Normalen  des  El- 
lipsoids (A)  und  entsprechen  die  beiden  andern  den  Richtungen 
der  Hauptaxen  der  Indicatrix  von  (A)  im  Punkte  P,  welche  «u 
öl  und  Ö2  resp.  parallel  sind,  als  Hauptträgheitsaxen. 

§.  12.  Aus  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  ziehen  wir  nachstehende 
Folgerungen: 

1.  Für  alle  Punkte  P  einer  um  den  Massenmittelpunkt  S 
beschriebenen  Kugel  bleibt  die  Quadratsumme  x'*  -|-  x"*  -|-  x'"* 
der  drei  Hauptträgheitsradien  constant.    Denn  es  ist 

x'«  =V  -  A',  x'*  =  r«  —  A",  x"*  =  r*  -  A' 
und  daher 


ifff 


'2 


+  x"«  +  x'"»  —  3r»  —  (A'  +  A"  +  A'"). 
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Die  drei  Parameter  X\  X'\  A'"  sind  aber  die  Wurzeln  der  cubischen  Glei- 

a?  y^  z^ 

chnng    g  _.       +     2  _.       +     ,  ^^     =  1,  worin  a?,  y,  ;?  die  Coordinaten 

von  P  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  von  S  bedeuten,  so  dass  ä*  +  y*  +  ^*  =  ♦^ 
ist  Nun  ist  —  (A'  +  ^"  +  ^'")  ^or  Coefficient  von  k^  in  dieser  Gleichung  und 
damit 

r  +  r  +  r  =  rr»  +  y«  +  0*  -  (a*  +  5«  +  c«) 

und  hiemit  wird 

x'2  ^  ^-2  ^  ^-2  =  2r*  +  a»  +  fe«  +  c^, 

also  mit  r  constant. 

2.  Für  alle  Punkte  P,  für  welche  die  HaupttrSgheitsradien  %  und  «", 
welche  den  Normalen  des  Ellipsoids  und  einfachen  Hyperboloids  des  Punk- 
tes P  entsprechen,  gleich  werden  sollen,  müssen  X'  und  }!'  gleich  werden. 
Da  die  Bereiche  für  A'  und  A"  von  —  c^  bis  +  cx>  und  von  —  h^  bis  —  (? 
sich  erstrecken,  so  kann  diese  Bedingung  nur  für  A'  =  A"  =  —  c^  erfüllt 
werden.    Hiefür  reducirt  sich  das  EUipsoid  auf  die  elliptische  Scheibe  mit 

den  Halbaxen  (a*  —  c^)*,  (6*  —  c^)^,  0  und  das  einfache  Hyperboloid  auf 
die  Aussenfläche  dieser  Scheibe.  Die  frs^lichen  Punkte  P  sind  gemein- 
schaftliche Punkte  beider  und  liegen  daher  auf  der  Focalellipse  in  der  Ebene 
(a&),  welche  durch  die  Brennpunkte  Gy  G\  H,  II'  hindurchgeht.  Für  diese 
Punkte*  wird  das  Trägheitsellipsoid,  welches  den  Cauchy-Poinsot'schen  reci- 
prok  ist,  ein  Botationsellipsoid    um  die  längere  Axe.    Die  beiden  gleichen 

HaupttrSgheitsradien  sind  %  =  x"  s=«  (r*  -[-  c*)T  xm^  der  dritte  ist 

x'"  =  (r»  +  c«  +  d,«)i 
wo  d^  der  zu  r  conjugirte  Semidiameter  das  Focalellipse  ist.    Da 

r«  +  d,»  =  (a*-c»)  +  (6»-c»), 

80  wird  %"  =  (a^  +  &*  —  c*)^  und  die  zugehörige  Hauptaxe  ist  Tangente 
an  die  Focalellipse. 

Für  die  Punkte  P,  für  welche  der  mittlere  und  grösste  Trftgheits- 
radiuSy  n&mlich  %'  und  %"  gleich  werden  sollen,  muss  X"  =  l'"  und  da 
—  &*  der  gemeinschaftliche  Werth  der  Gebiete  für  A"  und  X"'  ist, 

r  =  r  —  —  6* 

werden.  HiefÜr  reduciren  sich  das  einfache  und  das  Doppelhyperboloid  auf 
die  beiden  Bttume  in  der  Hauptebene  {ac)^  welche  die  Focalhyperbel  ge- 
mein haben.  Der  Ort  der  Punkte  P  ist  diese  Curve,  das  Trägheitsellip- 
soid derselben  wird  ein  Botationsellipsoid  um  die  kleinere  Axe.    Die  Träg- 

keitBradien  werden  %"  =  x"  =  (r*  —  5*)*,  x  -=  (a*  +  c*  —  h^)^  und 
db  Axe  des  letzteren  berührt  die  FocalhyperbeL 
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Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welche  zwei  Haupt- 
trägheitsradicn  einander  gleich  werden,  wirddaher  von  den  beiden 
Focalkegelschnitten  des  Systems  confocaler  Flächen  gebildet. 

3.  Sollen  alle  drei  Haupttrilgheitsradien  eines  Punktes  P  einander 
gleich  werden,  so  muss  ein  solcher  Punkt  nach  2.  sowohl  auf  der  Fodal- 
ellipse  als  auf  der  Focalhyperbel  liegen.  Diese  Curven,  deren  Ebenen  zu 
einander  senkrecht  sind,  sich  in  der  grössten  Axe  des  Grundellipsoids 
schneiden  und  welche  so  liegen,  dass  die  Scheitel  der  einen  die  Brenn- 
punkte der  andern  sind,  haben  im  Allgemeinen  keine  gemeinschaftlichen 
Punkte.  Es  ist  dies  nur  möglich,  wenn  die  Punkte  F,  F'  mit  6r,  Gr'  zu- 
sammenfallen, d.  h.  wenn  a^  —  6^  =  a^  —  c^,  also  6  -=»  c  ist.  Ißt  diese  Be- 
dingung erfüllt ,  so  sind  die  Schnittpunkte  einer  Eugel  vom  Radius  y^  —  ^ 
und  S  mit  der  längsten  Axe  des  Grundellipsoids  die  gesuchten  Punkte.    Daher: 

Punkte,  für  welche  die  drei  HaupttrSgheitsradien  einander 
gleich  sind  und  also  das  TrSgheitsellipsoid  in  eine  Kugel  über- 
geht, existiren  nur  dann,  wenn  das  Grundellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid  um  die  grössere  Axe  ist;  es  sind  ihrer  alsdann  zwei, 

auf  der  Rotationsaxe  dieses  Ellipsoids   im  Abstände  -h  |/a* — c^ 
diesseits  und  jenseits  vom  Massenmittelpunkte  gelegen. 

4.  Nicht  jede  Gerade  des  Raumes  ist  Hauptaxe  für  irgend  einen 
ihrer  Punkte.  Damit  sie  dies  sei,  muss  sie  eine  Normale  einer  Fl&che  aus 
der  Schaar  der  confocalen  Flächen  sein,  von  denen  die  vorliegende  Betrach- 
tung handelt.  Sie  ist  dann  Hauptaxe  für  ihren  Fusspunkt  auf  dieser  Fläche. 
Ist  sie  eine  Hauptaxe  in  einem  ihrer  Punkte,  so  ist  sie  dies  im  Allgemei- 
neu  nur  für  diesen  Punkt  allein.  Ist  sie  aber  Hauptaxe  für  zwei  ihrer 
Punkte,  so  hat  sie  diese  Eigenschaft  für  alle  ihro  Punkte,  geht  durch  den 
Massenmittelpunkt  und  ist  mithin  eine  Hauptcentralaxe.  Denn  soll  sie 
Hauptaxe  für  zwei  ihrer  Punkte  sein,  so  muss  sie  gemeinschaftliche  Nor- 
male zweier  der  confocalen  Flächen  sein,  von  denen  die  eine  durch  den 
einen,  die  andere  durch  den  anderen  dieser  Punkte  geht.  Zwei  solche 
Flächen  haben  aber  nur  die  Hauptaxen  als  Normalen  gemein  und  diese 
sind  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes. 

5.  Weitergehende  Untersuchungen  zeigen,  dass  die  sämmtlichen  Haupte 
axen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen ,  eine  Kegelfläche  zwei- 
ten Grades  bilden  und  dass  der  Ort  der  Punkte,  für  welche  sie  Hauptaxen 
sind,  eine  Curve  5.  Ordnung  wird,  von  welcher  P  ein  dreifacher  Pankt  ist. 
Der  Kegel  zweiten  Grades  ist  nämlich  der  Ort  aller  Normalen,  welche  sich 
an  die  Schaar  der  confocalen  Flächen  legen  lassen.  Die  sämmtlichen  Nor- 
malen dieser  Schaar  bilden  einen  Complex  zweiten  Grades. 

Die  Untersuchungen  der  §§.  11.  12.  können  auch  in  ähnlicher  Weii 


iia|b 
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mit  Hülfe  des  reciproken:  Binet^schen  Ellipsoids  geführt  werden.  S.  Beye, 
Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten,  Schlömilch,  Zeitschr. 
f.  Mathem.  u.  Physik  Bd.  10,  S.  433  etc.  (1865). 

§.  13.  um  die  Fragen  der  §§.  10.  und  11.  analytisch  zu  behandehi, 
bemerken  wir,  dass  das  Quadrat  des  Trägheitsradius  für  eine  Axe  h  (ccßy) 
des  Massenmittelpunktes  aV  -(-  h^ß^  -(-  c^y*  ist  und  wenn  p  der  Abstand 
einer  ihr  parallelen  Axe  vom  Massenmittelpunkte  ist,  das  Quadrat  ihres 
Trägheitsradius  x  den  Werth 

hat.  Ist  nun  0  {xyz)  ein  Punkt  dieser  parallelen  Axe,  bezogen  auf  das 
Coordinatensystem  der  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes,  so  wird 

P^  =  0?  +  y^  +  z^  —  {ccx  +  ßy  +  yzf 
und  wenn  a?*  +  y*  -f-  ^  =  r*  gesetzt  wird 

*»  =  (a»  +  r«)  ««  +  (ft"  +  r*)  /J«  +  (c*  +  r»)  /  -  {ax  +  /Sy  +  yz)\ 

Soll  nun  die  fragliche  Axe  eine  Hauptaxe  des  Punktes  0  werden,  so 
hat  man  x  in  Bezug  auf  or,  ]?,  y  mit  Bücksicht  auf 

«'  +  /3'  +  y'  —  1  =  0 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen.    Multiplicirt  man  daher  diese 
letztere  Gleichung  mit  dem  noch  unbestimmten  Factor  —  X  und  addirt  sie 
zu    der  yorigen,    so  gibt  die  Differentation  nach  a,  /3,  y  als  Bedingungen 
des  Maximums  oder  Minimums: 

{c?  +  r*  —  A)  a  =  x{tix  +  |52/  +  yz) 
(^,2  +  ^  _  A)  |5  =  y  («o;  +  /3//  +  yz) 

{^  -^  f^  —  '*')  y  =  ^(^^  '\'  ßy  '\'  yz)* 

Indem  man  diese  Gleichungen  mit  or,  ]?,  y  multiplicirt  und  addirt,  er- 
gibt sich  X  =^  x^,  d.  h.  gleich  dem  gesuchten  Maximal-  oder  Minimalwerthe 
Ton  x^;  multiplicirt  man  sie  dagegen  mit  Xy  y^  z  und  addirt  sie  nach  der 
Division  mit  a^  -^  r*  —  x*,  Z>*  +  ^  —  ^^y  c^  -^  r^  —  x*,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  dieser  Maximal-  und  Minimalwerthe  von  x'  die  cubische 
Gleichung 


Zugleich  findet  sich  für  die  Richtung  (ctßy)  der  Hauptaxen  des  Punk- 
tes 0  {xye)\ 

^ ^ ß  ^ y 

a::(a*  +  r«-x«)        y  :  {h^^  +  r^  -  7i^)         zii^  +  f^  —  x^) 

Die  Wurzeln  der   cnbischen  Gleichung  in  x^  liegen  zwischen  a^  -|-  r^  und 
J^  -j-  r*,  iwiseheH  2>*  -f-  r*  und  (^  -^  t^  und  zwischen  c*  -{- 1^  und  +  <x> . 


128  Aoalji  Behandl.  d.  Hauptazenrichiongen.    I.  TL,  Cap.  Ym^  f.  14.  15. 

Die    drei    Werthe    von   r*  —  n?  sind  die  Parameter  A',  X",  A'"  dreier 
Flftchen  2.  Ordnung 


=  1. 
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confocal  sind  und  durch  den  Funkt  0(xyz)  hindurchgehen.  Diese  FlSchen 
sind  ein  Ellipsoid,  ein  einfaches  Hyperboloid  und  ein  Doppelhjperboloid. 
Die  Proportion  für  or,  ß,  y  zeigt,  dass  die  Richtungen  der  Hauptaxen  in  0 
die  Normalen  dieser  drei  Flächen  in  0  sind. 

Da  die  Werthe  von  r*  —  x*  die  drei  Parameter  A',  A'',  )!"  sind,  d.  h.  da 

r*  -  X«  =  r,  r«  —  x'«  =  r,  r«  -  x'*  =  T' 

ist,  so  folgt 

X*  =  r^  -  A',  x'«  =  r«  -  T,  x'^  =  r*  —  T', 

wie  §.  11. 

§.  14.    Die   Punkte,   für  welche  ein  Hauptträgheitsradius  r  constant 
gleich  X  ist,  liegen  auf  der  Fläche  vierten  Grades: 

^  j^  y" 


rt^  — x^  +  a;*  +  /  +  ^^    '    2,2  — x«  +  a;2  +  y^  +  r* 

wie  aus 

a"  +  r*  —  X*  "•"  6»  +  r»  —  X«  "^   c»  +  r»  —  x*  ~ 

folgt,  indem  man  r*  =  a:*  -j"  2/*  "f"  ^*  setzt.  Indem  man  x  varüren  lässt^ 
erhält  man  die  ganze  Schaar  derartiger  Flächen,  welche  in  gewissem  Sinne 
confocal  genannt  werden  können.  Sie  zerföUt  in  drei  Partialschaaren;  ftlr 
die  eine  ist  k?  zwischen  <?  und  h^  ^  für  die  andere  zwischen  h^  und  a', 
für  die  dritte  zwischen  a^  und  (x>  enthalten.  Zu  der  letzteren  Gattung 
gehört  die  Fresnersche  Wellenfläche  der  doppelbrechenden  Medien. 

§.  15.  Die  Theorie  der  Deviationsmomente  Emxy^  Emye^  2fnex 
ist  in  neuerer  Zeit  Gegenstand  einer  interessanten  Schrift  geworden  von 
H&ton  de  la  Goupilliöre:  Memoire  swr  une  th^arie  nouveUe  de  la  ffSo- 
märie  des  masses  {Jcwm.  de  VEcoU  pciyt.  37^^''  cah.  p.  35).     Auf  diner 
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neuen  Gmndlage  mit  Httlfe  des  ,yimaginären  Bildes  des  Systems^'  be- 
handelt die  Theorie  der  Haaptaxen  Hesse  in  seinen  „Yorlesongen  über 
analytische  Geometrie  des  Baumes,  insbesondere  über  Oberflächen  zweiter 
Ordnung"  (25.  und  26.  Vorlesung). 


IX.    Capitel. 

Methoden  und  Beispiele  für  die  Bestimmung  von  Trägheits- 
momenten. 

§.  1.  Die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  eines  Systems  fCir  alle  Azen 
des  Raumes  erfordert  vor  allem  die  Eenntnisa  der  Hauptaxen  des  Massenmittel- 
punktes. Ohne  jedoch  auf  das  Centralellipsoid,  sei  es  ein  Cauchy-Poinsot'sches  oder  das 
ihm  redproke  Onmdellipsoid  oder  ein  solches  fCir  Trägheitsmomente  hinsichtlich 
der  Ebene  oder  das  ihm  reciproke  recurriren  zu  müssen,  kann  man  die  Haupt- 
centralaxen  in  vielen  Fällen  von  yomherein  finden.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die 
Masseneleniente  gegen  eine  Ebene  «  symmetrisch  liegen,  d.  h.  wenn  sie  paarweise 
gleiche  Masse  besitzen  und  jedes  Paar  auf  einem  Perpendikel  zur  Ebene  diesseits 
und  jenseits  in  gleichem  Abstände  liegt.  Dann  ist  jedes  solche  Perpendikel  eine 
Hauptaxe  fflr  seinen  Fusspunkt.  Denn  wählt  man  diesen  zum  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y^  z  und  das  Perpendikel  zur  jer-Aze, 
80  entspricht  jedem  Massenmittelpunkte  m  {x^y,  z)  ein  anderer  m  {x^y,  —z)  und 
tilgen  sich  daher  die  Elemente  der  Deviationsmomente  Zmyz  und  Zmzx  d.  h.  es 
ist  Zmyz  =■  0,  Zmzx  =>  O.  Gibt  es  noch  eine  zweite,  zur  ersten  senkrechte 
Ebene  b\  welche  die  Masse  symmetrisch  theilt,  so  sind  die  in  einem  beliebigen 
Paukte  ihrer  Durchschnittslinie  auf  die  Ebenen  e,  b  errichteten  Perpendikel  zwei 
Hauptaxen  und  ist  die  Schnittlinie  selbst  die  dritte  Hauptaxe;  drei  za  einander 
senkrechte  Symmetrieebenen  schneiden  sich  also  in  drei  Hauptaxen  und  da  ihr 
Schmt^unkt  nach  Cap.  VI,  §.3  der  Massenmittelpunkt  ist,  so  sind  sie  die  Haupt- 
centralaxen. 

Es  seien  für  ein  homogenes,  continuirliches  räumliches  System  die  drei  Haupt- 
axen gefunden  und  zu  den  Axen  der  x,  y,  z  gewählt.    Man  hat  dann  nur 

A'  =  Zx^dm,    B'  =  Zy^dm,    C  —  Zz^dm 

m  bilden,  wo 

dm  s  Qdv  =  Qdx  dy  dz 

dai  Massenelement,  dv  das  ihm  entsprechende  Volumenelement  und  q  die  speci- 
fisehe  Masse  bedeutet,  um  die  drei  Hauptträgheitsmomente  des  Massenmittel- 
punktes 

A  —  Z(2f^  +  z*)dm^B'  +  C\    B  —  Z{z^  +  ««)  dm  =  C  +  A\ 

C  =-  Zdm  (x«  +  y^^A'  +  B' 

und  damit  das  Trägheitsmoment  H  ^^  Aa*  -{-  Bß^  -{-  Cy^  für  eine  beliebige  Axe 
k  Ton  den  Bichtungscosinnssen  a,  ß,  y  und  damit  weiter  das  Trägheitsmoment  für 
Jede  ihr  parallele  Axe  ifti  Abstände  8  von  ihr  zu  finden.  Legt  man  durch  einen 
Pmkft  (xyz)  drei  Ebenen  senkrecht  zu  den  Coordinatenaxen  und  bezeichnet  mit 
Os«  9«t  Q»  ^®  ^^^  Querschnitte,  welche  sie  im  System  senkrecht  zu   diesen 
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Axen  bestimmen ,  so  haben  alle  anf  einem  solchen  Querschnitt  liegenden  Manen- 
elemcnte  resp.  gleiche  x,  y^  z  und  erhält  man 

A'  =^Jqx^Qxdx,    B' ^Ji^y^Qydy,    C'^Jgz^Q»dg. 

Wenden  wir  die  vorstehende  Formel  auf  einige  Beispiele  an. 

1.  Das  homogene  rechtwinkliche  Parallelepiped.  Der  Mittelpunkt 
der  Figur  ist  der  Massenmittelpunkt  und  die  Geraden,  durch  ihn  senkrecht  sa  den 
drei  Paar  parallelen  Seitenflächen  sind  die  Hauptcentralazen.  Sind  a,  &,  c  die 
Kantenlängen,  so  wird  Qx  =  &c,  Qy  »  ca,  Qm  =  ab;  die  Masse  m  =>  gäbe, 

A'  =  Qbc  I  x^dx  =  T^ywa*,    B'  ==  Qca  j  y^dy  =  -^  m6', 


C'  =  Qab  I  z^dz  =  T^  f»c*; 


Daher  ist  das  Trägheitsmoment  H  für  eine  Centralaxe  h  {aßy)  und  das  Quadcat 
ihres  Trägheitsradius  ic 

H^i^m  [(6«  +  c«)  a«  +  (c*  +  a«)  j?«  +  (a«  +  6«)  y«] , 

't'  =  T^E(&'  +  O  «'  +  (c*  +  a»)  <J«  +  (a«  +  6«)  y«] 

und  die  Gleichung  der  Schaar  Cauchy-PoinsoVscher  Centralellipsoide  und  des  ihnen 
reciproken  Grundellipsoids : 

(6«  +  c«)  a;*  +  (c«  +  a«)  y«  +  (a«  +  6«)^'  =  12f«, 

^'        I        y'        I        ^'       ^12 
.»•/.«  _i_  r.«   •    y.«  _i_  I.«         *  • 


&*  +  c*   '   c«  +  a«   *   a«  +  6' 

Das  Triigheitsmoment  ü'  für  eine  Axe  h'(aßy)  im  Abstände  d  vom  Maaeen- 
mittelpunkt  ist:  II'  =^H  +  md*  und  das  Quadrat  ihres  Trägheitsradius  «'•  =•  «•  +  dK 
Die  Trägheitsmomente  für  die  Kanten  sind 

•    ifw(&«  +  c«),    im(c*  +  a«),    ^m(a«  +  6«). 

Eben  so  einfach  entwickelt  man  das  Trägheitsmoment  des  Parallelepipeds  in 
Bezug  auf  Ebenen,  die  Gleichungen  der  zugehörigen  Centralellipsoide  etc. 

Welches  ist  das  Trägheitsmoment  eines  Würfels  für  eine  Centralaxe,  für  die 
Kante  etc.  etc.? 

2.    Das  homogene   Ellipsoid   von   den   Halbaxen  a,  &',  c.    Ana  der 

x^         fj'^         z^ 

Gleichung  —  +  y^  H — «  =  ^   ^olgt  die   Gleichung  des   Schnittes   §«,  nämlich 


Daher  erhält  man  für  die  Fläche  Qx  und  analog  für  Qy,  Qzi 
und  hiermit  die  Momente  fBr  die  Hauptebenen: 
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a 


— a 


B'==|w6*,    C'  =  |wic*,    da    fw=  ^''^^^^j  • 

sowie  die  Hauptazenmomente  des  Maesenmittelpanktes: 

und  das  Moment  H  für  eine  Centralaxe  h  (a,  |?,  y) 

H  =.  iw[(6«  +  O  a«  +  (c«  +  a«)  /3«  +  (a«  +  6«)  y«], 

sowie   die  Gleichnng  der  Cauchy-Poinsot'schen   Centralellipsoide   und   des   ihnen 
reciproken  Grundellipsoids : 

(6«  +  c«)  X*  +  (c«  +  a«)  y«  +  (a*  +  6«)  xr«  =  6e* , 

^'      I      y      I  _^*     _  1 

.  /»«    «^  /.i  _i_  /,«    «^  z.« 


6«  +  c«    •   c»  +  a«    •   a«  +  6«        6 

<u'  _L,  «*  £j' 

Fflr  das  Eotationsellipsoid  — ~^--  H ^  =  1  ist 

A^B  ^  im{a^  +  c«),    O  =  Jwia«,    If  =  im[a«  +  c«  +  (a*  —  c«)  y*] . 
Für  die  Kugel  x«  +  y*  +  je?«  =  aMst  ^  =  J5  =  O  =  If  =  ^t«a«,  x«  =  Ja«. 

Die  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoide  sind  Kugeln :  a;*  +  y*  +  ^*  "^  I "~« >  ^^  Grund- 

Qr 

elUpsoid  die  Kugel:  x^  -^^  y*  -\-  z*  =»  i  a« .  Um  das  Trägheitsmoment  H  der  homo- 
genen Kugel  für  irgend  eine  Centralaxe  direct  zu  bestimmen,  wähle  man  diese 
zur  a;-Aze,  so  dass  H  =»  Z(y^  -j-  z'*)dm  =  Zy^dm  -j-  Zz^dm.  Nun  ist  wegen 
der  Symmetrie  der  Figur 

Zx^dm  «=-  Zy^dm  =  Zz^dm  =-  \Z{x^  +  y'  +  ^*)<iwi  =  ^Zr*dm, 

wenn  r  den  Badiusvector  vom  Mittelpunkte  nach  dem  Punkte  {x^  y,  z)  bedeutet. 
Da  dm  &»  ^m^r^dr,  so  wird 

a 

\Zr'*dm  »l^rp   1  r^dr  «  -j^j  w^a*  und  H  =*  -^  «pa*  =  |  iwr*,  da  tn  =  ^  «^a*. 

0 

Nach  einer  Bemerkung  von  He  am  (Cambridge  and  Dublin  mathem.  Journal, 

Vol.  VIII,  p.  37  (1853))   kann  man  die  Aufsuchung  des  Trägheitsmomentes  des 

Ellipsoids  auf  die  des  Trägheitsmomentes  der  Kugel  reduciren.    Die  Gleichung  des 

x^          t/'         £»* 
Elliptoids  -j-  "f"   M  ~1 ¥^  ^  ^^^  nämlich  durch  die  Substitution 

X  =  ax  y  y  =  by\  z  =«  cz' 

über  in  « •  -f"  y  *  +  ^'*  ■=■  1  ^^'^  '^^ 

dm  '^ffdxdydg'=BQ  abc  dx  dy  dz'  =*  abc  dm\ 

mithin 

Zx^dm  =»  abc  •  a^Zx'^dm\ 

Zy^dm  =  abc  .  b^Zy^dm\ 
Zz^dm  =  abc  ,  c'^Zz^dm'. 

■ 

Die  Gleichung  x'^  -\'  y^  -\'  z'^  ^^  \  stellt  aber  eine  Kugelfläche  vom  Radius  1 
dar  und  die  Summen  Zx'*dm\  Zy*dm\  Zz^dm  beziehen  sich  auf  diese,  deren 
MaMenelement  dm  ist.    Für  sie  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

Zui^dm  —  Zy^dm  —  Z^^dm  —  -^«p 

9» 
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und  daher  werden 

rt*  b*  c 


— ^  Zx*  dm  =    -^  Zy^  d  m  =  — ^  2?2'  <liii  =  -j^  ä^  a6c  =  |  3f, 


ynithin 

A  =  2;(t/*  +  -e«)  dm  «  i  itf  (6«  +  c«),  2?  =  i  itf  (c«  +  a«),    C  =  i  If  (a»  +  h\ 

Man  kann  leicht  ein  homogenes  EUipsoid  finden,  welches  in  Bezug  auf  alle 
sich  im  Mittelpunkt  schneidenden  Azen  dieselben  Trägheitsmomente  besitzt,  wie 
ein  gegebenes  System  welches  mit  diesem  dieselbe  Masse  m  und  denselben  Massen- 
mittelpunkt hat.  Sind  A,  B,  C  die  Haupttrilgheitsmomente  des  Sya^ms  fOr  jenen 
Punkt,  so  findet  man,  weil  die  Centralellipsoide  für  das  System  und  das  EUip- 
soid dieselben  sein  müssen,  die  Halbaxen  a,  5,  c  des  Ellipsoids  aus  den  Glei- 
chungen : 

1  m  (6«  -f  c«)  =  .1,  i  m  (c^  +  a^^B,im  (a«  -f  6«)  =  O. 

Hieraus  folgt 

a*  +  b*  +  c'  =  ±-^(A  +  B  +  C)  =  ^  £(x^  +  y*  +  f*)  dm 

und  folglich  durch  Subtraction  der  vorigen  Gleichungen  einzeln: 

a«=  -2;.T«dw=  -  A\  6«=  —  Zy^dm  =  —B\    c«  =  —£z^dm=  —  C. 
m  m  m  m      '  m  m 

Das  gesuchte  Kllipsoid  hat  demnach  die  Gleichung  : 

a;'    ,    y*    ,    js*  5 

es  ist  ähnlich  dem  Ccntralellipsoid  der  Ti^heitsmomente  für  Ebenen. 

Zwei  Systeme,  welche  für  alle  Axen  gleiche  Trägheitsmomente  haben,  heissen 
acquivalente  Systeme.  Beye  hat  gezeigt,  dass  man  auf  unendlich  viele  Arten 
ein  System  von  vier  Punkten  finden  kann,  welches  einem  gegebenen  System  aequi- 
valent  ist.    (S.  Schlömilch's  Zeit«chr.  f.  Mathem.  und  Physik  B.  X,  S.  433). 

§.  2.  Der  homogene  Rotationskörper.  Jede  Ebene  durch  die  fiota- 
tionsaxc  ist  eine  Symmetrieebene  und  mithin  die  Rotationsaxe  eine  Haaptaze 
und  da  sie  den  Massenmittelpunkt  enthält,  eine  Hauptcentralaxe.  Die  Trägheits- 
momente für  alle  Axen,  welche  die  Rotationsaxe  rechtwinklig  schneiden,  sind 
einander  gleich,  daher  sind  sie  alle  Hanptaxen  und  ist  das  Trägheitsellipsoid  für 
alle  Punkte  der  Rotationsaxe  ein  Rotationsellipsoid  um  sie. 

Wählen  wir  den  Ursprung  in  irgend  einem  Punkte  0  der  Rotationsaxe,  diese 
selbst  zur  Axe  der  x  und  zwei  beliebige  zu  ihr  und  zu  einander  senkrechte  Azen 
zu  Axen  der  y  und  z.    Es  ist  dann 

A'  =  Zx^dm,    B'  =  Zy^dm  =  C  =  Zz^dm  =  ^  2;(y»  +  z^  dm  ^  \  A, 
B  =  C'  +  A'=^ Z(z* '+  Ä«)  dm  =  C  =  A '  +  J5'  —  Z(x*  +  y^  dm^A' +  \A, 

sodass  also  nur  A  und  Ä  zur  Bestimmung  aller  Trägheitsmomente  erforderlich 
sind.  Man  erhält  das  Volumenelement,  indem  man  den  Körper  schneidet,  1.  mit 
zwei  Meridianebenen,  welche  durch  die  a;-Axe  gehend  mit  der  xy -Ebene  die 
Winkel  9  und  d(p  bilden,  2.  mit  zwei  Cy linderflächen  um  die  x-Axe  im  Abstände 
r  und  r  -}-  dr  gelegt,  und  3.  zwei  Ebenen  senkrecht  zur  a;-Axe  im  Abstände  x 
und  X  -{•  dx  vom  Ursprünge  geführt.  Das  hiedurch  bestimmte  Volnmenelement 
ist  rdrdtpdx  und  mithin  das  Massenelement  dm  <=  Qrdrdtpdx^  wenn  ff  die  spe- 
cifische  Masse  ist.    Da  r'  >»  y'  -}*  '^  ^  ^^^ 
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■ 

b  in  r  h  in  r 

A='QJdxjd(pl  r^dff    A'  =  q  j  x^dx    f  dtp   1  rdr, 

a  U  0  a  U  U 

b  2n  r 


=  Q    j  dx   f  d  (p   j  rdr. 


m 

a  0  0 

Di©  Grenzen  der  Integration  sind  für  r  die  Werthe  r  =  0  und  r  =  f(x),   wenn 

r  «  Yy*  -^  z*  ^  f{x)  die  Gleichung  der  Rotationsfläche  ist,  für  tp  die  Werthe  0 
und  2«  und  für  x  die  Abstände  a,  b  der  zur  a;-Aze  senkrechten  Grenzebenen. 
Man  erhält  daher: 

b  b  b 

A  =»  \nQ   C[f{x)Ydx,    A'  =  ng  j  x*  [f(x)Y  dx,    m  =  ng  j  [f{x)y  dx, 

a  a  a 

Diese  Werthe  sind  in  die  Formel 

H^Aa^  +  ^ß""  +  C'y*  =  Aa^  +  (^'  +  ^  A)  ((?«  +  y«) 
=  Aa*  +  (A'  +  \A){l--a^^(iA  +  A')  +  (i  A  -  Ä)  a« 

einzuführen. 

Für  einen  Rotation scy linder  hat  man,  wenn  r  den  Basisradius  und  h  die 
Höhe  bezeichnet  a«=  —  -Ja,  h  =  ^h,  f(x)  =s  r^  m  =>  nqr^h  und  folglich 

Für  eine  cylindrische  Röhre  von  der  Wanddicke  d  und  dem  inneren 
Radius  r  wird  -4.  =■  i  nqh  [(r  +  d)*  —  r*],  wo  «^Ä  [(r  +  ^)'  —  »**]  =  w*  gesetzt 
werden  kann. 

Für  einen  Rotationskegel  von  der  Höhe  h  und  dem  Basisradius  r  ist,  wenn 

die  Spitze  zum  Coordinatenursprung  gewählt  wird  f{x)  sb  .-  x,  a=sO,  b  =  h 

h 

A^^  mr^,    Ä  =^i  mÄ»,    JB  =  0  =  |  m  (i  r«  +  Ä«). 

Das  Trägheitsmoment  für  die  Hauptcentralaxe  senkrecht  zur  Eegelaxe  ist: 

Weitere  Beispiele: 

Für  den  homogenen  Ovalkörper,  welcher  durch  Rotation  der  Ovallinie 
r  mamlia  cos'  ^  um  die  Polaraxe  entsteht,  die  Hauptträgheitsmomente  und  Träg- 
heitsradien  des  Massenmittelpunktes  zu  finden. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Biconvexlinse  für  einen  Durchmesser  der  ge- 
meinschaftlichen Kreisbasis  als  Axe  zu  finden,  an  welcher  die  beiden  Planconvex- 
linaen  zusammenstossen ,  welche  die  Biconvexlinse  bilden. 

§.  3.    Für   Trägheitsmomente   von    homogenen    Rotationskörpern    kann   man 

einen  den  Guld  in 'sehen  Sätzen  über  den  Massenmit- 
telpunkt nicht  unähnlichen  Satz  aufstellen.  Besitzt 
nämlich  eine  ebene  Figur  (Fig.  47)  eine  Symmctrieaxe 
a,  so  ist,  wenn  dx  ein  Flächenelement  derselben  und 
x  seinen  Abstand  von  dieser  Axe  bedeutet, 
Flg.  47.  Sxda  =  0  und  JSx^da  =»  0, 

w«il  TennOge  der  Symmetrie  der  Figur  die  Flächenelemente,  welche  paarweise  in 
enlgegaiigetetzt  gleichem  Abstände  x  diesseits  and  jenseits  der  Axe  liegen,  sich 
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tilgen.  Setzt  man  weiter  Zx^da  =  x*a,  wo  a  den  Flilchenraom  der  Figur  und 
%  deren  Trägheitsradius  für  die  Axe  a  darstellt,  so  wird  das  Trägheitsmoment 
des  Rotationskörpers,  den  die  Fläche  a  bei  der  Drehung  um  eine  mit  a  im  Ab- 
stände d  parallele  Axe  h  erzeugt: 

U=2nii  Z{x  +  d)^  da, 

indem  2u  {x  -\-  d)  da  .  q  einen  Elementarring  der  Masse  darstellt.  Dieser  Aus- 
druck nimmt  aber  vermöge  der  vorstehenden  Bemerkungen  die  Form  an: 

H=^2nQ  (d^Zda  +  Sd* Zxda  +  ^dZx*da  +  Zx^da  =-  2«^«^  (d«  +  3»«). 

Da  nach  dem  Guld  in 'sehen  Satze  das  Volumen  des  Rotationskörpers  2nad  und 
also  ^nqad  seine  Masse  M  ist,  so  hat  man 

ir=  M{d*  +  3x»). 

Es  darf  hierbei  aber  die  Rotationsaxe  h  die  Fläche  a  nicht  schneiden.  Der  frag- 
liche Satz  lautet  demnach: 

Besitzt  ein  geschlossener  ebener  Flächenraum  eine  Sjmmetrie- 
axo  und  ist  x  sein  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  sie,  so  ist  der  Tr&g- 
heitsradius  des  homogenen  Rotationskörpers,  welchen  die  Figur 
durch  Rotation  um  eine  im  Abstände  d  mit  der  Symmetrieaxe  paral- 
lele Axe  erzeugt,  in  Bezug  auf  diese  Axe  gleich  d*  -\-  Z  »'. 

Der  Satz  ist  von  Townsend  [On  the  moment  of  inertia  of  a  ring 
with  respcct  to  its  axes  'of  rcvolution.  Cambridge  and  Dublin  Qnarterly 
Journal  of  pure  and  appl.  Mathem.     T.  X,  p.  203.  (1869)]. 

§.  4.  Methode  der  ähnlichen  Figuren.  Mit  besonderem  Erfolge  kann 
man  sich  in  vielen  Fällen  der  geometrischen  Verwandtschaften  zur  Bestimmung' 
von  Trägheitsmomenten  bedienen;  so  insbesondere  der  der  Aehnlichkeit.  Denkt 
man  sich  nämlich  zwei  homogene  ähnliche  Systeme  in  gleichviel  ähnliche  Mas- 
senelemente zerlegt,  so  stehen  die  Massen  je  zwei  homologer  solcher  Elemente 
in  dem  constanten  Verhältnisse  ihrer  Raumdimensionen,  welches  Verhältniss  filr 
lineare  Systeme  c,  für  flächenartige  Systeme  6*  und  für  räumliche  Systeme  «'sei; 
die  Abstünde  dieser  Elemente  von  zwei  homolog  liegenden  Axen  stehen  im  Ver- 
bal tniss  £  der  Linien  und  ihre  Quadrate  also  im  Verhältniss  e^.  Demnach  stehen 
die  Trägheitsmomente  der  Elemente  im  Verhältniss  e^  e^,  e^  und  in  demselben 
Verhältnisse  auch  die  Trägheitsmomente  der  ähnlichen  Systeme  bezüglich  jener 
Axen.    Daher  der  Satz: 

Ist  e  das  Aehnlichkeitsverhältniss  zweier  ähnlicher  homogener 
Systeme,   so   ist  das   Verhältniss   ihrer   Trägheitsmomente   J7,  H'  in 

Bezug  auf  zwei  ähnlich  liegende  Axen  ^,  h'  gleich  c», 
wo  n  =  3,  4,  5,  je  nachdem  die  Systeme  eine,  zwei 
oder  drei  Dimensionen  besitzen,  d.  h.: 

/^  ir  =  Bn.H,    n  =-  3,  4,  5. 

r  Einige  Beispiele  sollen  die  Anwendung  dieses  Satzes  erläutern. 

1.  Trägheitsmoment  H  einer  homogenen  Strecke 
AB  (Fig.  48)  für  eine  Axe  h  des  Massenmittelpunktes,  welche 
mit  der  Strecke  den  Winkel  a  bildet.  Es  ist  die  Summe  der 
Trägheitsmomente  der  beiden  Hälften  Ä  S  und  SB  der  Strecke 
AB  für  dieselbe  Axe  und  diese  haben  gleiches  Trilgheitsmo- 
ment  ^  If  in  Bezug  auf  sie.  Ebenso  gross  ist  das  Trägheits- 
Fig.  48.  moment  der  halben  Strecke  A8  ia  Besug  auf  eine  durch  A 
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gehende  mit  h  parallele  Axe  h';  denn  ÄS  and  SB  sind  ähnliche  Systeme  für 
das  AehnlichkeitsverhältnisB  £  =»  i  in  Bezug  auf  homologe  Axen.  Da  die  Länge  der 
ganzen  Strecke  AB  gleich  2  .  ÄS,  so  ist  ihr  Trägheitsmoment  H'  für  die  Axe  h' 

Nun  ist  aber  nach  dem  Satze  für  die  Ti^gheitsmomente  der  Parallelaxen 

H'  =  ir+ JmZ*sin««, 

wenn  l  und  m  die  Länge  und  Masse  von  AB  bedeutet.  Indem  man  beide  Aus- 
drücke einander  gleichsetzt,  erhält  man 

ff  =z  ^  tnl^  sin*  «. 

Das  Trägheitsmoment  ist  constant  für  alle  gegen  h  gleichgeneigten  Strecken 
ÄB\  für  a  ^=  i  n  tritt  das  Maximum,  für  a  =  0  das  Minimum  ein.  Das  Central- 
ellipsoid  ist  ein  Ereiscjlinder  um  l  als  Axe. 

2.  Trägheitsmoment  H  der  Fläche  eines  homogenen  Parallelo- 
gramms AB  CD  (Fig.  49)  für  eine  Massenmittelpunktaxe  h.  Das  Trägheitsmoment 
H  ist  die  Summe   der  Ti^gheitsmomente   der   vier   Parallelogramme  SÄ,  SB, 

^^ g,     SC,  SD,   welche  unter  sich  congruent  und  dem  Ganzen 

im  Verhältniss  £  =>  ^  ähnlich  sind.  Die  Parallelogramme 
SÄ,  SC  einerseits  und  SB,  SD  andererseits  haben  gleiches 
Trägheitsmoment  für  die  Axe  h.  Sind  also  Hsa,  Hsb 
ihre  Werthe,  so  wird 

H  =  2  (.ffsA  +  Ssb). 
Das  Parallelogramm  SÄ  liefert  aber  für  die  Axe  h  und  eine  durch  Ä  gehende, 
ihr  parallele  Axe  K  denselben  Werth  Hsa  =»  H' sa,  da  ÄC  und  -45  congruent 
and   gleicher   Lage   gegen  h  und  h'  sind.    Ebenso  ist  Hsb  =■  H"sb,  wenn  K' 
eine  durch  B  gehende,  zu  h  parallele  Axe  bedeutet.    Daher  ist  auch 

H^2{H'sa  +  H"sb). 

Nennen  wir  jetzt  H'  und  H"  die  Trägheitsmomente  des  Ganzen  für  h'  und  h", 
BO  liefert  die  Aehnlichkeit  der  Figuren  ÄS  und  ÄC,  sowie  BS,  BD  die  Relatio- 
nen Ä'  —  2*  .  H'sA,  H"  =  2*  .  H'sB  und  zugleich  ist 

H'  =^H+  Mp\  H"  ^H+  Mq\ 

wenn  p  und  q  die  Abstände  des  Massenmittelpunktes  des  Ganzen  von  den  Axen- 
h\  h'  ist,  welche  durch  zwei  nicht  gegenüber  liegende  Ecken  der  Figur  gehen. 
HieraoB  folgt 

H'  +  H"  =  2H  -f  M{p*  +  q*) 

jmd.  weiter  also: 

IHH'SA  +  H"sb)  =^SH^2H+  M{p*  +  q^, 
d.  h.: 

Die  Grossen  p  und  q  sind  die  Abstände  zweier  nicht  gegenüberliegender  Ecken 
des  Parallelogramms  von  der  Massenmittelpunktsax^i^.  Sie  können  nicht  grösser 
weiden,  als  die  halben  Diameter  ÄS  und  BS  des  Parallelogramms,  deren  Projectio- 
nen  auf  eine  zar  Axe  h  senkrechte  Ebene  sie  sind.  Daher  wird  H  ein  Maximum 
für  die  Axe  h,  welche  auf  der  Ebene  des  Parallelogpramms  senkrecht  steht.  Für 
die  mit' der  Seite  BC  parallele  Massenmittelpunktsaxe  wird 

p  szt  qsm  ^äB  .  sin  er, 


136  Homogenes  Dreieck.  I.  Th.,  Ckp.  IX.,  §.  i. 

wenn  a  den  Winkel  des  Parallelogramms  bezeichnet,  mithin 


Man  erhält  dies  Resultat  auch  aus  Nr.  1,  wenn  man  das  Parallelogramm  in  unend- 
lich schmale  Streifen  parallel  AB  zerlegt.    Den  Maximalwerth 


H='^M(AC*  +  BD'^ 
kann  man  mit  Hülfe  der  Seiten  darstellen,  indem 


AC^  =  AB^  +  BC^  +  2AB  .  BC ,  eoB  «,* 
JB^^=^^*  +  BC*  -  2AB  .BC  ,  cos«, 
also 


AC^  +  BD*  =  2  (AB*  +  BC*) 
wird,  nämlich: 

U  =  ^M  (IB^  +  BC^. 

3.   Trägheitsmoment  der  homogenen  Dreiecksfläche  ^ J? C  (Fig.  50) 
für  eine  Massenmittelpunktsaxe  h.    Ergänzt  man  das  Dreieck  zu  einem  Parailelo* 


Fig.  5a 

gramm,  so  erhält  man  für  das  Trägheitsmoment  H'  um  eine  durch  die  Mitte  P 
der  Seite  AB  gehende,  zu  h  parallele  Axe  h'  das  halbe  Ti^heitsmoment  des 
Parallelogramms  (s.  Nr.  2),  nämlich,  wenn  m  die  Masse  der  Dreiecksfläche  und 
also  2m  die  des  Parallelogramms  ist: 

■H'-i«[ay)'  +  (3i>)''J, 

wo  ^y  und  Sp  die  Perpendikel  bedeuteo,  welche  von  B  oder  A  und  C  auf  die 
Axc  h'  gefällt  werden  können,  y  ist  die  Projection  der  Seite  AB  =>  c  und  Sp 
die  Projection  der  Mediane  CP,  also  p  die  des  Massenmittelpunktsabstandes  SP 
auf  eine  zu  den  Axen  h^  h'  senkrechte  Ebene.  Um  aus  H'  das  Trägheitsmoment 
//  für  die  Massenmittelpunktsaxe  h  zu  erhalten,  hat  man  m  .  p*  abzuziehen;  da- 
durch kommt: 

H  =  ^m  .  y*  +  im  .  jp*. 

Bezeichnet  man  nun  mit  a,  |3,  3g,  3r  die  Projectionen  der  Seiten  a,  h  und  der 
Medianen  AQ,  BB  auf  jen^lbene,  so  erhält  man  in.  gleicher  Weise 

JJ=^^m.(J«  +  im  .g»,    H  =«  ^m  .  a*  +  {m  .  r* 

und  indem  man  die  Summe  der  drei  Ausdrücke  für  H  durch  3  dividirt: 

H=^^m  (a«  +  ß*  +  y«)  +  ^m  (p*  +  q*  +  r*). 

Xn  der  Projection  A^B^C^  des  Dreiecks  il  1^(7  auf  die  zu  A  senkrechte  Ebene  siod 
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3;,  39,  9r   die  drei  Medianen  tu  den  Seiten  y,  ß,  a  and  ist  Bp  die  Diogonftle 
des  FamllelogramniB  Cg  0^,  zn  welchem  Ä^BgCg  ergänzt  werden  kana    Man  hat 

(6p)'  =  o'  +  ß'  +  2arp  coe  C» 
oder  da 

r'  =  «'  +  ß'~2o(fcoBC„ 
ist, 

(6p)'  -  3  («'  +  p')  ~  y'. 
In  Khnlicher  Weise  ist 

(6g)'  =  2(ß'  +  y')-  a',     (6r)'  =-  a  (y*  +  «')  -  p'. 
Daher  erhftlt  man  durch  Addition  dieser  Ausdrucke 

12  (p'  +  q'  +  H)  =  a'  +  ß'  +  y', 
nod  indem  man  hiermit  p'  +  9'  +  *'*  ^^^  <'^''  Oleichong  fQr  H  eliminirt: 

H  ~^m  (,.!'  + p'  +  n 
Steht  die  Axe  h  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks ,  so  werden  «,  ß,  y  gleich 
den  Seiten  des  Dreiecks  selbst.    Ist  daher  H^  das  Trftgheitsmoment  des  Dreiecks 
Ä^BfC,  nnd  Mg  seine  Masse,  so  wird 

ff        ^ 

ff»~t». 

nnd   wenn  die   specifische  Masse  fär  beide  dieselbe  ist,   so  ist  das  Veib&ltniss 

m  :  m,  gleich  dün  der  Flächeur&ame,  also  gleich  dem  Cosinns  des  WinkeU  Z, 

welchen  das  Dreieck  ABC  mit  der  Axe  h  bildet    Daher  H^  =  ff  sin  l. 

Eliminirt  man  nicht  p'  +  9'  +  r'>  sondern  o'  +  |J'  +  y',  so  ergibt  sich 
fl-i«(p'  +  9'  +  f->)i 
es  und   aber  |ni  ,p*,  ^m  .  9',  \m  .  r^  die  Trägheitsmomente  der  drei  Seiten- 
mitten P,  Q,  it,  wenn  in  jeder  derselben  die  Masse  ^m  ooncentrirt  gedacht  wird, 
d.  h.: 

Das  Trägheitsmoment  einer  Dceiecksfl&che  in  Being  anf  eine 
Massenmittelpnnktsaie  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  drei  Sei- 
tenmitten, wenn  jede  von  diesen  den  dritten  Theil  der  Dreieeksmasse 
enth&lt. 

f^llt  die  Aie  h  in  die  Ebene  des  Dreiecks,  so  fallen  die  Projectionen  u,  ß,  y 
der  Seiten  auf  eine  cu  h  senkrechte  Ebene  in  eine  Qerade  und  üt 

also   das  Qoadrat  jeder   von   ihnen  gleich  dem  Quadrat  der  Summe  der  beiden 
uderen.    Daher  wird  hierfür  H  <>■  ^m  (n*  -|-  ^*)  »  ^m  [a*  -\-  ap  +  p*). 

Die  Qleiohnng  ff  —  ^m  (p*  -|-  3'  -|-  f")  wollen 
r  noch  benntien,  nm  das  TiiLgheitsmoment  fdr 
le  in  der  Ebene   des  Dreiecke    liegende,   durch 
die  Ecke  C  gehende  Aie  h'  in  bestimmen,  indem 
hierfilr  p,  q,  r  die   Perpendikel   von  den  Seiten- 
mitten P,  Q,  S  anf  eine  mit  h'  durch  den  Massen- 
mittelpunkt parallel  gelegte  Axe  h  bedeuten  (Fig.  bl). 
lats  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  A',  so 
wird 
K»  »t  Ü ■  -  im  (p'  -t-  a-  +  r-)  +  »  .  «'. 
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Bezeichnen  wir  jetzt  mit  a,  b  die  Abstände  der  Ecken  A,  B  von  h\  so  wird 

;j  ==^(a  + 6)  —  «,    /jf  =  i&  — 5,    r=:^\a  —  8, 

oder  weil  s  =  ^(a  +  6)  (s.  S.  88): 

p  =  4(a  +  6),    g  =  i(6-2a),    r  =  i(a  -  26), 
folglich: 

P'  +  2'  +  r'  =  i(a*  +  &'-a2^), 
aleo: 

H'  =  im(a«  +  a6  +  6'). 

4.  Das  Trägheitsmoment  der  homogenen  Fläche  eines  regulären 
Vielecks  in  Bezug  auf  die  zur  Figur  senkrechte  Massenmittelpunktsaze 
zu  finden. 

6.  Die  Trägheitsmomente  für  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped 
und  ein  dreiseitiges  gerades  Prisma  zu  finden. 

§.  5.  Die  Methode  der  conjugirten  Diameter.  Die  Aufsuchung  der 
Hauptaxen  ist  für  complicirtere  Fälle  mit  Hülfe  eines  der  Trägheitsellipsoide  nach 
den  gewöhnlichen  Methoden  der  analytischen  Geometrie  mühsam.  Binet  hat  zur 
Erleichterung  dieser  Operation  folgenden  Satz  bewiesen: 

Irgend  drei  Azen  eines  Punktes,  für  welche  als  Coordinaten- 
axen  die  Gleichungen  bestehen 

Zmxy  =>  Zmyz  =»  Ztnzx  »«  0 

sind  conjugirte  Diameter  des  reciproken  Binet'schen  Trägheitsellip- 
soids  für  Ebenen  dieses  Punktes.  Ist  nämlich  P  irgend  eine  Ebene  des 
Schnittpunktes  dieser  Axen  und  q  der  Abstand  des  Punktes  m{x^y^z)  yoif  ihr  und 
sind  a,  |3,  y  die  Eichtungscosinusse  der  Normalen  dieser  Ebene  gegen  die  Axen, 
so  wird  3  =  «ic  +  (3y  +  y-5  und  mithin 

Zmq^  =  2:w  .  t«  =  ZmifiLX  +  (5y  +  yzY  =»  a^Zmx^  +  ß^£my^  +  y^SmzK 

Setzt  man 

Smx^  =  Zm  .  a',  Zmy*  =  Zm  .  6*,  Zmz^  =  Zm  .  c', 

so  geht  diese  Gleichung  über  in  die  folgende,  welche  den  Trägheitsarm  i  für  P 
bestimmt: 

t«  =  a«a«  +  6«/J«  +  c'y*. 

Die  Ebene  senkrecht  zu  t  in^  dessen  Endpunkt  umhüllt,  wenn  die  ihr  parallele 
Ebene  P  variirt,  das  reciproke  Binet'sche  Ellipsoid  und  wenn  x^^  y^y  Zq  die 
Strecken  sind,  welche  sie  auf  den  Goordinatenaxen  der  x,  y,  z  bestimmt,  so  ist 

Damit  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in: 

^0  Vo  ^0 

welche  die  Bedingung  ist,  welche  zwischen  x^,  j^q,  z^  bestehen  muss,  damit  die 
Ebene  Tangentenebene  an  dies  Ellipsoid  sei.  Man  kann  leicht  x^,  y^,  z^  in  die- 
ser Gleichung  durch  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  ausdrücken.    Ist  nun 

X  1/'  z 

irgend  ein  Ellipsoid  —r  +  '^H — |-<=»liD  Bezug  auf  schiefe  Cooordinaten  ge- 

geben,  wofür  wegen  des  Mangels  der  Prodncte  xy,  yg^  zx  in  der  Gleichung  8p, 
8g,  8r   conjugirte  Diameter  sind  und  soll  man   die  Bedingung  angeben,  unter 
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welcher  die  Ebene  A  4.  ^  -f  _L  s=  l  dies  EUipsoid  berührt,  so  bilde  man  nach 

bekannten  Sätzen  die  Gleichung  der  Tangenteneb  ene  —8+2+72  ~  ^    ^°^ 

X         1      1/         1      z         1     j 
vergleiche  die  Coefficienten  beider.    Dies  gibt  —4=  — »  —5  =  — ,  ■Z2  =  ~7  ^^^^ 

xx^  =  p\  yy^  =  g[*,  ;2f;?o  =  **'  ^r  di«  Coordinaten  ar,  y,  ^r  des  Berührungspunktes, 
und  indem  man  sie  in  die  Gleichung  des  Ellipsoids  einsetzt, 

?!_  +  ?!.  +  ll  =  1 
^0        Vo        ^0 

als  Bedingung  dafür,  dass  die  Ebene,  welche  von  den  Axen  die  Strecken  rCg,  f/o*  ^0 

abschneidet,  das  EUipsoid  über  den  conjugirten  Diametem  2^),  2  g,  2r  im  Punkte 

«*  o*  r* 

a?o     ^        yo  «0 

berührt.    Die  Vergleichung  dieser  Bedingung  mit  obiger  Gleichung 

•*'o  yo  *o 

zeigt,  dass  dieselbe  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  die  Ebene  {x^  y^  Zq)  das  Ellip- 

9  9  s 

soid  — i-  +  -r«-  +  -^  =  1   im  Punkte  (xyz)  berührt  und  dass  2a,  26,  2c  conju- 

girte  Diameter  sind.  Dies  Ellipsoid  ist  also  das  obenb#zeichnete  TiUgheitsellipsoid 
bezogen  auf  conjugirte  Diameter. 

Sind  also  Zmxy,  Smyz,  Emzx  für  drei  gegebene  Axen  der  x^  y,  z  Null, 
so  wird  man  auf  ihnen  diesseits  und  jenseits  ihres  gemeinsamen  Schnittpunktes 
die  Grossen  a,  &,  c  auftragen,  für  welche 

a^Zm  =  Zmx^,  h^Zm  =  Zmy\  c*Zm  =  Zmz^\ 

das  Ellipsoid  über  ihnen  als  gonjugirten  Diametem  construirt,  ist  das  Trägheits- 
ellipsoid  und  seine  Axen  sind  die  Hauptträgheitsaxen.  Da  ähnliche  und  ähnlich- 
liegende EUipsoide  das  System  der  conjugirten  Diameter,  und  mithin  auch  die 
Hauptaxen  gemein  haben,  so  kann  man  das  Ellipsoid 


anch  durch  ein  anderes 


^  4-  ll  -I.  iL 

a«  "^  6»  "^  c« 


x*        y^        z* 
a'    '    6"         c' 


enetien. 

Somoff  hat  dem Binet^schen  Satze  noch  den  folgenden  hinzugefügt,  aus  wel- 
chem er  letzteren  ableitet:  Errichtet  man  auf  drei  conjugirten  Diame- 
tralebenen (yz),  {ßx)y  {xy)  eines  Binet' sehen  reciproken  Trägheitsel- 
lipBoids  drei  Diameter  £,  17,  {  senkrecht,  so  sind  sie  conjugirte  Dia- 
meter der  Schaar  directer  Binet'scher  EUipsoide. 

Wir  fanden  oben  für  den  Trägheitsarm  der  Ebene  P: 

i»  «.  a^a*  +  6»(J«  +  c*y^,  a^Zm  «  Zmx\  b^Zm  =  Zmy^,  c^Zm  =  Zmz\ 

Tragen  wir  aof  deren  Normalen  q  so  auf,  dass  pi  s^  £*,  wo  e  eine  beliebige  Con- 
0teate  ist,  so  wird  durch  Mnltiplication  mit  p' 
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Sind  nun  |,  jj,  £  die  Coordinatea  des  Endponktea  von  g,  bo  ergibt  Bioh  leicht 

pK  =-  J  cos  ix,  eß  —  riCOtJ]1f,  fy  =-  ico»  tz. 

Denn  da  die  Äien  der  4,  i,  £  aof  den  Ebenen  der  yt,  ix,  xy  senkreoht  iteben, 
BO  ateben  omgokehit  ancb  die  Aien  der  x,  y,  i  auf  der  Eben«  der  «)£,  ££,  £ii 
Benkrechtj  daher  redncirt  eich 

jo  =  £  COB  £«  +  j]  CO«  ))«  +  £  CO«  £« 
auf  pa  =  £  cOB  ix  und  ähnlich  die  anderen  Projeotionen  von  p  anf  die  y-  nnd 
2-Axe  auf  pß  =  i)  cob  i]y  und  ^y  x>  £  cob  £s.    Hiermit   erbUt  man  alBO  f3r  die 
Ftäcbe  der  Endpunkte  aller  p  oder  fOr  ein  TrägbeitaeUipsoid  ana  der  Schaar  der 
direct«n  Binet'acben  Ellipaoide  für  Ebenen  die  Gleichung 

{'  =  o'£'  cob"  %x  +  5'j|*  cob'  ijy  +  "'£'  coa'  £» 
tind  da  dieBelbe  keine  Productglieder  entbELlt,  so  sind  die  Aien  der  £,  t),  £  nn 
Tripel  coDJugirter  Durchmesser  dieser  Fläche.    Man  bemerkt  hiebei,  daae  in 

Sm  .  (("  cos*  ix  —  cob'  ix  Emx*  =•  Sm(x  cos  £*)' 
die    GriSsse  rc  coa  ix  den  Abetand  dcB  Ponktes  {xyt)  oder  {£>j£)  tob  der  Ebene 
(j/s)  nnd  also  Zm{x  cos  |a;)'  das  Trägheitsmoment  nnd  also  a  cob  Ja:  den  Trfg- 
heitaarm  für  dieae  Ebene  bedeutet    Aebnliches  gilt  für  b  cos  tiy,  c  coa  £x. 

Ebenso  kann  man  seigen,  dass  ancb  die  Aien  der  x,  y,  t  conjugirte  Diame- 
ter für  daeaelbe  Ellipeoid  sind. 

§.  6.    Bestimmung  der  Hauptceotralaxen  einiger  homogener  Figu- 
ren mit  Hülfe  des  Biuefachen  Satces. 

1.    Daa  homogene  schiefe  Parallelepiped.    Sind  p,  q,  r  die  EaDten,  8 
der  Mittelpunkt  nnd  die  Axen  Sx,  Sy,  Sz  parallel  den  Kanten,  so  aind  oSenbar 


•-/ 


J  yzdm  =  0,  J  ixdm  =  0,  J  xydm  ■-•  0 


oder 

«'  =  iVi»'.    ''"  =  tS3'-    c'  —  T^f*. 
Daher  siuil  die  Axen  von  S  parallel  den  Kanten  conjugirte  DurchmasBer  des  Ellip- 

Boide  — 7  +  -^  -i i  =■  iV  i""^  ^^  Hanptaxen  sind  die  Axen  dieses  EUipsoids 

oder  jedes  ihm  ähnlichen  nnd  mit  ihm  Uinlicb  liegenden 

4  +  4  +  4  =  «.. 

!■'         9"         »■' 
Uan  kann  a  so  bestimmen,  dasa  das  Ellipsoid  durch  die  8  Ecken  des  Parallelepipedi 
gebt,  d.  h.  X  =  Jji,  y  "  i9,  e  ■=  ir  der  Gleichung 
i  _  des   EllipsoidB  genügt     Hau   findet   dnrch  EinseUnng 

•         ■9S4if    /    '""'     clieser  Werthe  0'=.  J. 

X/  )vIOyV'''  ^-   ^*^  homogene  Tetraeder.  Es  seien  (Fig.  5S) 

7x'    i^^  ^  **"  MasBonmittelpnnkt  des  Tetraeders,  EF,  GH, 

/---"'^«^Rvv  '^^  ^  Verbindungslinien  der  Mitten  der  Gegenkan- 

^'^^-~~~J.^\^siit\\\        ten  und  Sx,  Sy,  Si  drei  Axen  in  der  Richtung  dieser 

^^"i?^?      u\^       Verbindungilinien.    Jede  Ebene  parallel  lor  yr-Ebene 

^"■"■■-vj/^  liefert  einen  Schnitt  LMNP,  veloher  ein  Farallelo- 


taiAfOiwMbotJJydydz—OandJJtdydt^ 
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sind,  woraos  folgt 

JJJxydxdydz  =  /  xdxJJ  ydydz  =  0 
und 

jjj  ^^^^^y^^='J  ^^^JJ  zdydz  =  0. 

Ebenso  ist  jjj  yzdxdydz  =  0.     Indem  man  diese  AnsdrQcke  mit  der  specifi- 

schen  Masse  q  and  der  Winkelfonction  mnltiplicirt ,  welche  dxdydz  in  das  Vo- 
Imnenelement  überführt,  erhält  man 

J  xydm  ==  /  yzdm  =  /  zxdtn  =  0. 
Daher  sind  die  Axen  Sx,  Sy,  Sz  conjugirte  Diameter  des  Trägheitsellipsoids 

a«  ^  6«  ^  c»         * ' 
wo 

m  .  a'  ==«  /  x^dtn^    m  .  6*  =  /  y*cim,    m  .  c*  =  /  z^dm . 

Sind  PjP'f  q,  q;  r,  r  die  drei  Paar  Gegenkanten  ÄDj  BG;  BDy  ÄC;  CD,  AB 
nnd  a,  |),  y  die  Strecken  EF^  GH,  JK^  so  findet  sich 

4a«  =  g«  +  g*  +  r«  +  /«-i>«— jö'*  0»=:-^«« 

4&«  =  r«  +  r«  +  i)»  +  i)'*  —  2*  -  «' *  h^  =  ^ß^ 

4y«  =»p«  +  p'*  +  3«  +  3'»  -  r«  -  /«  c«  =-  -ArV- 
mid  hiermit  das  fragliche  Ellipsoid: 

«*  P'  y«  ^• 

Seine  Azen  sind  die  Hanptaxen.    Von  den  beiden  ihm  ähnlichen  EUipsoiden 

^t  -r  ßi  T  yi       t»    ^2  T-  |j»  -r  y»       t 

geht  das   erstere  dnrch   die  Kantenmitten,   das   letztere   dnrch   die   Ecken   des 

Tetraeders. 

3.    Homogene   Fläche  eines  schiefen  Parallelogramms.     Für  eine 

ebene  Figui  sind  Zmyz  <=»  0,  Zmzx  »>  0,  £mz*  <=»  o,  wenn  die  r- Axe  nicht  in  die 

Ebene  fällt.    Ist  also  fOr  die  beiden  in  die  Ebene  der  Fignr  fallenden  Axen  Sxy 

Sy  die  Bedingnng  Zmxy  =  0  erfUlt,  so  sind  diese  Axen  conjugirte  Diameter  der 

x^        t/' 
Trägheitsellipse  -r  H~  4?  ==  ^  >   ^^  welche  sich  das  Trägheitsellipsoid  reducirt 

und  für  welche  Zmx*  =»  Zm  .  a',  Zmy*  =»  Zm  .  &'.  Für  das  Parallelogramm 
Ton  den  Seiten  p,  q  und  dem  Winkel  a  genügen  die  Axen  Sx^  Sy  parallel  zu 

den  Seiten  der  Bedingung  /  xydm  =»  0  und  sind  dieselben  daher  conjugirte  Dia- 

X*        v' 
meter  der  Ellipse  — 5^  +  "S^  ■■  t4»   indem  a  «=  ^p*,   &  =  i^ö*-    Dieses  Ellipse 

kann  ersetet  werden  durch  die  dem  Parallelogramm  eingeschriebene  — f  +     «  ="  ^ « 

deren  conjugirte  Diameter  in  den  Richtungen  SXy  Sy  gleich  p,  q  sind.  Die 
Hanptaxen  dieser  Ellipse  sind  die  Hauptcentraltiägheitsaxen  des  Parallelogramms. 
Ihre  Constmction  ist  bekannt;  ihre  Längen  J.,  B  sind  bestimmt  durch: 

^'  -  A  (p'  +  g'  +  V(p'  -  qr  +  4p'j^^^^i^i), 
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4.  Homogene  Fläche  des  Dreiecks.  Es  seien  A,  jB,  C  die  Ecken,  D 
die  Mitte  der  Seite  BC^  S  der  Massenmittelpunkt,  auf  ^D  so  gelegen,  daas 
AS  =^  2  ,  SD.  Zwei  Axen  Sx,  Sy,  von  denen  die  erste  mit  der  Medianen  AD 
zusammenfällt,  während  die  zweite  mit  B  C  parallel  läuft,  erfüllen  die  Bedingung 

/  xydm  =  0.    Daher  sind  sie  conjugirte  Diameter  der  Ellipse  — j  +  -?j-  =1,  wo 
rt*  s  ^p\  6*  SB  ^q*  sich  findet,  wenn  AS  =p,  DB  =  q  gesetzt  wird.    Die  die- 

ser  Ellipse  -^  +  -^  =  Jr  ähnliche  -    -  +  t^:  =  i  geht  durch  die  Ecken.    Ihre 
^      Sp^        4g*        **  Sp*    '    4^*        ^  ** 

Hauptaxen  sind  die  Hauptcentralaxen. 

§.7.  Methode  der  Differentiation.  Die  Trägheitsmomente  für  unend- 
lich dünne  Schalen  und  Flächen  kann  man  durch  Differentation  aus  bekannten 
Trägheitsmomenten  für  körperliche  Gebilde,  die  von  unendlich  dünnen  Flächen- 
zonen und  Linien  auf  gleiche  Weise  aus  Trägheitsmomenten  für  FlächeniAume 
ableiten. 

1.  Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  EUipsoids  (a,  &,  c)  von  constanter 

Dichte  Q  in  Bezug  auf  die  Axe  a  ist  ^nQabc(b*  -}-  c*).    Aendert  sich  das  Ellip- 

soid,  jedoch  so,   dass    seine  neue  Oberfläche  die  ursprüngliche  Oberfläche  nicht 

schneidet,  so  ist  das  Trägheitsmoment  der  Masse  der  zwischen  beiden  Oberflächen 

enthaltenen  elliptischen  Schaale  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  die  Differenz   dieses 

Ausdrucks  und  wenn  die  Schaale  unendlich  dünn  ist,  das  Differential  desselben. 

Dies  Differential  ist  nach  dem  Parameter  zu  nehmen,  von  welchem  die  Aenderung 

der  in  dem  Ausdrucke  vorkommenden  Grössen  a,  b,  c^  q  abhängen.    Ist  z.  B.  das 

geänderte  EUipsoid  dem  ursprünglichen  ähnlich  und  q  constant,  so  seien  die  Axen- 

b  c 

Verhältnisse   —  =»J?,    —  =»gd.  h.  6=»ojp,  c=— ag  und  also  a  der  Parameter, 

durch  welchen  b  und  c  ausgedrückt  sind.  Dann  ist  -^nQpq^p*  -f-  q^a^  das 
Trägheitsmoment  des  EUipsoids  und  inQpq{p^  -}-  q^a*da  das  der  unendlich 
dünnen  Schaale.  Zugleich  ist  die  Masse  des  Ellipsoids  ^ngpqa*  und  die  der 
Schaale  4tnQpqa^da.  Daher  geht  das  Trägheitsmoment  der  unendlich  dünnen 
Schaale  über  in  itn(&*  -|-  c*),  wenn  m  die  Masse  derselben  ist.  Dieser  Ausdruck 
gilt  auch  für  die  ellipsoidische  Fläche,  wenn  die  Masse  tn  gleichförmig  über  sie 
ausgebreitet  ist.  Ebenso  gross  ist  das  Trägheitsmoment  des  umschriebenen  recht- 
winkligen parallelopipedischen  Körpers. 

2.  Wenn  das  Trägheitsmoment  für  ein  homogenes  EUipsoid  von  constanter 
Dichte  Q  wie  unter  Nr.  1  von  einem  Parameter  a  abhängt  und  mit  q  .  q>{a)  be- 
zeichnet wird,  so  ist  Qq>'{a)da  das  Trägheitsmoment  für  die  unendlich  dünne 
Schaale.    Lässt  man  nun  die  Dichte  q  variiren  mit  a,  so  dass  sie  für  jedes  von 

dem  speciellen  Werthe  von  a  abhängige  EUipsoid  constant  ist,  so  stellt   /   Q(p'((a)da 

Ol 

das  Trägheitsmoment  einer  eUiptischen  Schicht  dar,  welche  von  zwei  EUipsoiden 
begrenzt  wird,  die  den  Werthen  Oj,  o,  des  Parameters  a  entsprechen. 

3.  Zu  finden  das  Trägheitsmoment  eines  heterogenen  EUipsoids  für  eine  Axe 
desselben,  wenn  die  Dichte  auf  concentrischen  ähnlichen  Schichten  constant  ist 
und  dem  Abstand  des  Schnittpunktes  der  Axe  mit  der  Schicht  vom  Mittelpunkte 
proportional  variirt. 
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Zweiter  Theil. 

Geometrie  der  Bewegung  und  Theorie  der 

Bewegungszustände. 

(Kinematik.) 


I.  Capital. 

Uebergang  des  Systems  aus  einer  Lage  in  eine  andere.    Botation, 
Translation  und  Sohraubenbewegnng  des  unveränderliöhen  Systems. 

§.  1.  Die  Geometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  eines 
Punktes  oder  Systems  bloss  als  eine  Aenderung  des  Ortes  und  untersucht 
die  Art  und  Weise,  in  welcher  .dieselbe  erfolgt  oder  erfolgen  kann. 

Die  continuirliche  Folge  aller  Lagen,  welche  ein  Punkt  während  seiner 
Bewegung  einnimmt,  bildet  seine  Bahn;  sie  ist  geradlinig  oder  krumm.  Im 
ersten  Falle  nennt  man  sie  zugleich  die  Eichtung  der  Bewegung  und  unter- 
scheidet in  ihr  einen  doppelten  Sinn,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt 
sich  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  hin  bewegt.  Ist  die  Bahn  eine 
Curve,  sei  es  eine  ebene  oder  eine  doppelt  gekrümmte,  so  versteht  man 
unter  der  Richtung  der  Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Bahn 
die  Tangente  in  diesem  Punkte.  Da  nämlich  im  Berührungspunkte  der 
Tangente  zwei  aufeinanderfolgende  Cui-venpunkte  zusammenfallen,  so  gibt 
sie  die  Richtung  an,  welche  von  dem  einen  zum  anderen  hinftlhrt.  Die 
Richtung  der  Bewegung  ändert  sich  fortwährend  bei  der  krummlinigen  Be- 
wegung, sie  bleibt  immer  dieselbe  bei  der  geradlinigen.  Eine  deutliche  Yor- 
stellung  von  der  Erzeugung  einer  Curve  durch  Bewegung  eines  Punktes  wird 
allein  durch  einen  Grenzenübergang  erreicht,  welcher  vom  Vieleck  durch 
fortgesetzte  Einschaltung  von  Ecken  zur  Curve  hinftlhrt. 

Bei  der  Bewegung  eines  Systems  beschreiben  dessen  Punkte  Linien; 
seine  Linien  erzeugen  Flächen  und  auf  diesen,  wenn  ihre  aufeinanderfolgen- 
den Lagen  sich  schneiden,  gewisse  Enveloppen,  welche  sie  berühren;  die 
Flächen  des  Systems  umhüllen  ebenso  im  Allgemeinen  Enveloppenfifiohen, 
und  ihre  aufeinanderfolgenden  Schnittlinien  Enveloppenlinien.  Die  Bewegung 
des  Systems  ist  bekannt,  sobald  die  Bewegung  seiner  Elemente,  insbeaonderB 
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die  aeiuör  Pnokte  lehannt  ist.  In  vieleu  Füllen  ergibt  aich  aber  vermSge 
des  geometrische u  Zusammenbanges  der  zum  System  verbundenen  Punkte, 
Linien  und  Fläciien  die  Bewegung  des  ganzen  Systems  imd  aller  seiner 
£leiaente,  sobald  die  Bewegung  einer  gewissen  Anzahl  derselben  ermittelt  ist. 
unmittelbar  aufeinanderfolgejide  Lagen  des  beweglichen  Systeme 
sind  iwei  Systeme,  welche  je  nach  der  Art  der  Bewegung  in  einer  ge- 
viasen  geometrischen  Verwandtschaft  zu  einander  stehen;  zwei  Elemente 
derselben  (Punkte,  Linien,  Flachen  etc.),  welche  Lagen  desselben  beweg- 
lichen Elementes  sind,  heissen  unter  sich  und  diesem  beweglichen  Elemente 
liomologe  Elemente  der  Systeme.  Die  Straten,  welche  die  homologen  Punkte 
(>eidar  Systemlagen  verbinden,  sind  die  Tangenten  der  Bahnen  der  Syatem- 
lunkte  und  mithin  die  Richtungeu  ilirer  Bewegung.  Ist  das  bewegliche 
System  unveränderlich,  so  ist  die  geometrische  Verwandtschaft,  in  welcher 
Systemlagen  stehen,  die  Congruenz;  ist  dassellie  veränderlich,  so  kann 
Itese  Verwandtschaft  Äohnlichkeit,  CoUixieation  u.  s.  w.  sein. 

Die  Geometrie  der  Bewegung  des  unveränd erbeben  Systems  ist  sorg- 
fllUig  tmtorsuclit.  die  des  veränderlichen  Systems  hat  in  jüngster  Zeit  wesent- 
liche Fortschritte  gemacht,  nSmlich  in  der  Richtung,  dass  man  die  Bewegung 
BOlcher  veränderlicher  Systeme  studirt  bat,  deren  VerKitderlichkeit  durch 
jener  geometrischen  Verwandtschaften  definirt  werden  kann,  welche  die 
heutige  Geometrie  bereits  ausgebildet  bat.  Wir  werden  zuuUchst  die  Qeo- 
netrie  der  Bewegung  des  unveränderlichen  Systems  entwickelu. 

Der  Uebergang  eines  beweglichen  unveräüd erheben  Systems  £ 
ans  einer  ersten  Lage  £,  in  eine  zweite  S^  ist  abhängig  von  der  gegen- 
eiUgen  Lage  der  beiden  einander  congrneuten  Sysleme  E^,  S^.  Wii-  mllssen 
laher  vor  altem  die  Lagenbeztehungeu  zweier  congi'uenier  Systeme  kennen 
lemes,  um  aus  ihnen  die  hier  in  Frage  kommenden  Mnomatischen  Polgerungen 
sieben  zu  künnen. 

Jedes  Element,  Funkt,  Gerade  oder  Ebene  des  Gesanuntranmes ,  in 
«elohem  £,  und  2^  vereinigt  aich  befinden,  gehört  diesen  beiden  Systemen 
lOgleich  als  Element  au;  in  ihm  sind  zwei  Elemente  beider  Systeme  ver- 
.,  jedoch  ao,  dasa  diese  vereinigten  Elemente  im  Allgemeinen  nicht 
omolog  sind.  So  werden  z.  B.  in  einem  Punkte  P  des  Geuammtraumes  ein 
'nokt  Af  vun  S^  und  ein  Punkt  A^  von  E^  sich  befinden,  so  wird  in  einer 
londen  g  ein»  Geiude  n,  von  2^,  mit  einer  Geraden  h^  von  2^  vereinigt 
an  and  wird  eine  Ebene  c  die  Ebenen  «,  und  p^  enthalten.  Ein  Element 
M  Gesammtraumes  aber,  in  welchem  zwei  bomoige  Kiemente  von  £,  und 
^  susammentrcffon ,  wollc^n  wir  ein  Dopiiolelement  von  £,  und  E^ 
imn«n.  Die  Doppelelcmente  sind  Dop[>elpvinkte ,  Doppel  geraden,  Doppel- 
boflB  otc.  Mit  der  Be7,eichnung  „Doppel  gerade"  und  ,,  Doppel  ebene"  ist 
ber  nicht  nothwendig  ausgesprochen,   dnes  in  lUesen  Doppelgebilden  auch 

«(.-HU.).,  U>chw>k.    I  10 
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Doppelpunkte  oder  Doppelgeraden  enthalten  seien;  ob  dieselben  Doppel- 
gebilde niederer  Art  enthalten,  oder  nicht,  bedarf  einer  besonderen  Unter- 
suchung. 

Die  verschiedenen  Lagen,  welche  JSi  und  21^  gegen  einanden  haben 
können,  werden  durch  die  Existenz  oder  den  Mangel  von  Doppelelementen 
charakterisirt  und  aus  der  Existenz  gewisser  Doppelelemente  ergeben  sich 
verschiedene  Arten  des  üebergauges  des  beweglichen  Systems  JS  ans  der 
Lage  JS^  in  die  Lage  2^,  nämlich  diejenigen,  bei  welchen  während  der 
Bewegung  gewisse  Elemente  von  £  fortwährend  mit  den  Doppelele- 
menten von  £i  und  ü^  vereinigt  bleiben.  Auf  diesem  Wege  wird  die 
Möglichkeit  der  Bewegungen  dargethan,  welche  als  Rotation,  Translation 
und  Schraubenbewegung  bezeichnet  zu  werden  pflegen.  Wir  beginnen  mit 
der  Untersuchung  der  Doppelelemente  der  congruenten  Systeme  erster  Stufe, 
der  Punktreihen,  Stralen-  und  Ebenenbüschel,  um  ihnen  die  der  Systeme 
zweiter  Stufe,  der  ebenen  Systeme,  der  Stralen-  und  Ebenenbündel,  so  wie 
die  der  Systeme  dritter  Stufe,  der  räumlichen  Punkt-,  Ebenen-  und  Stralen- 
systeme  folgen  zu  lassen. 

§.  3.  Zwei  congruente  gerade  Punktreihen  Ä^^  2?^,  C^,  D^, . . .  und 
A2,  B^y  €2^  T>2  ' '  -  können  in  einer  Geraden  als  ihrem  gemeinsamen  Träger 
auf  zwei  Arten  vereinigt  sein,  nämlich  so,  dass  sie  in  demselben,  oder  in 
entgegengesetztem  Sinne  verlaufen.  In  beiden  Fällen  sind  im  unendlichfemen 
Punkte  des  Trägers  homologe  Punkte  vereinigt.  Ausser  diesem  Doppelpunkte 
haben  die  Reihen  bei  entgegengesetzter  Punktfolge  nothwendig  noch  einen 
zweiten ,  im  Endlichen  gelegenen  Doppelpunkt.  Denn  zwei  bewegliche  homo- 
loge Punkte,  welche  die  Reihen  durchlaufen,  müssen  des  entgegengesetzten 
Sinnes  wegen,  nothwendig  irgendwo  zusammenfallen.  Verlaufen  die  Reihen 
in  gleichem  Sinne,  so  existirt  im  Endlichen  nicht  nothwendig  ein  Doppel- 
punkt; ist  ein  solcher  vorhanden,  so  sind  alle  Punkte  des  Trägers  Doppel- 
punkte. Haben  zwei  congruente  Punktreihen  zwei  Doppelpunkte  im  End- 
lichen, so  verlaufen  sie  in  gleichem  Sinne  und  sind  alle  Punkte  Doppel- 
punkte. 

Zwei  congruente  Stralenbüschel  a^,  b^^  q,  di, ,..  und  a^,  h^^  Cg,  d^^ ... 
können  in  einer  Ebene  als  ihrem  gemeinsamen  Träger  auf  doppelte  Art  con- 
centrisch  vereinigt  werden ,  fUr  entgegengesetzte  und  für  gleiche  Folge  der 
homologen  Stralen.  Im  ersten  Falle  gibt  es  zwei  Doppelstralen.  Denn  zwei 
bewegliche  homologe  Stralen,  welche  die  Büschel  durchlaufen,  treffen  der 
entgegengesetzten  Folge  wegen  irgendwo  einmal  und  hierauf  im  weiteren 
Vorlaufe  nach  einer  Drehung  um  -^  7t  zum  zweitenmale  zusammen.  Die  beiden 
Doppelstralen  sind  daher  rechtwinklig  zu  einander.  Sie  halbiren  die  Winkel 
aller  homologen  Stralenpaare.  Bei  gleicher  StraJenfolge  gibt  es  nicht  noth- 
wendig Doppelstralen.    Existirt  aber  ein  solcher,  so  sind  alle  Stralen  Doppel- 
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Btmlen.  Haben  znei  congmente  concentriscli  vereinigte  StraleubUschel  zwei 
DoppelBtralen,  welche  nicht  rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  verlaufen  sie 
in  gleichem  Sinne  und  sind  alle  Stralen  Doppetstralen.  Die  beiden  Büschel 
können  in  zwei  Lagen,  die  um  ^n  von  einander  differiren,  dieselben  zwei 
Doppelstralen  enthalten. 

Aehnliches  gilt  von  zwei  congruenton  coaxial  vereinigten  Ebenen- 
btlscheln  a,,  ß^,  y,,  dj,  . . .  und  a^,  ß^,  y^,  d^,  .  . .  Bei  entgegengesetzter 
Folge  der  homologen  Ebenen  gibt  ee  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Doppel- 
ebenen, bei  gleicher  Folge  keine  oder  lauter  Doppelebenen.  Haben  die 
Büschel  zwei  nicht  zu  einander  rechtwinklige  Doppelebenen,  so  sind  sie  gleichen 
Sinnee  nnd  sind  alle  Ebenen  Doppelebenen.  Sie  können  in  zwei  nm  ^n 
von  einander  differirenden  Lagen  dieselben  Doppelebenen  haben. 

§.  4.  Zwei  congmente  ebeneSjeteme^!',,  ^  können  auf  zwei  Arten 
in  einer  Ebene  als  ihrem  gemeinsamen  TrSger  vereinigt  werden:  gleichartig, 
wenn  je  zwei  homologe  Stralenbüschel  dieselbe  Stralenfotge  ze^en,  nngleich- 
artig,  wenn  die  Stralenfolge  bei  beiden  entgegengesetzt  ist.  Burch  Um- 
wenden des  einen  ebenen  Systems  geht  die  eine  Lage  in  die  andere  Über. 
In  beiden  FSllen  haben  sie  die  unendlichfeme  Gerade  zur  Doppellinie;  im 
ersten  Falle  enthält  dieaelbe  zwei  homologe  Punktreihen  gleichen  Sinnes, 
im  zweiten  zwei  homolge  Punktreihen  entgegengesetzten  Sinnes. 

Zwei  vereinigte  congmente  ebene  Systeme  gleichartiger  Lage 
haben  stetB  mindestens  einen  Doppelpunkt.  Denn  irgend  zwei  homo- 
loge Punkte  .A, ,  ^j  sind  die  Mittelpunkte  homologer  StralenbUschel  gleichen 
Sinnes.    Dem  Strale  di  von  ^j ,  welcher  durch  Ä^  hindurchgeht  (Fig.  53), 


entipricht  ein  gewisser  Stral  tf j  von  A^ .  Jeder  von  diesen  Stralen  d, ,  d^ 
awl^  das  System,  dem  er  angehSrt,  in  zwei  Felder,  rf,  n&mlich  2:,  in 
f,,  0^  vaä  d^  das  Syatero  £,  in  die  diesen  homologen  Felder  F^,  Q^.    Beide 
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Stralen  theilen  die  Gesammtebene  so,  dass  zwei  Paar  ScheitelrSume  ent- 
stehen, von  denen  nur  in  dem  einen  homologe  Theile  der  beiden  Systeme 
übereinanderliegen ,  während  das  andere  Paar  nicht  homologe  Theile  enthält. 
Wenn  Doppelpunkte  existiren,  so  können  sie  nur  in  dem  ersteren  Paar 
Scheitelräume  liegen.  Mit  dem  Punkte  Ä2  von  2^  ist  ein  gewisser  Punkt 
i?]  von  £^  vereinigt;  ihm  entspricht  ein  gewisser  Punkt  i?2  ^^^  ^2v  da  i?| 
auf  d^  liegt  und  vermöge  der  Congruenz  der  Systeme  ist  Ä^B^  =  Ä^B^, 
Ein  Doppelpunkt  P(Pj^,P^)  muss  gleiche  Abstände  von  Ä^B^  und  Ä2B2 
besitzen,  da  l\P^Ä^B^  ^  l^P^-^i^^  ^^^  muss;  er  muss  daher  auf  derjenigen 
Halbirungslinie  der  Winkel  von  d^^  d^  liegen,  welche  in  den  Scheitelraum 
fällt,  in  welchem  homologe  System  theile  übereinanderliegen.  Mit  dem  Strale 
d^  fallt  ein  gewisser  Stral  c^  von  2^  zusammen,  ihm  entspricht  ein  gewisser 
Sti-al  c^  des  Büschels  Ä^  und  mit  A^  ist  ein  Punkt  C^  vereinigt,  dessen 
homologer  C^  auf  q  so  liegt,  dass  Ä^C^  =  Ä^C^  ist.  Aus  denselben  Gründen, 
wie  vorher,  muss  der  Doppelpunkt  (P^,  Pj)  auch  auf  derjenigen  Halbirungs- 
linie der  Winkel  (cjCg)  liegen,  welche  dem  Paar  Scheitelräume  angehört, 
welche  homologe  Punkte  beider  Systeme  enthalten.  Demnach  muss  der 
Doppelpunkt  P  der  Schnittpunkt  beider  Halbirungslinien  sein.  Da  zwei  Ge- 
rade in  der  Ebene  stets  einen  Punkt  gemein  haben,  der  übrigens  auch  ins 
Unendliche  rücken  kann,  so  folgt,  dass  die  Systeme  27^,  2^  stets  einen 
Doppelpunkt  besitzen.  Da  /WÄ^B^  gleichschenklig,  so  kann  P  nur  dann 
ins  Unendliche  fallen,  wenn  die  Halbirungslinien  der  Winkel  (q^i),  {c^d^ 
parallel  werden,  d.  h.  wenn  d^  und  d.^  zusammenfallen.  Die  Büschel 
A^y  A^  sind  dann  in  Parallellage.  Fällt  P  ins  Unendliche,  so  haben  2^^  H^ 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppellinie  voll  lauter  Doppelpunkten  (§.  1.). 

Die  Punkte  A^^  A^^  von  welchen  wir  ausgingen,  waren  ein  beliebiges  Paar 
homologer  Punkte,  die  Stralen  d^^  d.,  sind  daher  ein  beliebiges  Paar  homologer 
Geraden.  Von  den  beiden  Doppelschaaren  Gerader,  welche  die  Winkel  der 
homologen  Geradenpaare  von  Z^y  2^  halbiren,  bildet  daher  die  eine  ein 
Paar  concentrische  Stralenbüschel  mit  dem  Doppelpunkte  P  als  gemeinsamem 
Mittelpunkt. 

Der  Doppelpunkt  steht  gleich  weit  ab  von  jedem  Paar  homologer  Punkt«. 
Errichtet  man  daher  in  den  Mitten  der  Verbindungslinien  (Sehnen)  A^A^^ 
By  7?2  irgend  zweier  Paare  homologer  Punkte  A^^  A^]  -B^,  B^  Senkrechte, 
so  ist  ihr  Schnittpunkt  der  Doppelpunkt  P .  Diese  Construction  wird  in  dem 
Falle  unbrauchbar,  dass  beide  Senkrechte  zusammenfallen;  sie  ist  im  Uebrigen 
leicht  zu  ergänzen.    (Siehe  Fig.  54.) 

Der  Doppelpunkt  ist  der  gemeinsame  Mittelpunkt  zweier  concentrischer, 
congruenter  Stralenbüschel  gleicher  Stralenfolge,  deren  Stralen  ihn  mit  den 
homologen  Punktepaaren  beider  Systeme  verbinden«  Er  ist  ebenso  der  ge- 
meinsame Mittelpunkt  zweier  andrer  solcher  Büschel,  deren  Stralen  zu  den 
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homologen  Geradenpaarop  senkrecht  sind.  Daraus  folgt,  dass  alle  Paare  homo- 
loger Geraden  der  beiden  Systeme  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden. 


Fig.  54. 

§.  5.  Zwei  homologe  Stralen  a^,  a^  der  gleichliegenden  congrueuien 
Büschel  Ai,  Ä^  (Fig.  56.)  bilden  mit  den  Stralen  d^,  rfg  gleiche  Winkel 
(^^i)  ^^  (^«^)»  ^  demselben  Sinne  gegen  c?^,  d^  liegend.  Ihr  Schnittpunkt  S 
bildet  mit  il^,  Ä^  ein  Dreieck,  dessen  Winkel 

(8)  =  {a,d,)  -  {a,d,)  =  {a,d,)  +  {d,d,)  -  (a.d,)  -=  {d,d,) , 

also  für  alle  homologen  Stralenpaare  a^ ,  a2  der  Büschel  constant  ist.    Daher 
ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  S  aller  solcher  Paare  ein  Kreis,  welcher  durch 

A^  und  A2  geht  und  den  Stral  d^  in  .^4^  berührt. 
Dieser  Kreis  muss  den  Doppelpunkt  P{Pi  P^)  enthalten ; 
denn  Ä^  P^  und  A^  P^  sind  homologe  Stralen  von  A^y  A^, 
Aus  demselben  Grunde  muss  der  Doppelpunkt  sich  auf 
einem  Kreise  finden,  der  durch  B^,  B^  geht  und  den 
Stral  d^  in  B^  berührt.  Beide  Kreise  schneiden  sich  im 
Punkte  (-4^^^),  welcher  kein  Doppelpunkt  ist.  Ihr 
zweiter  Durchschnitt  ist  daher  der  Doppelpunkt  P  und 
folglich  nor  als  einziger  Punkt  vorhanden,  da  die  Kreise  sich  in  keinem 
weiteren  schneiden.  Zugleich  erhellt,  dass  die  Schnittpunkte  der  homologen 
Stralen  aller  Paare  homologer  Stralenbüschel  beider  Systeme  27^,  2^  auf 
Kreisen  liegen,  welche  durch  den  Doppelpunkt  P  hindurchgehen. 

§.  6.  Haben  die  beiden  congruenten  Systeme  2^,  H^  gleich- 
artiger Lage  zwei  Doppelpunkte  {P^P^)^  (QiQt)  ^^  Endlichen,  so 
sind  alle  Punkte  Doppelpunkte.  Denn  die  Verbindungslinie  derselben 
ist  eine  Doppellinie,  welche  nach  §.  3  lauter  Doppelpunkte  enthält.  Sie 
theilt^i  und  2^  in  homologe  Pärtialsysteme  F^^  G];  F^,  G^^  so  dass  wegen 
der  gleichartigen  Lage  von  Z^  und  Z^  die  Systeme  F^y  F^  auf  die  eine, 
^19  ^s  ^^^  ^®  andere  Seite  von  ihr  fallen.  Wegen  der  Congruenz  der  Drei- 
ecke PiQiX^  und  Pg^g^S)  welche  irgend  zwei  homologe  Punkte  X^,  X^ 
mit  den  Doppelpunkten  bilden,  fallen  alle  Paare  X^,  X^  zusammen. 

Die  gegenseitige  Lage  der  Systeme  Z^^  Z^  in  der  Gesammtebeno  ist 


Fig.  55. 
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beBÜmint,  wenn  der  Doppelpunkt  (PiP^)  und  der  Winkel  a  gegeben  ist, 
den  die  homologen  Geradenpaare  mit  einander  bilden,  welcher  auch  der 
Winkel  ist,  nm  welchen  die  homologen  Stralen  der  beiden  Stralenbüschel 
von  einander  abweichen,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Doppelpunkt 
iet.  Indem  man  diesen  Winkel  variiren  lässt,  sieht  man,  dass  es  eine  conti- 
nuirliche  Schaar  mit  27^,  2^  congruenter  Systeme  2^  gleichartiger  Lage  gibt, 
wclclie  sämmtlich  paarr^'eise  denselben  Doppelpunkt  P  besitzen  und  welcher 
Schaar  2\  und  £^  selbst  angehören.  Ein  in  der  Ebene  bewegliches,  H^  und 
£^  congruentes  System  2  kann  daher  diese  Schaar  von  Systemen  so  durch- 
laufen und  dadurch  aus  der  Lage  ü^  in  die  Lage  2^  so  gelangen,  dass  sein 
dem  Doppelpunkte  homologer  Punkt  P  fortwährend  mit  diesem  vereinigt 
bleibt.  Die^c  Bewegung  heisst  die  Rotation  des  ebenen  Systems  ^  in  der 
Ebene  um  P  als  Mittelpunkt;  der  Winkel  a,  welchen  die  Stralen  des 
Puuktcs  P  aus  der  ersten  Lage,  welche  sie  in  2^  einnehmen,  beschreiben, 
um  die  zweite  Lage,  welche  sie  in  2^  einnehmen,  zu  erlangen,  wird  die  Am- 
plitude der  Rotation  genannt.  Der  Uebergang  des  Systems  2  durch  Ro- 
tation aus  der  ersten  Lage  2^  in  die  zweite  Lage  2.^  kann  in  doppeltem 
Sinne  erfolgen ;  für  einen  auf  die  Ebene  der  Bewegung  herabsehenden  Punkt 
im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  oder  im  umgekehrten  Sinne.  Die  beiden 
zugehörigen  Werthe  der  Amplitude  a  beider  Rotationsarten  ergänzen  sich 
zu  2  TT.  Während  der  Rotation  beschreiben  die  Punkte  und  umhüllen  die 
(jicraden  des  beweglichen  Systems  2  iu  der  Ebene  der  Bewegung  Kreisbogen 
um  den  Mittelpunkt,  proportional  ihrem  Abstände  von  diesem.  Der  Punkt 
P  allein  ruht  und  jede  seiner  Geraden  umhüllt  ihn.  Man  bemerke  den 
Unterschied  zwischen  dem  Rotationspunkte  P  und  dem  Doppelpunkte  (Pj  P^). 
Ersterer  ist  Punkt  des  beweglichen  Systems,  letzterer  ist  ein  fester  Punkt 
in  der  Gcsamiutebene,  mit  welchem  jener  während  der  Rotation  zusammen- 
fällt und  in  ihm  ruht. 

Fällt  der  Doppelpunkt  von  2^  und  2^  ins  Unendliche,  so  sind  alle 
homologen  Geradenpaare  dieser  Systeme  parallel  und  sind  alle  Abstände 
homologer  Punktpaare  gleich.  Die  continuirliche  Schaar  congruenter  Systeme 
2\  welchen  derselbe  unendlich  ferne  Doppelpunkt  zugehört,  und  welche  auch 
2ij  2^  enthält,  ist  so  gelegen,  dass  alle  ein  und  demselben  Punkte  Z^  von 
2i  homologen  Punkte  X  auf  der  Geraden  X^X,  sich  finden.  Das  beweg- 
liche System  2  kann  daher  aus  der  Lage  2^  in  die  Lage  2^  dadurch  ge- 
langen, dass  alle  seine  Punkte  j)arallele  und  gleiche  Strecken  in  demselben 
Sinne  beschreiben.  Eine  solche  Bewegung  heisst  eine  Translation.  Sie 
kann  als  ein  specieller  Fall  der  Rotation  angesehen  werden,  nämlich  als  der 
Grenzfall,  dass  der  Mittelpunkt  der  Rotation  ins  Unendliche  rückt  und  die 
Amplitude  verschwindet,  jedoch  so ,  dass  das  Product  aus  dem  Abstände  der 
Punkte  vom  Mittelpunkte  und  dem  doppelten  Sinus  .derselben  Amplitude  sich 
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einem  festen  Wertbe  nähert,  nämlich  der  Verbindungsstrecke  der  homologen 
Punkte  von  £^  und  2]^. 

Haben  zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  congruente  Systeme 
drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Doppelpunkte  (-Pi^),  (dÖ2)j 
(i2|l?2)  in  endlichen  Abständen  von  einander,  so  sind  alle  Punkte 
Doppelpunkte  und  haben  die  Systeme  gleichartige  Lage.  Denn  die 
Verbindungslinien  der  drei  Doppelpunkte  sind  Doppellinien,  jede  mit  zwei 
Doppelpunkten  endlichen  Abstandes,  also  lauter  Doppelpunkten  und  jede  Ge- 
rade der  Ebene  schueidet  sie  als  Doppellinie  mit  lauter  Doppelpunkten. 
Jeder  der  gegebenen  Doppelpunkte  ist  Mittelpunkt  zweier  concentrischer 
Stralenbiischel  mit  zwei  Doppelstralen  und  da  im  Dreieck  wenigstens  zwei 
spitze  Winkel  sind,  so  sind  sicher  an  zweien  dieser  P^re  von  Straleubüscheln 
die  Doppelstralen  unter  spitzen  Winkeln  gegeneinander  geneigt,  mithin  sind 
diese  Büschelpaare  und  folglich  alle  übrigen  gleichliegend.  (§.  3.) 

Aus  den  Betrachtungen  dieses  und  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen ziehen  wir  das  wichtige  kinematische  Resultat: 

Ein  ebenes,  in  der  Ebene  bewegliches  veränderliches  System 
£  kann  aus  einer  ersten  Lage  U^  in  eine  zweite  ihr  gleichartige 
Lage  2]^  durch  Rotation  um  einen  bestimmten  seiner  Punkte  über- 
geführt werden.  Die  Lage  dieses  Punktes  in  der  Ebene  der  Be- 
wegung ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Perpendikel,  welche  man 
in  den  Mitten  der  Verbindungslinien  -4j^2,  ^1-^2  ^^^  zwei  Paar 

homologen  Punkten  ^^,  ^2)  -^n -^2  ^^^  -^n  ^^2  errichtet;  die  Ampli- 
tude a  der  Rotation  ist  der  Winkel,  welchen  zwei  homologe  Gerade 
von  2i  und  2^  mit  einander  bilden.  Die  Rotation  geht  in  eine  Trans- 
lation über,  wenn  der  Rotationsmittelpunkt  ins  Unendliche  fällt. 
Das  bewegliche  System  ist  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  über- 
haupt gelangt,  sobald  zwei  seiner  Punkte  aus  ihrer  ersten  Lage 
in  ihre  zweite  Lage  gelangt  sind  und  es  ist  insbesondere  durch  die 
Rotation  (oder  Translation)  dahin  gelangt,  sobald  dies  mit  einem 
seiner  Punkte  ausser  dem  Mittelpunkte  der  Rotation  der  Fall  ist. 
§.  7.  Zwei  vereinigte  congruente  ebene  Systeme  2i'^,  27^  un- 
gleichartiger Lage  haben  immer  eine  Doppellinie.  Zwei  homologe 
Ponkte  Aj^ ,  Ä^  sind  nämlich  die  Mittelpunkte  congruenter  homologer  Stralen- 
büschel  entgegengesetzten  Sinnes.  Denkt  man  sich  einen  dritten,  ihnen  con- 
gmenten  Stralenbüschel  Ä  concentrisch  mit  Ä^ ,  dessen  Stralen  den  Stralen 
von  Ä^  parallel  sind,  so  haben  A^  und  A'  nach  §.  4  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Doppelstralen ,  welche  die  Winkel  der  homologen  Stralenpaare  hal- 
biren.  Daher  haben  die  Büschel  ^1^ ,  A^  zwei  Paar  homologe  Parallelstralen 
9\%  9%\  \t\i  ^^  welchen  die  Halbirungslinien  der  Winkel  (^i^);  (^i^^)« 
(C|€^), .  • .  parallel  laufen,   welche  die  homologen  Stralen  a^^a^\  \}\]  •  •  • 
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von  Ä^  und  Ä^  mit  einander  bilden.  Man  sieht  leicht,  dass,  wenn  die  homo- 
logen Punktreihen,  welche  auf  den  Parallelstralen  g^^  g^  liegen,  in  dem- 
selben Sinne  verlaufen,  die  homologen  Punktreihen  der  Parallelstralen  ^,  \ 
entgegengesetzten  Sinn  besitzen  und  umgekehrt.  Wählt  man  irgend  ein 
Paar  andere  Büschel  B^^  B^^  so  gilt  dasselbe.  Auch  sie  haben  zwei  Paar 
homologe  Parallelstralen,  welche  den  Ualbiiningslinien  der  Winkel  parallel 
sind ,  welche  die  homologen  Stralenpaare  dieser  Büschel  mit  einander  bilden. 
Nun  sind  aber  die  Stralen  A^  B^ ,  Ä^  B^  sowohl  homologe  Stralen  der  Büschel 
A^^  A2J  als  auch  homologe  Stralen  von  B^,  £^9  ^her  sind  die  Parallel- 
stralen von  B^ ,  B2  den  Halbirungslinien  der  Winkel  der  homologen  Stralen 
von  ^1,  A^  und  mithin  den  Parallelstralen  von  ^j,  A^  selbst  paraUeL 
Hieraus  ergibt  sich,  dass  es  in  zwei  vereinigten  congruenten  ebenen  Systemen 
ungleichartiger  Lage  zwei  Paar  homologer  Parallelstralenbüschel  gibt,  welche 
zu  einander  rechtwinklig  sind ,  d.  h.  dass  es  zwei  zu  einander  rechtwinklige 
Schaaren  von  Parallellinien  in  Z^  gibt,  denen  in  2^  zwei  Schaaren  von  Parallel- 
linien entsprechen  und  zwar  so,  dass  jeder  Schaar  von  2^  die  ihr  homologe 
Schaar  von  27^  selbst  parallel  ist.  Die  Richtungen  dieser  beiden  Schaaren 
sind  die  Richtimgen  der  Halbirungslinien  der  Winkel  aller  homologen  Paare 
von  Geraden  der  beiden  Systeme.  Es  leuchtet  ein ,  dass  die  homologen  Pa- 
rallelstralen von  der  Richtung  der  einen  Halbirungslinien  homologe  Punkt- 
reihen gleichen  Sinnes,  die  von  der  Richtung  der  andern  Halbirungslinien 
homologe  Punktreihen  entgegengesetzten  Sinnes  enthalten.  Nehmen  wir  zwei 
homologe  Parallelstralen,  deren  Punktreihen  in  entgegengesetztem  Sinn  ver- 
laufen. Durch  die  homologen  Punkte  dieser  Reihen  gehen  homologe  Parallel- 
stralen der  andern  Schaar,  für  welche  die  Punktreihen  gleichen  Sinn  be- 
sitzen. Daher  bilden  die  homologen  Parallelstralen  dieser  Schaar  zwei  ho- 
mologe Parallelstralenbüschel  entgegengesetzter  Stralenfolge.  In  dieser  Schaar 
findet  sich  daher  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  noch  eine  Doppellinie 
im  Endlichen.  Durch  die  homologen  Punkte  zweier  Parallelstralen  dieser 
Schaar,  deren  Punktreihen  gleichen  Sinn  besitzen,  gehen  die  homologen 
Parallelstralen  der  anderen  Schaar  hindurch.  Diese  Schaar  besteht  daher 
aus  zwei  Parallelstralenbüscheln  gleicher  Stralenfolge  und  besitzt  die  unend- 
lich ferne  Gerade  als  Doppellinie,  im  Allgemeinen  aber  weiter  keine  Doppel- 
linie. Hat  sie  aber  noch  eine  weitere  solche,  so  sind  alle  ihre  Stralen  Doppel- 
linien. Wir  folgern  aus  dem  Gesagten  ^  dass  in  zwei  ebenen  congruenten 
Systemen  ungleichartiger  Lage  in  der  Schaar  homologer  Parallelstralen 
gleicher  Folge  der  auf  ihnen  befindlichen  Punktreihen  stets  eine  Doppellinie 
sich  findet,  w.  z.  b.  w.  Diese  Doppellinie  theilt  die  Gesammtebene  in  zwei 
Felder,  deren  homologe  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  ihr  liegen« 
Daher  können  etwaige  Doppelpunkte  der  Systeme  2|,  £2  ^^^  ^^  dieser  Doppel- 
linie liegen.    Da  sie  aber  homologe  Punktreihen  gleichen  Sinnes  enthält,  so 
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folgt,  dass  in  ihr  ausser  dem  unendlicbfemen  Punkte  nicht  nothwendig  noch 
ein  Doppelpunkt  im  Endlichen  existirt,  dass  aber,  wenn  ein  solcher  vor- 
handen ist,  alle  Punkte  der  Doppellinie  Doppelpunkte  sind.  Tritt  dieser 
Fall  ein,  so  fallen  alle  Paare  homologer  Parallelstralen  der  Schaar  ent- 
gegengesetzten Sinnes  ihrer  Punktfolge  zusammen  und  haben  je  zwei  homo- 
loge Punkte  beider  Systeme  symmetrische  Lage  gegen  die  Doppellinie,  d.  h. 
ihre  Verbindungslinie  ist  senkrecht  zur  Doppellinie  und  sie  selbst  liegen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  in  gleichem  Abstände  von  ihr. 

Die  gegenseitige  Lage  der  Systeme  27^,  Z^  ^^  ^^^  Gesammtebene  ist 
bestimmt,  sobald  die  Doppellinie  und  der  Abstand  der  homologen  Punkt- 
paare in  ihr  gegeben  ist.  Ein  mit  den  Systemen  congruentes  bewegliches 
System  2J  kann  aus  der  Lage  £^  in  die  zu  I^  symmetrische  Lage  durch 
eine  Translation  gelangen,  während  welcher  die  der  Doppellinie  beider  Systeme 
entsprechende  Gerade  von  £  stets  mit  dieser  vereinigt  bleibt  Das  System 
27  kann  aus  der  Lage  £^^  in  die  Lage  £2  gelangen,  wenn  es,  nachdem 
es  die  ebener  wähnte  Translation  erlitten  hat,  um  die  Doppellinie  um  n 
umgewendet  wird  oder  erst  umgewendet  wird  und  dann  die  Translation 
erleidet. 

Wendet  man  2  in  der  Lage  2^  um  ii'gend  eine  Gerade  um  n  um,  so 
geht  die  ungleichartige  Lage  gegen  Z^  ^^  ^^®  gleichartige  über,  2  erlangt 
mit  £2  einen  Doppelpunkt  und  kann  durch  Rotation  lun  ihn  in  die  Lage  2^ 
übergeführt  werden. 

§.  8.  Zwei  congruente  concentrische  Stralenbündel  2]"^,  2^ 
haben  immer  mindestens  einen  Doppelstral  und  eine  zu  diesem 
rechtwinklige  Doppelebene.  Denn  irgend  zwei  homologe  Stralen  a^^,  ci^ 
sind  die  Azen  homologer  Ebenenbüschel.  Der  Ebene  d^  von  a^^,  welche  durch 
Og  hindurchgeht,  entspricht  eine  gewisse  Ebene  ^2  von  a^.  Diese  Ebenen 
zerlegen  das  Gesammtbündel,  in  welchem  2]*^,  2^  vereinigt  sind,  in  zwei 
Paar  Scheitelräume  um  02  als  Axe;  nur  in  einem  dieser  Paare  *sind  homo- 
loge Theile  der  concentrischen  Stralenbündel  über  einander  gelagert  und  nur 
in  diesem  kann  es  also  möglicherweise  Doppelstralen  geben.  Mit  dem  Strale 
(tf  flUlt  ein  gewisser  Stral  b^  des  ersten  Bündels  zusammen,  dessen  homo- 
loger Stral  1)2  auf  der  Ebene  d^  so  liegt,  dass  die  Winkel  (a^h^)  =  (^1^1) 
sind.  Wenn  ein  Doppelstral  p(Pi^  P2)  existirt,  so  muss  er  mit  a^^  h^  und 
mit  02,  &g  congruente  pyramidale  Räume  bestimmen;  er  kann  daher  nur  auf 
desjenigen  von  den  beiden  Halbirungsebenen  der  Flächen wiukel  {d^  (T^)  liegen, 
welche  in  die  Scheitelräume  fällt,  in  welchen  sich  homologe  Theile  überhaupt 
finden«  Mit  der  Ebene  d^  fäUt  eine  gewisse  Ebene  ^^  ^^^  ^2  zusammen, 
welcher  eine  Ebene  yi  von  aj  homolog  ist.  Aus  denselben  Gründen  muss 
ein  Doppelstral  in  die  eine  der  Halbiiningsebenen  der  Flächenwinkel  (yiy^X 
an  Ol  liegend I  fallen«    Die  beiden  Halbirungsebenen  von  (yiy^)  und  (ß^ö^). 
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welche  hier  in  Frage  kommen,  haben  aber  nur  einen  einzigen  Stral  gemein. 
Es  muss  daher  einen  Doppelstral  geben. 

Da  im  Doppelstrale  p  zwei  homologe  Stralen  p^^  p^  zusanimenfaUen, 
so  fallen  vermöge  der  Congruenz  der  StralenbUndel  in  der  zu  ihm  senk- 
rechten Ebene  des  Gesammtbündels  zwei  homologe  Ebenen  von  2^^  2^  zu- 
sammen. 

Die  Stralen  a^,  a.^  waren  ein  beliebiges  Paar  homologer  Stralen,  die  Ebenen 
d] ,  ö.^  sind  also  auch  ein  beliebiges  Paar  homoiger  Ebenen.  Von  den  beiden 
Schaaren  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  homologen  Ebenenpaare  beider 
Bündel  halbiren,  läuft  also  die  eine  durch  den  Doppelstral  der  BündeL 

Der  Doppelstral  bildet  gleiche  Winkel  mit  jedem  Paare  homologer 
Stralen.  Die  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  homologen  Stralenpaare  recht- 
winklig halbiren,  gehen  daher  durch  den  DoppelstraL  Zwei  solche  Halbirungs- 
ebenen  liefern  daher  denselben. 

Der  Doppelstral  ist  die  gemeinsame  Axe  zweier  (congruenter)  homo- 
loger Ebenenbüschel  der  beiden  StralenbUndel  2^|,  2^2-  Dieselben  haben 
gleichen  Siuu,  weil  im  Gegenfalle  die  Bündel  symmetrisch  gleich  und  nicht 
congrueut  sein  könnten.  Ihre  homologen  Ebenen  bilden  gleiche  Winkel  mit 
einander. 

§.  9.  Haben  zwei  congruente  concentrische  StralenbUndel- 
2"^,  2^2  zwei  nicht  zu  einander  rechtwinklige  Doppelstralen,  so 
sind  alle  Stralen  Doppelstralen.  Denn  die  Ebene  der  Doppelstralen 
ist  eine  Doppelebene  mit  zwei  concentrischen  Stralenbüscheln,  deren  sftmmt- 
liche  Stralen  nach  §.  3.  Doppelstralen  sind  und  welche  gleichen  Sinn  be- 
sitzen.  Je  zwei  homologe  Stralen  der  Bündel  fallen  in  einen  Doppelstral 
zusammen ,  weil  sie  mit  den  gegebenen  Doppelstralen  congruente  pyramidale 
Räume  bilden. 

Die  gegenseitige  Lage  der  StralenbUndel  2^^,  2^  ist  bestimmt,  sobald 
der  Doppelstral  und  der  Winkel  gegeben  ist,  welchen  die  homologen  Ebenen- 
paare der  beiden  Ebenenbüschel  mit  einander  bilden,  deren  gemeinschaftliche 
Axe  der  Doppelstral  ist.  Lassen  wir  diesen  Winkel  variiren,  so  erhellt, 
dass  es  eine  continuirliche  Schaar  congruenter  concentrischer  StralenbUndel 
mit  gemeinsamem  Doppelstrale  für  alle  Paare  unter  ihnen  gibt,  welcher 
Schaar  die  gegebenen  Bündel  2^ ,  2^2  selbst  angehören  und  dass  ein  beweg- 
liches ihnen  congruentes  StralenbUndel  27  aus  der  ersten  Lage  ü^  in -die 
Lage  2*2  übergehen  kann,  so  dass  die  Gerade,  welche  dem  Doppelstral  ent- 
spricht, fortwährend  mit  ihm  vereinigt  bleibt  Dieser  Uebergang  des  Stralen- 
büudels  2  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  heisst  die  Botation  desselben 
und  die  Gerade,  welche  dabei  mit  dem  Doppelstral  vereinigt  bleibt,  die  Axe 
derselben,  sowie  der  Winkel,  welchen  eine  beliebige  Ebene  um  diese  Axe 
beschreibt,  die  Amplitude  der  Botation«    Die  Botation  kann  in  doppeltem 
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Sinne  erfolgen;  die  diesem  doppelten  Sinne  entsprechenden  Amplituden  er- 
gänzen sich  zu  2 TT.  Die  Ebene  welche  der  Doppelebene  von  2^,  Z^  ent- 
spricht, rotirt  nach  §.  6.  in  der  Doppelebene  um  die  gleiche  Amplitude  und 
den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  beiden  Bündel  2^ ,  2^  ^^  Mittelpunkt  der 
Botation. 

§.  10.  Zwei  congruente  concentrische  Ebenenbündel  haben 
stets  mindestens  eine  Doppelebene  und  einen  zu  ihr  senkrechten 
Doppelstral.  Der  Beweis  hiefür  ist  nicht  wesentlich  von  dem  des  vorigen 
Paragraphen  verschieden,  sowie  der  Satz  selbst  nur  der  reciproke  zu  dem 
dortigen  Satze  und  mit  ihm  im  Grunde  identisch  ist.  Es  ist  nützlich,  diese 
Betrachtungen  durchzuführen,  die  an  sich  keine  Schwierigkeiten  bieten  und 
kaum  mehr,  als  die  Vertauschung  der  Worte  „Stral"  und  „Ebene"  erfordern. 

Der  Inhalt  von  §§.  8.  9.  10.  liefert  mit  den  kinematischen  Satz: 

Ein  bewegliches  unveränderliches  Stralen-  oder  Ebenenbün- 
del 21  kann  aus  einer  ersten  Lage  Z^  in  eine  zweite  Z^  dnrch 
Botation  um  einen  bestimmten  Stral  übergeführt  werden.  Die 
Lage  dieses  Strales  im  Räume  ergibt  sich  als  die  Schnittlinie 
zweier  Ebenen,  welche  die  Winkel  zweier  Paare  homologer  Stra- 
len von  27|  und  2^  rechtwinklig  halbiren.  Sie  ist  der  Doppelstral 
der  beiden  congruenten  Bündel  2^^,  Z^  und  die  Botationsaxe  ist 
der  diesem  in  2^  entsprechende  StraL  Die  Amplitude  der  Botation 
igt  der  Winkel,  welchen  die  homologen  Ebenen  der  Doppellinie 
mit  einander  bilden.  Das  Stralenbündel  Z  ist  überhaupt  aus 
der  Lage  Z^  in  die  Lage  Z^  gelangt,  sobald  zwei  seiner  Stralen 
ans  ihrer  ersten  Lage  in  die  zweite  gelangt  sind;  es  ist  durch 
Botation  dahin  gelangt,  sobald  dies  mit  einem  seiner  Stralen  der 
Fall  ist 

Hinsichtlich  der  Bedeutung  der  Botationsaxe  gegenüber  der  Doppellinie 
der  Bündel  Z^^  Z^  gilt  Aehnliches  wie  in  §.  6.  hinsichtlich  des  Botations- 
mittelpnnktes. 

§.  11.  Beschreibt  man  um  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Bündel 
Z^y  Z^  eine  Kugelfläche,  so  bestimmen  die  Bündel  auf  ihr  zwei  congruente 
sphärische  Systeme,  in  welchen  jeder  Sti*al  eines  Bündels  durch  einen  Punkt, 
jede  Ebene  dnrch  einen  Hauptkreis,  jeder  Winkel  zweier  Stralen  durch  einen 
Hauptbogen  und  jeder  Winkel  zweier  Ebenen  durch  den  Winkel  zweier 
Hanptbogen  vertreten  wird.  Der  bewegliche  Stralenbündel  Z  bestimmt  ein 
den  beiden  ebengenannten  congruentes  auf  der  Kugelfläche  bewegliches  System. 

Man  kann  daher  den  vorigen  Satz  auch  als  einen  Satz  über  sphärische 
Systeme  aussprechen,  nämlich: 

Ein  unveränderliches  sphärisches,  auf  der  Kugelfläche  be- 
weglioheB  System  JS  kann  aus  einer  ersten  Lage  ^i  in  eine  zweite 
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Lage  27^  stets  durch  Rotation  um  einen  bestimmten  Durchmesser 
der  Kugel  gelangen.  Dieser  Durchmesser  trifft  die  Kugelflftche 
in  den  Schnittpunkten  zweier  Hauptkreise,  welche  man  in  den 
Mitten  derjenigen  Hauptbogen  senkrecht  zu  ihnen  errichten  kann, 
welche  zwei  Paar  homologe  Punkte  der  congruenten  sphärischen 
Systeme  '^i,'^^  verbinden.  Das  sphärischeSysteml^ist  in  seine  nfUe 
Lage  gelaugt;  sobald  zwei  seiner  Punkte  in  ihre  neuen  Lagen 
gelangt  sind;  es  ist  insbesondere  durch  die  Rotation  dahin  ge- 
langt, sobald  dies  mit  einem  seiuer  Punkte  erfolgt  ist. 

§.  11.  Zwei  congruente  räumliche  Systeme  ^i,  2^  besitzen 
immer  eineDoppelliuie.  Irgend  zwei  homologe  Punkte  iix,  ilg  sind  näm- 
lich die  Mittelpimkte  homologer  congruenter  Stralenbündel.  Man  denke  sich 
einen  dritten,  diesen  congruenten,  mit  JI2  concentrischen  und  zu  J.|  parallel 
liegenden  Bündel  A^.  -4^  und  -4^,'  haben  nach  §.  8.  einen  Doppelstral  (ÄgÄ^'), 
sowie  eine  zu  diesen  rechtwinklige  Doppelebene  (f2  «aO  ^^^  mithin  A^ ,  A^ 
ein  Paar  homologe  Parallelstralen  7;^,  A^  ^^^  ^i^  Paar  hiezu  rechtwink- 
lige homologe  Parallelebenen  e^,  ^,  Die  homologen  Punktreihen  auf 
\^  1\^  verlaufen  .entweder  in  gleichem  oder  in  ent-gegengesetztem  Sinne. 
Nehmen  wir  zunächst  an,  sie  verlaufen  in  gleichem  Sinne.  Die  Ebenen- 
paare, welche  in  den  homologen  Punkten  dieser  Reihen  zu  den  Parallel- 
stralen \^  h^  rechtwinklig  sind,  sind  homologe  Ebenen  und  die  Geraden, 
welche  in  homologen  Punkten  eines  Paares  solcher  Ebenen  zu  diesen  senk- 
recht sind,  homologe  Geraden  der  Systeme  2]*^,  2^,  Hieraus  erhellt,  dass  in 
beiden  Systemen  ein  Paar  homologe  Parallelstralenbündel ,  denen  die  Stralen 
7/^,7/2  und  einPaar  zu  ihnen  rech twinkligevEbeneubüschel  existiren,  denen  e^fS^  an- 
gehören. Die  Parallelstralenbündel  haben  denselben  unendlich  fernen  Punkt  zum 
gemeinsamen  Scheitel,  die  Parallelebenenbüschel  haben  eine  gemeinschaftliche 
unendlich  ferne  Axe,  welche  senkrecht  ist  zur  Richtung  der  Parallelstralenbündel. 
Durch  jedes  Paar  homologer  Punkte  geht  ein  Paar  homologer  Parallel- 
stralen, sowie  ein  Paar  homologer  Parallelebenen  und  die  beiden  Parallel- 
stralenbündel projiciren  die  homologen  ebenen  Systeme  der  Parallelebenen 
auf  einander  rechtwinklig.  So  sind  in  der  Ebene  {^^b^)  zwei  congruente 
ebene  Systeme  vereinigt,  von  denen  €2  ^i®  Projection  von  e^  ist  und  durch 
die  homologen  Punkte  dieser  Systeme  gehen  homologe  Parallelstralen.  Die 
Systeme  e^ ,  €2  ^^^  folglich  auch  f^  ^^^^^  h  haben  gleichartige  Lage.  Denn 
die  Punktreihen  auf  h^ ,  7/^  und  ebenso  auf  allen  übrigen  homologen  Parallel- 
stralen verlaufen  in  demselben  Sinne  und  ihre  Punkte  bilden  mit  den  Punkten 
von  e^,  ^2  congruente  (nicht  symmetrisch  gleiche)  Figuren.  Nun  besitzen 
aber  £2)  ^2  ^^^^  §•  6.  einen  Doppelpunkt.  Durch  diesen  gehen  daher  zu- 
sammenfallende homologe  Stralen  der  Parallelbündel,  d.  h.  diese  Parallel- 
bündel und  folglich  auch  die  Systeme  2^,  2^  haben  eine  Doppellinie. 


I 

V 


II.  Th.,  Cap.  I.,  §^  12.         Doppellinien  congr.  ränml.  Systeme.  157 

In  dem  zweiten  der  oben  erwähnten  Fälle  verlaufen  die  parallelen  Punkt- 
reihen auf  /{^ ,  ^2  in  entgegengesetztem  Sinne.  Die  £benen  senkrecht  zu  ihnen, 
in  den  homologen  Punkten  errichtet,  sind  homolog  und  bilden  zwei  coaxiale 
Parallel-Ebenenbüschel  entgegengesetzten  Sinnes.  Dieselben  haben  daher  eine 
Doppelebene  und  in  dieser  sind  zwei  homologe  ebene  Systeme  f^ ,  €2  ungleich- 
artiger Lage  vereinigt,  da  homologe  Punkte  der  Punktreihen,  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  dieser  Doppelebene  gelegen,  mit  ihr  congruente  Figuren 
bilden.  Nach  §.  7.  besitzen  diese  Systeme  eine  Doppellinie  gleichen  Sinnes 
der  Folge  ihrer  Reihen  homologer  Punkte.  Die  zu  ihr  senkrechten  Ebenen, 
welche  durch  die  homologen  Punkte  gehen,  bilden  daher  zwei  homologe 
coaxiale  Parallelebenenbüschel  gleichartiger  Lage.  Daher  ist  die  Doppellinie 
gemeinsame  Axe  homologer  Ebenenbüschel  gleichartiger  Lage,  denen  die 
Doppelebene  angehört  und  deren  homologe  Ebenen  den  Winkel  n  bilden. 
Ausser  dem  eben  erwähnten  Paar  coaxialer  Parallelebenenbüschel  hat  das 
System  noch  zwei  andere  solche,  zu  ihm  und  unter  sich  senkrechte  Büschel 
der  Art;  sie  gehen  durch  die  beiden  in  §.  7  nachgewiesAien  Parallelstralen- 
büschel  der  Doppelebene  hindurch. 

In  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Gesammtraumes  fallen  homologe 
Ebenen  von  27^,  2^  zusammen,  welche  einen  Doppelpunkt  haben.  Durch  ihn 
gebt  die  Doppellinie  hindurch.  Die  homologen  Punktreihen  auf  der  Doppel- 
linie haben  im  Allgemeinen,  da  sie  gleichen  Sinnes  sind,  keinen  weiteren 
Doppelpunkt  als  den  unendlich  fernen  Punkt.  Alle  homologen  Punktpaare 
derselben  haben  gleichen  Abstand  von  einander;  ebenso  ist  der  Abstand  aller 
Paare  homologer  Parallelebenen,  welche  in  diesen  Punktpaaren  auf  der 
Doppellinie  senkrecht  stehen,  derselbe.  Je  zwei  homologe  Punkte  der 
Systeme  27^,  Z^  werden  durch  ein  Paar  solcher  Ebenen  auf  die  Doppellinie 
projicirt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Abstände  aller  homologen  Punktpaare 
der  beiden  Systeme  gleiche  Projectionen  auf  die  Doppellinie 
haben.  Ebenso  leicht  ergibt  sich,  dass  die  Doppellinie  gleiche  Neigung 
gegen  jedes  Paar  homologer  Geraden  und  gleiche  Abstände  von 
diesen  hat 

§.  12.  Die  Doppellinie  ist  die  gemeinsame  Axe  zweier  homologer  con- 
'gmenter  Ebenenbüschel  gleichartiger  Lage,  deren  homologe  Ebenen  durch 
die  homologen  Punkte  und  die  homologen  Parallelstralen  der  beiden  Systeme 
^,  £^  hindurchgehen.  Je  zwei  homologe  Punkte  und  je  zwei  homologe 
Parallelstralen  stehen  gleichweit  von  dieser  Axe  ab;  je  zwei  homologe  Ebenen 
der  Ebenenbüschel  bilden  denselben  Winkel  mit  einander,  denselben  welchen 
homologe  Stralen  des  Doppelpunktes  der  vereinigten  Systeme  b^^  f/  bilden. 
Die  DoppeUime  kann  im  Unendlichen  liegen,  in  welchem  Falle  die  Ebenen- 
bllsohel  ParallelebenenbttBchel  sind. 
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Die  anendlicb  ferne  gemeinsame  Aze  der  beiden  vorhin  erwfthnten 
Parallelebenenbüscbel  ist  gleicbfalls  eine  Doppellinie  von  2J^^^  £^.  Die  Systeme 
haben  also  zwei  Doppellinien,  von  denen  die  eine  immer  im  Unendlichen 
liegt,  während  die  andere  im  Allgemeinen  dem  endlichen  Räume  angehört, 
übrigens  auch  ins  Unendliche  fallen  kann.  Beide  Doppellinien  kreuzen  sich 
rechtwinklig. 

Die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Systeme  hängt  von  zwei  Elementen 
ab,  nämlich  von  dem  constanten  Abstände  h  der  homologen  Punkte  der 
Doppellinie,  welche  im  Allgemeinen  dem  endlichen  Räume  angehört  und  dem 
constanten  Winkel  a ,  welche  die  homologen  Ebenen  dieser  Doppellinie  mit 
einander  bilden. 

Man  kann  sich  eine  continuirliche  Schaar  mit  U^  und  2^  congruenter 
Systeme  denken,  welche  mit  diesen  die  Doppellinie  unter  gleicher  Folge  der 
homologen  Punktreihen  und  mit  Z^  den  Ebenenbüschel  um  die  Doppellinie 
gemein  haben.  Für  die  Systeme  dieser  Schaar  ist  der  Abstand  r  der  Punkte 
auf  der  Doppellini#  von  den  homologen  Punkten  von  27^  veränderlich.  Ebenso 
kann  man  sich  eine  zweite  continuirliche  Schaar  solcher  Systeme  denken, 
welche  ebenfalls  die  Doppellinie  mit  27^  und  2^  und  mit  ü^  ^^®  Punktreibe 
der  Doppellinie  gemein  haben.  Für  die  Systeme  dieser  Schaar  ist  der  Winkel  ^ 
der  Ebenen  des  Ebenenbüschels  um  die  Doppellinie  mit  den  homologen  Ebenen 
von  2^  veränderlich. 

Ein  bewegliches  unveränderliches  System,  congruent  mit  H^f  Z^  kann 
daher  aus  der  Lage  Z^  in  die  Lage  2^  so  gelangen,  dass  seine  der  Doppel- 
linie von  Z^ ,  2^  homologe  Gerade  fortwährend  mit  dieser  Doppellinie  vereinigt 
bleibt.  Es  erleidet  dabei  die  Folge  von  zwei  l3ewegungen ,  sodass  es  zuerst 
eine  Schaar  Systemlagen  durchläuft,  für  welche  sich  blos  r  von  0  bis  h 
ändert,  während  ^  gleich  Null  bleibt,  hierauf  aber  durch  eine  andere  Schaar 
Lagen  hindurchgeht,  für  welche  x  =  h  bleibt,  während  ^  von  0  bis  er  va- 
riirt.  Die  erste  Bewegung  ist  eine  Translation ,  wobei  alle  Punkte  des  be- 
weglichen Systems  parallele  Strecken  gleich  h  beschreiben.  Durch  dieselbe 
gelangen  alle  Ebenen  des  Parallelebenenbündels  senkrecht  zur  Doppellinie  mit 
ihren  homologen  Ebenen  zur  Coincidenz.  Die  zweite  Bewegimg  ist  für  alle 
diese  so  vereinigten  Ebenenpaare  eine  Rotation  um  die  Punkte,  welche  auf 
der  Doppellinie  liegen,  um  die  Amplitude  a.  Diese  Bewegung,  bei  welcher- 
alle  Punkte  einer  Geraden  ruhen,  heisst  Rotation  um  diese  Gerade  als  Axe 
und  der  Winkel  a,  um  welche  sich  ihre  Ebenen  umdrehen,  ihre  Amplitude. 

Man  sieht  sofort,  dass  die  Folge  von  Translation  und  Rotation  umge- 
kehrt werden  kann.    Wir  erhalten  hiermit  den  nichtigen  kinematischen  Satz: 

Ein  unveränderliches  bewegliches  System  2  kann  aus  einer 
ersten  Lage  2^  in  eine  zweite  2^  durch  die  willkührliche  Auf* 
einanderfolge   einer  Rotation  and  einer  zur  Rotationsaze  paral« 
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lelen  Translation  übergehen.  Die  Axe  der  Rotation  fällt  in  die 
Doppellinie  von  27^,  2^  und  ihre  Amplitude  ist  gleich  dem  Winkel 
a,  welchen  die  Paare  homologer  Ebenen  von  2^^,  £2*  welche  der 
Doppellinie  parallel  sind,  mit  einander  bilden;  die  Strecke,  um 
welche  die  Translation  erfolgt,  ist  die  gemeinsame  Projection  // 
der  Abstände  aller  homologen  Punktpaare  von  2^^,  ^^  ^^^^  ^^^ 
Doppellinie.  Die  Rotation  kann  in  doppeltem  Sinne  erfolgen  und 
ao  die  Amplitude  zwei  Werthe  haben,  welche  sich  zu  2jt  er- 
gänzen. 

Während  der  Translation  ändert  sich  der  Abstand  r  der  homologen 
Pnnkte  von  £  und  ^^  auf  der  Doppellinie  continuirlich  von  Null  bis  7», 
während  der  Rotation  der  Winkel  &  homologer  Ebenen  der  Doppellinie  von 
2  und  £1  von  Null  bis  a.  Das  System  £  kann  aber  auch  auf  unendlich 
viele  andere  Arten  aus  der  Lage  27^  in  die  Lage  2^  übergehen,  so  dass  die 
der  Doppellinie  homologe  Gerade  mit  der  Doppellinie  vereinigt  bleibt.  Es 
durchläuft  dann  eine  continuirliche  Schaar  von  Systemen,  von  denen  jedes 
einem  bestimmten  Werthsysteme  (t,  d)  angehört  Alle  diese  Bewegungen 
heissen  Schraubenbewegungen,  weil  die  Systempunkte  schraubenartige 
Linien  um  die  Doppellinie  beschreiben.  Von  der  besonderen  Abhängigkeit, 
welche  man  zwischen  t  und  d-  festsetzt,  hängt  die   individuelle  Natur  der 

T  h 

Schranbenbewegung  ab.    Für  den  Fall,  dass  --  eine  Constante        ist,    be- 

schreiben  die  Systempunkte  gewöhnliche  Cylinderschraubenlinien. 

Die  Grösse  h  der  Translation  und  die  Amplitude  a  der  Rotation  nennt 
man  die  Translation  und  die  Amplitude  der  Schraubenbewegung;  die 
der  Doppellinie  in  £  entsprechende  Gerade,  welche  mit  ihr  vereinigt  bleibt, 
die  Axe  derselben. 

Ein  unveränderliches  'bewegliches  System  £  kann  aus  einer 
Lage  £i  in  eine  Lage  £2  durch  eine  Schraubeubewegung  über- 
gehen. Die  Axe  derselben  ist  die  Gerade  von  2^,  welche  der  Dop- 
pellinie von  2^  und  £2  entspricht,  die  Translation  h  und  die  Am- 
plitude a  sind  der  Abstand  homologer  Punkte  und  der  Winkel 
homologer  Ebenen  der  Doppellinie. 

§.  13.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  die  allgemeinste  Lage  voraus- 
gesetsti  welche  die  Systeme  2^^  und  2^  gegen  einander  haben  können.  Sie 
hatten  kein  Paar  homologer  Elemente  gemein.  Das  bewegliche  System  £ 
hat  dahe»  in  der  Lage  27^  auch  kein  Element  mit  £2  gemein.  Durch  die 
Translation  vmrden  die  Punktreihen  auf  der  Doppellinie  zur  Coincidenz  ge- 
bneht,  durch  die  Rotation  um  sie  die  Punkte  der  vereinigten  Ebenen  senk- 
reeht  in  ihr  und  damit  die  ganzen  Systeme  £  und  £2 .  Haben  die  Systeme 
J&i  und  £f  einen  Doppelpunkt,  so  haben  sie  auch  eine  Doppellinie  und  eine 
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zu  ihr  senkrechte  Doppelebene.  Daher  hat  auch  das  bewegliche  System  £ 
in  der  Lage  27^  mit  2^  imd  2^  einen  Doppelpunkt  und  eine  durch  diesen 
gehende  Doppellinie  (mit  lauter  Doppelpunkten)  und  eine  gleichfalls  durch 
ihn  hindurchgehende  Doppelebene  gemein.  Daher  genügt  eine  Rotation  um 
den  Doppelstral,  um  2  in  die  Lage  U^  überzuführen.  Haben  27^  und  2^^  einen 
Ebenenbüschel  gern  ein,  so  genügt  eine  Translation  parallel  der  Axe  desselben, 
um  £  aus  £^  nach  2^  gelangen  zu  lassen.  Hieraus  &ieht  man,  dass  es 
auf  unendlich  vielen  Arten  möglich  ist,  £  durch  eine  Folge  Yon 
Translation  und  Botation  aus  der  Lage2^^  in  die  LB,ge£^  zu  bringen« 

Denn  ertheilt  man  £  aus  der  Lage  £^  eine  Translation  gleich  und 
parallel  dem  Abstände  Ä^  A^  zweier  homologer  Punkte  A^ ,  A^  von  £i  und 
2^ ,  so  gelangt  dadurch  der  Pimkt  A  von  A^  nach  A^  und  hat  das  System  £ 
in  der  so  erreichten  Lage  mit  £2  den  Doppelpunkt  (^.^^12).  Beide  haben 
in  derselben  einen  Doppelstral  und  eine  Botation  um  diesen  genügt,  um  £ 
in  die  Lage  £2  zu  bringen.  Da  A^j  A^  willkührlich  wählbare  homologe 
Punkte  sind ,  so  ist  diese  Ueberfühmng  von  £  aus  27^  nach  £2  auf  unendlich 
viele  Arten  möglich.  Aus  den  Betrachtungen  des  §.11  erheUt,  dass  die 
Folge  der  Translation  und  Rotation  umkehrbar  ist,  dass  die  Amplitude  aller 
dieser  Rotationen  dieselbe  Grösse  a  hat  und  die  Axen  aller  einander  parallel 
sind.  Die  oben  behandelte  Folge  von  Translation  und  Rotation  ist  in  der 
unendlichen  Mannigfaltigkeit  aller  durch  den  Parallelismus  der  Translation 
mit  der  Rotationsaxe  ausgezeichnet.  Ihre  Translation  ist  die  kleinste  von 
allen. 

Weiter  folgt,  dass,  wenn  £^y  2^  zwei  Doppelpunkte  besitzen, 
eine  Rotation  um  die  der  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte 
homologe  Gerade  genügt,  um  £  von  £^  nach  2^  zu  führen.  Ebenso 
eine  Translation,  wenn  2*^,  2^  zwei  nicht  zu  einander  rechtwink- 
lige Doppelebenen  haben. 

Endlich  fügen  wir  noch  für  zwei  congruente  räumliche  Systeme  mit 
drei  gleichartigen  Doppelelementen  die  beiden  Sätze  hinzu: 

Haben  zwei  congruente  Systeme  £^^  £2  drei  nicht  in  gerader 
Linie  liegende  Doppelpunkte  (PiP2),  (döi);  i^i^i)  ^^  endlichen 
Abständen  von  einander,  so  sind  alle  Punkte  derselben  Doppel- 
punkte. Denn  zunächst  sind  die  Verbindungslinien  der  drei  Doppelpunkte 
'drei  Doppellinien  und  ist  ihre  Ebene  eine  Doppelebene  gleichartiger  Lage 
mit  lauter  Doppelpunkten  (§.  6.,  S.  151).  Homologe  Punkte  iS|,  S^  liegen  auf 
derselben  Seite  der  Doppelebene,  weil  sie  mit  den  Doppelpunkten  Congruente 
(nicht  symmetrisch  gleiche)  Tetraeder  P^Q^R^S^^ ,  P^ft-^i^a  bilden;  sie  &llen 
zusammen,  weil  es  auf  ein  und  derselben  Seite  der  Doppelebene  nur  einen 
Punkt  gibt,  welcher  gegebene  Abstände  P^/^i,  Q^/S^i,  J^i^S^  von  den  drei  Dop^ 
pelpunkten  hat.  —  Liegen  die  drei  Doppelpunkte  in  gerader  Liniai  lo  flind 
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alle  Punkte  dieser  Linie  Doppelpunkte,  aber  unter  ihren  Ebenenpaaren  ist 
nicht  nothwendig  eine  Doppelebene.  Ist  unter  den  Doppelpunkten  ein  un- 
endlich femer,  so  kann  die  Doppelebene  derselben  ungleichartiger  Lage  sein. 

Haben  zwei  congruente  Systeme  2^  ^  drei  nicht  durch  die- 
selbe Gerade  gehende  Doppelebenen  (^i^),  (^^2);  (^1^2)  welche  sich 
in  einem  Punkte  im  Endlichen  schneiden  und  nicht  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  so  sind  alle  Ebenen  derselben  Doppelebenen. 

Jede  der  drei  Doppellinien  ist  gemeinschaftliche  Axe  zweier  congruenter 
homoiger  Ebenenbilschel  mit  zwei  Doppelebenen,  welche  nicht  zu  einander 
senkrecht  sind.  Daher  sind  alle  Ebenen  dieser  Ebenenbüschel  Doppelebenen. 
Hieraus  folgt,  dass  jede  Gerade  des  Doppelpunktes ^  in  welchem  sich  die 
Doppelebenen  schneiden,  Doppelstralen  und  alle  Ebenen,  die  durch  ihn  hin- 
durchgehen, Doppelebenen  sind.  Er  ist  daher  der  gemeinsame  Mittelpimkt 
zweier  concentrischer  Stralen-  oder  Ebenenbündel,  welche  mit  allen  Elementen- 
paaren zusammenfallen.  Zwei  homologe  Ebenen  der  räumlichen  Systeme 
müssen  mit  diesem  Punkte  congruente  homologe  Figuren  bilden,  daher  kann 
er  nicht  zwischen  ihnen  liegen,  sondern  sie  fallen  beide  auf  dieselbe  Seite 
Ton  ihm,  weü  diese  Figuren  sonst  symmetrisch  gleich  und  nicht  congn^ent 
würden.  Wegen  der  durch  die  Congruenz  bedingten  Gleichheit  der  Dimen- 
sionen fallen  sie  daher  zusammen.  Da  dies  von  allen  homologen  Ebenen- 
paaren gut,  so  fallen  die  Systeme  überhaupt  mit  allen  homologen  Elementen- 
paaren zusammen. 

Schneiden  sich  die  drei  Doppelebenen  in  einer  Geraden,  so  ist  sie  zwar 
eine  Doppellinie,  sie  enth&lt  aber  nicht  nothwendig  Doppelpunkte.  Sind  die 
Doppelebenen  zu  einander  senkrecht,  so  ist  jede  Schnittliuie  zweier  zwar 
eine  Doppellinie,  aber  die  Ebenenbüschel,  deren  gemeinsame  Axe  sie  ist, 
können  entgegengesetzte  Lage  haben,  also  nicht  coincidiren. 

Aus  den  beiden  vorstehenden  Sätzen  folgt: 

Ein  bewegliches  unveränderliches  System  27  ist  in  eine  bestimmte  Lage 
£f  gelangt,  sobald  drei  seiner  Punkte  mit  ihren  homologen  Punkten  oder 
drei  Ebenen  mit  ihren  homologen  Ebenen  von  2^  vereinigt  sind,  voraus- 
gesetzt dass  die  drei  Punkte  endliche  Abstände  haben  und  nicht  in  gerader 
Linie  liegen  und  die  drei  Ebenen  nicht  zu  einander  rechtwinklig  sind  und 
nicht  dorch  dieselbe  Gerade  hindurchgehen. 

§.  14.  Um  die  Axe  der  Schraubenbewegung  zu  finden,  suchen  wir  zu- 
nidhflt  ihre  Richtung  und  Lage  in  dem  Baume,  in  welchem  sich  Uj^^  2^  be- 
finden; ihre  Lage  im  beweglichen  Systeme  ergibt  sich  dann  unmittelbar  ver- 
möge des  Entsprechens  der  Elemente  von  £  mit  denen  von  H^  oder  £^. 
Yen  irgend  einem  Punkte  0  aus  ziehen  wir  (Fig.  56)  drei  Strecken  Oa, 
OßfOy  geometrisch  gleich  den  Abständen  ÄiÄ^^  ^1-^2«  ^1^2  dreier  Paare 
homologer  Punkte  ^,  B^y  C^;  Ä^,  B^,  C^  von  2^  und  2^,  verbinden  ihre 
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Endpunkte  cc^  ß^y  durch  eine  Ebene  E  und  fällen  auf  diese  die  Nonnale  OP, 
Die  Bichtung  von  OP  ist  die  Hichtung  der  Scliraubenaxe,  da  Oor,  Oß^  Oy 
gleiche  Projectionen  OP  in  Bezug  auf  sie  besitzen.  Um  ihre  Lage  als  Dop- 
pellinie von  Z^,  21^  zu  finden,  projicire  man  zwei  der  drei  Abstftnde,  z.B. 
-4i-4jj,  B^B^  auf  eine  zu  der  Richtung  OP  senkrechte  Ebene,  z.  B.  auf  die 
Ebene  E,  Sind  A^' A^ ^  ^i^t  ^^®  Projectionen  derselben,  so  liefern  die 
Peq^endikel  mp ,  nj) ,  welche  man  in  ihren  Mitten  »n,  n  auf  sie  in  der  Ebene 
errichten  kann  durch  ihren  Durchschnitt  p  einen  Punkt  der  Schraubenaxe. 


Fig.  6C. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Constniction  ergibt  sich  nnmittelbat 
aus  den  Eigenschaften  derselben,  nSmlich  dass  alle  Abstftnde  homologer 
Punkte  f[ir  sie  gleiche  Projectionen  haben  und  die  Axe  alle  Doppelpunkte 
der  auf  einander  projicirten  ebenen  Systeme  enthält,  deren  Ebenen  zu  ihr 
senkrecht  sind.  Die  Strecke  OP  =^h  ist  die  Translationsstrecke  und  der 
Winkel  A(pA^  =  a  ist  die  Amplitude  der  Schraubenbewegung. 

Zur  Bestimmung  der  Richtung  der  Axe  sind  drei  Paar  Elemente  der 
beiden  Sjstemlagen  27^,  2)!^,  zur  Bestimmung  der  Lage  derselben  Yon  diesen, 
nachdem  die  Richtung  gefunden ,  nur  zwei  eiforderlich.  Die  yorstehende  Con- 
stniction rührt  von  Chasles  her. 

Wir  haben  hiebei,  wie  bisher  überhaupt,  das  rftumliohe  System  vor- 
zugsweise als  Punktsystem  angesehen  und  mit  Punkten  als  gegebenen  Ele- 
menten und  deren  Abständen  operirt;  man  kann  aber  auch  homologe  Ebenen- 
paare oder  homologe  Stralenpaare  verwenden,  d.  h.  das  rftnmliohe  System 
als  Ebenensystem  oder  Stralensysteni  ansehen  und  dem  entsprechend  die  Be- 
trachtungen, insbesondere  die  Bestimmung  der  Schraubenaxe  dorchftthren. 
Wir  unterlassen  dies,  um  nicht  zu  breit  zu  werden. 
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AeqnivaleiUE  der  Bewegungen  des  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Zwei  Bewegungen  eines  Systems  heissen  aequivalent,  wenn 
beide  das  System  aus  einer  gegebenen  ersten  Lage  in  dieselbe  zweite  Lage 
überzuführen  vermögen.  Mit  Hülfe  des  Begriffs  der  Aequivalenz  der  Be- 
wegungen kann  der  kinematische  Inhalt  des  I.  Cap.  sD  ausgesprochen  werden: 

Alle  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems  £,  welche 
dasselbe  aus  einer  ersten  Lage  2\  in  eine  zweite  Lage  U^  ^^^i*- 
zuführen  vermögen,  sind  aequivalent  einer  Schraubenbewegung, 
welche  sich  in  besonderen  Fällen  auf  eine  Botation  oder  eine 
Translation  reduciren  kann. 

Eine  Folge  von  zwei  oder  mehreren  Bewegungen  kann  einer  einzelnen 
Bewegung  oder  einer  anderen  Folge  von  Bewegungen  aequivalent  sein.  Ist 
eine  Folge  von  Bewegungen  von  bestimmter  Ordnung  derselben  Folge  in 
umgekehrter  Ordnung  aequivalent,  so  heissen  die  beiden  Folgen  vertausch- 
bar. Auch  kann  die  Folge  zweier  oder  mehrerer  Bewegimgen  aequivalent 
der  Buhe  sein.  So  ist  die  Folge  zweier  Translationen  entgegengesetzt  gleicher 
Grösse  oder  zweier  Rotationen  um  dieselbe  Axe  von  entgegengesetzt  gleicher 
Amplitude  oder  zweier  Schraubenbewegungen  um  dieselbe  Axe  bei  ent- 
gegengesetzt gleicher  Amplitude  und  TranslationsgrÖsse  aequivalent  der 
Ruhe.  Ohne  den  Effect  einer  Bewegung  zu  ändern,  kann  man  dem  beweg- 
lichen System  irgend  welche  andere  Bewegungen  ertheilen,  welche  der  Ruhe 
aequivalent  sind. 

Eine  Bewegung,  welche  einer  Folge  zweier  oder  mehrerer  anderer  Be- 
wegungen aequivalent  ist,  heisst  deren  Resultante  und  sie  selbst  die  Com- 
ponenten  dieser  letzteren.  Die  Auffindung  der  Resultanten  mit  Hülfe  der 
Componenten  wird  die  Zusammensetzung  und  die  Auffindung  von  Be- 
wegungen, ans  welchen  eine  gegebene  Bewegung  zusammengesetzt  gedacht 
werden  kann,  die  Zerlegung  der  Bewegung  genannt.  Die  Zerlegung  einer 
Bewegung  ist  im  Allgemeinen  eine  unbestimmte  Aufgabe,  so  lange  nicht 
noch  weitere  Bestimmungen  hinzutreten. 

§.  2.  Wir  wollen  die  hauptsächlichsten  Sätze  über  die  Aequivalenz 
zweier  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems  mit  einer  dritten  auf- 
stellen, indem  wir  mit  den  einfachen  Combinationen  beginnen  und  succes- 
sive  zu  complicirteren  fortschreiten.  Zugleich  werden  wir  dabei  die  noth- 
wendigsten  Andeutungen  über  die  gleichzeitige  Verbindung  mehrerer 
Bewegungen  geben.  Wir  werden  unsere  Sätze  zunächst  für  endliche  Be- 
wegungen aussprechen  und  später  für  unendlich  kleine  Bewegungen  re- 
daciren. 
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Eine  Folge  zweier  Translationen  eines  Systems  £  ist  aeqni 
valent  einer  einzigen  Translation,  deren  Grösse  die  geometriscln 
Summe  dieser  beiden  ist  Die  Ordnung  der  Translstionsfolg 
ist  willkahrlich. 

Gelangt  nämlich  Z  durch  die  Translationsfolge  aus  der  Lage  2^  ii 
die  Lagen  Z^  und  2^,  so  beschreibt  ein  beliebiger  seiner  Punkte,  A 
(Fig.  57.)  aufeinanderfolgend  die  Strecken  [^i^lj]  und  [-^^-^l  ^^^  J^^ 
andere  Punkt  beschreibt  Strecken  parallel,  gleich  und  von  gleichem  Simu 

mit  diesen.    Das  System  Z  bleibt  während  der    ersten  uu 

'^ — -^  zweiten  Translation  in  Parallelstellung  und  ist  daher  die  Lagi 

y^"^/      2",  parallel  mit  der  Lage  Z^.    Daher  kann  Z  ans  der  Lage  ^ 

/^^_  _y         direct  nach  Z^  durch  eine  Translation  gelangen,  deren  Grta< 

^^      ^  [-^i-^al  =  [A-^iJ  +  [-^-^sl-    ^  ^^6  Summanden  der  geome 

^'^'  ^''        trischen  Summen  vertauschbar  sind,  so  ist  es  auch  die  Trans 
lationsfolge. 

Sind  die  Richtungen  der  Translationen  dieselben  oder  entgegengeseti 
gleich,  so  fällt  die  Richtung  der  resultirenden  Translation  mit  ihrer  ge 
meinschafblichen  Riehtung  zusammen  und  ihre  Streckengrösse  und  ihr  Sini 
wird  durch  die  Summe  oder  Differenz  A^A^  -f-  A^A^  oder  AiA^  —  A^A 
und  deren  Zeichen  bestimmt  Entgegengesetzt  gleiche  Translationen  kjBnnei 
sonstigen  Bewegungen  des  Systems  zugefügt  oder  entzogen  werden,  di 
sie  aequivalent  der  Ruhe  sind.    Die  Translationsfolge 

ist  aequivalent  der  Ruhe. 

Eine  Translation  A^A^  kann  auf  unzählige  Arten  in  zwei  andere  Uu 
aer|uivalente  Translationen  zerlegt  werden,  da  zur  Bestimmung  des  Drei 
ecks  A^A^A^  ausser  A^^A^  noch  zwei  andere  BestimmungsstQcke  erfordei 
lieh  sind. 

Die  Translation  [^1^43]  ist  auch  der  gleichseitigen  Verbindang  toi 
[yi^yi^]  und  [^2^3]  aequivalent  Denkt  man  sich  nämlich,  das  System  1 
erleide  die  Translation  [^i^J  in  einem  Räume  oder  System  tf,  welche 
System  selbst  in  Translation  gleich  [^2^3!  ^>egriffen  ist,  oder  erUieilt  mai 
ihm  in  einem  Systeme  r,  welches  die  Translation  [^|^J  fti^ufilhrt,  di 
Translation  [yi^yi^l,  so  gelangt  es  in  jedem  Falle  in  die  Lage  2^. 

Der  Satz  kann  auf  beliebig  viele  Translationen  ausgedehnt  werden 
Sind  ^1,  Z^^  Z^^ . . .  Zn  die  Lagen,  durch  welche  Z  mit  Hülfe  einer  Trans 
lationsfolge  [^i^^Jy  \A^A.^^^  , . .  [A^  —  iA^  hindurchgeführt  werden  80U 
so  ist  die  Translation  [^I^^Im]  aequivalent  der  geometrischen  Summe 

\A,A^-\  +  [^,^3]  +  ...  +  [^._x.i.]. 
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Da  die  Glieder  dieser  Summe  vertauschbar  sind,  so  ist  die  Ordnung  der 
Translationen  willktQirlich. 

Eine  Translationsfolge,  welche  durch  die  Seiten  eines  geschlossenen 
Polygons  bestimmt  ist,  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  eines  beweglichen,  den 
Umfang  ohne  Umkehr  beschreibenden  Punktes  übereinstimmt,  ist  aequiva- 
lent  der  Buhe. 

§.  3.  Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  unveränderlichen 
Systems  £  in  einem  Baume  S  um  zwei  verschiedene  parallele 
Axen  a,  h  endlichen  Abstandes  von  den  Amplituden  O,  &'  ist  aequi- 
valent  einer  einzigen  Botation  um  eine  dritte,  mit  a,  b  paral- 
lele Axe  c,  welche  im  beweglichen  System  mit  den  Axen  a,  h 
ein  prismatisches  Dreikant  abc  bildet,  in  welchem  die  Ebenen 
(ca),  (c&),  welche  durch  sie  hindui^hgehen,  mit  der  Ebene  (ab) 
der  gegebenen  Axen  an  den  Kanten  a,  b  Winkel  bilden,  gleich 
den  halben  Amplituden  ^&,  ^&'  um  diese  Axen  und  zwar  so,  dass 
diese  Winkel  in  Bezug  auf  die  Ebene  (ab)  bei  der  Axe,  um  welche 
die  erste  Botation  erfolgt,  auf  derselben,  bei  der  anderen  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  von  derjenigen  liegen,  nach  wel- 
cher hin  die  Botation  erfolgt.  Ebenso  bilden  die  Geraden  Ä^ 
By  C  des  Baumes  S^  mit  welchen  die  Botationsaxen  a,  &,  c  wäh- 
rend der  Botation  vereinigt  bleiben,  ein  prismatisches  Dreikant, 
welches  mit  abc  symmetrisch  ist,  so  dass  in  ihm  die  Ebene  CA^ 
CB  mii  AB  an  den  Axen  A^  B  die  Winkel  ^O,  -^O'  bilden,  jedoch 
so,  dass  der  Winkel  an  der  ersten  Axe  auf  die  entgegengesetzte, 
der  an  der  zweiten  Axe  auf  dieselbe  Seite  von  AB  fällt,  nach 
welcher  hin  die  Botation  erfolgt.  Die  Amplitude  B  der  resul- 
tirenden  Botation  ist  die  Summe  oder  Differenz  der  Amplitu- 
den  d,  &\  je  nachdem  beide  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinnes  sind;  der  Sinn  der  Besultanten  stimmt  im  ersten  Falle 
mit  dem  gemeinsamen  Sinne  von  O,  O^  im  letzterdln  Falle  mit  dem 
Sinne  der  grösseren  von  diesen  Amplituden  überein.  Die  Bota- 
tionsfolge  ist  nicht  vertauschbar.  Im  Falle  entgegengesetzt 
gleicher  Amplituden  ^9  *&'  geht  die  resultirende  Botation  in  eine 
Translation  über. 

Sind  nämlich  2^^  Z^,  Z^  die  Lagen,  welche  das  bewegliche  System  2 
in  8  einnimmt  zu  Anfang  der  Botation  O,  zu  Anfang  der  Botation  %•'  und 
am  Ende  derselben,  so  ist  die  Gerade  A  von  S,  mit  welcher  die  Axe  a 
während  der  ersten  Botation  d  vereinigt  bleibt,  eine  Doppellinie  (a^a^  der 
congruenten  Systeme  2^,  2^  und  eine  beliebige  zu  ihr  senkrechte  Ebene 
E  Yon  8  eine  Doppelebene  (biB^)  gleichartiger  Lage  derselben.    Dorch  die 
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Botation  ^  um  a  gelangt  die  Axe  b  aus  der  Lage  h^,  welche  sie  anüuigis 
in  ü^  einnimmt,  in  die  homologe  Lage  b^  in  2^.  Mit  dieser  Geraden, 
die  wir  alB  Ort  in  S  mit  B  bezeichnen,  fällt  die  Axe  b  während  der 
zweiten  Botation  d''  zusammen.  Daher  ist  B  eine  Doppellinie  (^^^s)  ^^^ 
congrucnten  Systeme  2]^,  I^  und  die  Ebene  E  eine  Doppelebene  (cg  £3) 
gleichartiger  Lage  von  ^  und  ü^.  In  der  Ebene  E  sind  daher  drei  homo- 
loge Ebenen  f^,  £2)  h  gleichartiger  Lage  von  U^^  Z^t  ^  vereinigt.  E  ist 
daher  insbesondere  auch  eine  Doppelebene  gleichartiger  Lage  (e^  €3)  der 
Systeme  ü^,  I^,  Nach  Cap.  I,  §.  4  besitzen  £^,  s^  einen  Doppel- 
punkt und  Zi,  £^  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Doppellinie  C  (c^  c^) 
senkrecht  zu  E  und  gibt  es  folglich  im  beweglichen  System  £  eine  ihr 
homologe  Axe  c,  durch  Botation  um  welche  £  aus  der  Lage  H^  muniitel- 
bar  in  die  Lage  2^  gelangen  kann.  Während  dieser  Botation  von  2?  um 
die  noch  unbekannte  Amplitude  S  um  c  bleibt  c  fortwährend  mit  C  ver- 
einigt. Da  die  Axe  C  senkrecht  zur  Ebene  E  ist,  so  genügt  es,  ihren 
Schnittpunkt  mit  E  zu  finden.  Bezeichnen  wir  in  Kürze  die  Schnittpunkte 
aller  Axen  mit  dieser  Ebene  (Fig.  58.)  durch  die  Buchstaben  der  Axen 
selbst,  so  ergibt  sich  der  Doppelpunkt  C  (c^c^)  von  c^,  £3  als  der  Durch- 
schnitt der  in  den  Mitten  m^  n  der  Abstände 
b^b^  und  a^a^  errichteten  Perpendikel,  wo  o^ 
die  Lage  ist,  in  welche  die  Axe  a  durch  die 
Botation  d"'  und  b  gelangt.  Das  Perpendikel 
mC  geht  durch  Ä  und  haJbirt  den  Winkel 
biÄb2='9]  ebenso  geht  das  Perpendikel nC durchs 
^«•58.  "    und  halbirt  den  Winkel  a^J? 03=-^'.    Daher  büden 

Ä,  Bf  C  ein  Dreieck  (resp.  Dreikant),  dessen  Winkel  -4  =  ^  '^,  J?  «=  ^  o^'  und 
dessen  Aussen winkel  mCB  =  ^(O  -|-  d^)  ist,  wenn  die  Amplituden  den  durch 
den  Pfeil  angedeuteten  gleichen  Sinn  haben  und  zwar  ist,  YonÄB  ans  gerechnet, 
der  Sinn  des  Winkels  Ä  der  Amplitude  &  entgegengesetzt,  der  des  Winkels 
B  harmonirend  mit  der  Amplitude  0^  Hiemit  ist  die  sich  auf  die  Orte 
Ä^  Bf  C  der  Axen  beziehende  Behauptung  des  Satzes  erwiesen.  Symme> 
trisch  zu  dem  Dreikant  ABC  ist  das  Dreikant  a^b^Ci  welches  mit  dem 
Dreikant  abc  der  Axen  im  beweglichen  System  congruent  ist,  dessen  Lage 
vor  aller  Botation  es  bezeichnet.  In  ihm  liegen  bei  o^  und  5^  dieselben 
Winkel  ^O,  ^^',  jedoch  so,  dass  der  Winkel  bei  a^  mit  der  Amplitude  d 
gleichen,  der  andere  mit  &'  entgegengesetzten  Sinn  hat.  Die  Amplitude  S 
der  resultirenden  Rotation  ist  der  Winkel 

l^cb^  =  2  .  mCB,  d.  h.  8  =  ^  +  e^. 
Sind  die  Amplituden  &,  d''  entgegengesetzt  (Fig.  59.),  so  ist  der  Win- 
kel b^cbg  nicht  der  doppelte  Aussenwinkel  von  ABC^  sondern  doppdtar 
Innenwinkel  und  hiermit  wird   0  =  0  —  0'  oder  6  ■»  0'  —  *,  je.  nadhr 


*    : 
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dem  d^^'  ist.    Indem  wir  also  entgegengesetzte  Amplituden  als  Grössen 

entgegengesetzten  Zeichens  behandeln,  umfasst  eine  dieser  Formeln  alle 
F&lle  nnd  bestimmt  das  Zeichen  der  rechten  Seite  den  Sinn  'der  resultiren- 
den  Amplitade  S, 


Fig.  59. 


Fig.  60. 


Zwischen  den  Abständen  der  resultirenden  Axe  c  von  den  beiden 
Axen  a,  6,  sowie  den  drei  Amplituden  S^  d,  «&'  besteht  die  Belation: 

sm^*^         sm^^         sm -JCf 

Für  den  Fall ,  dass  d^'  und  «&  entgegengesetzt  gleich  werden  (Fig.  60.) 
verschwindet  die  resultirende  Amplitude  und  rückt  die  Axe  c  ins  Unend< 
liehe.  In  diesem  Falle  ist  die  Folge  der  beiden  Botationen  einer  Trans- 
lation &1&3  aequivalent.  Ihre  Grösse  r  ist,  wenn  d  den  Abstand  ah  der 
Axen  bezeichnet, 

r  =  2d.  sin^O 

und  ihre  Neigung  X  gegen  die  Ebene  (ab): 

X  =  ^(,r  —  d). 

Die  Rotationsfolge  ist  nicht  vertauschbar.  Denn  rotirt  das  System  £ 
zuerst  um  a,  welche  Axe  ursprünglich  mit  a^  vereinigt  ist,  so  gelangt  h 
von  hl  nach  &g  und  ruht  alsdann  in  ^^i  rotirt  aber  2  zuerst  um  6,  wel- 
ches ursprünglich  in  h^  sich  befindet,  so  rückt  a  aus  a^  heraus  und  kann 
also  h  durch  die  nachfolgende  Rotation  um  a  nicht  nach  &,  gelangen. 

Dagegen  können  beide  Rotationen  zugleich  stattfinden,  nämlich  so,  dass 
£  um  die  zweite  Axe  h  rotirt  und  diese  Rotation  in  einem  System  a  er- 
folgt, welchem  die  Axe  h  angehört  imd  dies  System  durch  die  Rotation 
um  die  erste  Axe  a  aus  der  Lage  U^  nach  £^  gelangt.  Die  Bewegung 
eines  tanzenden  Paares  kann  den  ersten  Fall  einigermassen  veranschau- 
licht 

Yon  der  Richtigkeit  obiger  Sätze  kann  man  sich  leicht  auch  auf  an- 
dere Art  überzeugen.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  nämlich  gelangt  die 
Axe  c  durch  die  erste  Rotation  d  um  a  aus  der  Lage  q  in  H^  in  die 
homologe  Lage  c^  in  2^,  welche  zu  AB  symmetrisch  ist;  durch  die  zweite 
Botation  d"'  um  b  aber  geht  sie  von  c^  nach  c^  in  2^  über.    Vermöge  der 
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Congruenz  der  symmetrisch  liegenden  Dreiecke  ÄBc^  und  ABCi^  wodurch 
<^  c^B(\  =  d"'  wird,  f&llt  c^  mit  q  zusammen,  d.  h.  es  kehrt  c  durch  die 
zweite  Kotation  nach  q  zurück.  Es  befand  sich  daher  die  Axe  c  bereits 
vor  aller  Rotation  in  ihrer  definitiven  Lage.  Daher  muss  das  System  £ 
durch  Rotation  um  sie  in  seine  definitive  Lage  £^  gelangen  kCnnen.  Im 
dritten  Falle  gelangt  b  durch  die  Rotation  ^  um  a  aus  der  Lage  b^  nach 
yhjt^^  und  a  hierauf  durch  die  zweite  Rotation  — O  um  b  aus  der  Lage 
{(iiüj)  nach  (f,.  Da  nun  die  Figur  Uib^b^a^  ein  Parallelogramm  ist,  so 
folgt,  dass  ab  aus  der  Lage  a^b^  in  die  Parallellage  a^b^  durch  die  Trans- 
lation ^l^s'==(ll(l3  und  damit  Z  aus  der  Lage  £^  nach  Z^  übergeführt 
werden  kann. 

§.  4.  Die  Folge  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Botationen  um  zwei 
parallele  Axen  heisst  ein  Rotationspaar.  Dasselbe  ist  einer  Translation 
aequivalent,  deren  Grosse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Sehne  des  Kröa- 
bogens  angegeben  wird.,  den  ein  beliebiger  einer  der  beiden  Axen  ange- 
hörender Systempunkt  in  Folge  der  Rotation  um  die  andere  Axe  beschreibt 
Die  Grosse  dieser  Translation,  welche  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Ab- 
stände der  Axen  und  dem  doppelten  Sinus  der  halben  Amplitude  der  Bota- 
tionen angegeben  wird«  heisst  das  Moment  des  Rotationspaares.  Die  Sich- 
tung der  Translation  ist  senkrecht  zur  Halbirungslinie  der  Amplitude  und 
senkrocht  zu  den  Axen.  Bezeichnet  man  den  Sinn  einer  Rotation  dadurch 
A  dass  mau  auf  der  Axe  eine  Strecke  mit  Pfeilspitze  auflrSgt 

^m  X       '  ^Fig.  61.)  nach  der  Seite  des  Raumes  gerichtet,  von  wo  ans 

*  ^^^^,     I     •   ■*  ein  stehender  Punkt  die  Rotation  mit  der  Uhrzeigerbewegung 
^        i  '~1/Hi^     harmonirend  erblickt,    so    gibt   die  Figur  das  Bild  eines 

Rotations|>aares.    Man  überzeugt  sich  leicht .  dass  der  Sinn 
^  der  dem  l^aan?  aeiiuivalenten  Translatii^^n  nach  derjenigen 

vvii:  (^1  Seite  der  Axonebeneu  hinzeigt«  von  welcher  aus  die  Figur 

der  l*feilspitron  dem  nirteigersiimo  entspricht. 

§.  ö.  Mit  Hülfe  des  Satzes  $.  :>.  kann  umgekehrt  eine  Rotation  6 
um  eine  Axe  o  auf  unendlich  viele  Arten  in  iiwei  Rotationen  um  zwei 
Axen  iK  ^«  welche  mit  t'  [^rallel  siud,  aufgelC^st  werden.  Dabei  knnn  eine 
der  Axen  und  eine  Amplitude  willkührlich  angenommen  werdoL 

Aus  §.  4.  erhellt,  da^s  eine  Translation  :;njShlig  vielen  BotetiooB- 
(w^ren  ae^uivalcut  :s:,  welche  s3k:umtlich  dasc^elbe  Moment  besitien.  Von 
dcu  Iviwien  Klomeutou»  von  welchen  da*  Mosaen:  abhingt.  Amplitude  und 
Axen  Abstand,  kann  eines  beliebig  augetvsmuen  werden.  Sobald  dies  ge- 
schehen, ist  das  anderv  K>d^timmt  ur.d  damit  das  Axenpaar  auf  eine  Sdunr 
l\irallelebenen  beschriüikt.  in  welchen  die  Axenrichtuug  und  Lege  dee  Azen- 
paar««  noch  willkUhrlich  bleibt. 
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§.  6.  Der  Satz  des  §.  3.  nmfasst  noch  einige  bemerkenswerthe  Spe- 
cialfälle: 

Fallen  die  Axen  a,  b  zusammen,  so  fällt  auch  die  Axe  c  der  resul- 
tirenden  Rotation  mit  ihnen  zusammen.  Die  Folge  zweier  Rotationen 
um  dieselbe  Axe  ist  daher  aequivalent  einer  einzigen  Rotation 
um  dieselbe  Axe;  ihre  Amplitude  ist  die  Summe  oder  Differenz 
der  Amplituden  jener,  je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinnes  sind.  Die  Rotationsfolge  ist  yertauschbar;  die 
Rotationen  können  zugleich  erfolgen.  Bei  entgegengesetzt  glei- 
chen Amplituden  ist  die  Folge  oder  gleichzeitige  Verbindung 
aequivalent  der  Ruhe. 

Man  kann  einem  beweglichen  System  ohne  Störung  seiner 
Bewegung  entgegengesetzt  gleiche  Rotationen  um  dieselbe  Axe 
ertheilen  oder  entziehen. 

Fällt  von  den  beiden  Axen  a,  &  die  Axe  a  der  ersten  Rotation  in's 
Unendliche  (Fig.  62.),  so  geht  diese  Rotation  in  die  Translation 

b^h^  =  lim  (abi  2 sin  ^^) 

für  O  SS  0  über,   senkrecht  zur  Axe  b.    Die   resultirende  Amplitude  wird 
S  =  ^\    Die  Translation  führt  die  Axe  c  von  c^  nach  c^,  die  Rotation  d' 

r,  um  b  bringt  sie  nach  (c^  Cj)  zurück.  Die 

Ordnung  der  Folge  von  Translation  und 

Rotation  ist  yertauschbar.    Denn  i'otirt 

^Mt^t^ ->   das  System  zuerst  um  b^  so  gelangt 


die  c  in  die  Lage  c^    und  von  da  durch 
die  nachfolgende  Translation  nach  q  zu- 
^  rück.   Aehnliches  findet  statt,  wenn  die 

Fig.  68.  Axe  b  der  zweiten  Rotation  ins  Unend- 

liche rückt.    Wir  erhalten  damit  die  Sätze: 

Die  Folge  einer  Translatinn  r  und  einer  Rotation  von  der 
Amplitude  d'  um  eine  zur  Richtung  der  Translation  senkrechte 
Axe  b  ist  unabhängig  von  der  Ordnung  der  Folge  aequivalent 
einer  Rotation  um  eine  zu  b  parallele  Axe  c  von  gleicher  Am- 
plitude und  gleichem  Sinne.  Die  Axe  c  bildet  mit  der  anfäng- 
lichen und  definitiven  Lage  b^,  b^  der  Axe  b  ein  gleichschenk- 
liges prismatisches  Dreikant»  dessen  Schenkelebenen  an  der 
Kante  c  den  Winkel  O  einschliessen.  Das  Dreikant  fällt  auf  die- 
jenige Seite  der  Ebene  b^b^y  von  welcher  aus  einem  sehenden 
Punkte  die  Translationsbewegung  von  links  nach  rechts  erfol- 
gend erscheint. 

Umgekehrt  ist  jede  Rotation  um  eine  Axe  c  aequivalent  einer 
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Rotation  von  derselben  Amplitude  und  gleichem  Sinne  nm  eine 
beliebig  wählbare  parallele  Axe  1)  und  eine  zu  ihr  senkrechte 
Translation.  Die  Translation  ist  nach  Grösse,  Richtung  und 
Sinn  bestimmt  durch  die  Sehne  des  Kreisbogens,  welchen  ein 
beliebiger  Punkt  der  Axe  h  in  Folge  der  Rotation  um  die  Axe 
c  beschreiben  würde. 

Man  sieht  diesen  Satz  auch  unmittelbar  ein,  wenn  man 
dem  System  um  die  Axe  &  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Rota- 
tionen von  derselben  Amplitude  ertheilt,  welche  die  Rota- 
tion um  c  besitzt.  Die  Rotation  um  c  bildet  mit  der  ihr 
entgegeugesetzten  Rotation  imi  1)  ein  Rotationspaar,  welches 

Fig.  63.  der  im  Satze  erwähnten  Translation  aequivalent  ist.  (Fig.  63). 

§.  7.  Eine  Folge  von  Rotationen  eines  unveränderlichen 
Systems  H  um  die  parallelen  Axen  a,  &,  c  .  .  •  .  mit  den  Ampli- 
tuden O*,  ^\  ^'\  .  .  .  ist  aequivalent  einer  einzigen  Rotation  um 
eine  jenen  Axen  gleichfalls  parallele  Axe  oder  einem  Bota- 
tionspaare. 

Man  ersetze  nach  §.  6  jede  Rotation  durch  eine  ihr  gleiche  um  eine 
parallele  Axe  \  in  Verbindung  mit  der  zugehörigen  Translation.  Da  die 
Folge  von  Rotation  und  Translation  vertauschbar  ist,  so  kann  das  System 
erst  alle  Rotationen  und  hierauf  alle  durch  die  Rotationspaare  dargestellten 
Translationen  ausfuhren.  Die  sämmtlichen  Rotationen  um  die  gemeinschaft- 
liche Axe  \  geben  eine  resultirende  Rotation  mit  der  Amplitude  6  «»  Z^ 
aim  $,  die  sämmtlichen  Translationen,  welche  alle  zur  Axe  £  senkrecht 
sind,  eine  zu  dieser  Axe  gleichfalls  senkrechte  resultirende  Translation  T. 
Ist  6  nicht  Null,  so  lassen  sich  diese  beiden  Bewegungen  zu  einer  Rota- 
tion von  derselben  Amplitude  6  um  eine  parallele  Axe  zusanmiensetzen 
(§.  6.);  ist  aber  6  gleich  Null,  so  resultirt  die  Translation  T. 

§.  8.  Von  den  vorstehenden  Sätzen  werden  wir  vorzugsweise  in  dem 
Falle  Gebrauch  machen,  dass  die  Rotationsamplituden  und  Translationen 
verschwindend  klein  werden.    HiefÜr  reduciren  sich  dieselben  bedeutend. 

Das  System  besitze  zwei  unendlich  kleine  Rotationen  von  den  Ampli- 
tuden ä^y  iW  um  die  Axen  a,  h.  Nach  §.  3.  sind  sie  zusammen  aequi- 
valent einer  Rotation  (26  =  eJ^  +  d%^^  deren  Axe  c  nach  der  dortigeii 
Construction  leicht  gefunden  wird.  Da  die  Amplituden  unendlich  klein  sind, 
so  fällt  0  in  die  Ebene  (ah)  und  sieht  man  ein,  sowohl  dass  die  Aufein- 
anderfolge keinen  Einfluss  auf  die  Lage  von  c  hat  als  auch,  dass  die  Botiv- 
tionen  gleichzeitig  erfolgen  können.  Vermöge  der  Rotation  um  a  ist  6  im 
Begriff  aus  seiner  Lage  in  8  unendlich  wenig  herausgehoben  zu  weirden, 
während  durch  die  Rotation  um  h  dasselbe  für  a  gilt.  Die  §•  3.  au%(e- 
stellte  Proportion  geht  über  in  .  . 
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d^'      d&      de'  ^   zr.^ 

nnd  zeigt y  dass  die  reBultirende  Axe  c  den  Parallelstreifen  {ah)  oder  jede 
Transversale  desselben  im  umgekehrten  Yerhältniss  der  Amplituden  theilt, 
nftmlich  so,  dass  ac\  ch  ^=  dOr' :  dO-  wird.  Im  Falle  übereinsiimmenden 
Sinnes  von  dO"  und  d^'  ist  das  Theilungsverhältniss  positiv  und  fällt  c  in 
den  Parallstreifen  {ah)  selbst;  bei  entgegengesetztem  Sinne  wird  es  nega- 
tiv und  rückt  c  in  denjenigen  Aussenraum,  welcher  der  Axe  der  grösse- 
ren Amplitude  anliegt.  Für  d^  =  +  e?0'  tritt  c  in  die  Mitte  zwischen 
a&,  oder  rückt  ins  Unendliche.  In  diesem  letzteren  Falle  sind  beide  Rota- 
tionen einer  unendlich  kleinen  Translation  senki'echt  zur  Ebene  {ah)  aequi- 
valent! 

Alles  dies  erkennt  man  leicht  auch  unmittelbar  auf  folgende  Weise. 
Es  seien  zunächst  d%^  und  d^'  von  gleichem  Sinne.'  Die  Axe  a  (Fig.  64.) 
theilt  die  Ebene  ah  m  zwei  Felder,  deren  Punkte  in  Folge  der  Rotation 
um  a  nach  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Ebene  und  senkrecht 
j^  zu  ihr  um  unendlich  kleine  ihren  Abständen  von  a  proportionale 
"1^  Strecken  herausgeschleudert  werden.  Dasselbe  gilt  von  der  Axe  h 
^^&  und  da  beide  Rotationen  gleichen  Sinn  besitzen,  so  folgt,  dass 
blos  die  Punkte  des  Parallelstreifens  ah  entgegengesetzte  Be- 
iS^^SkM^  wegungen  durch  die  beiden  Rotationen  erlangen,  während  die 
Punkte  eines  jeden  der  beiden  Aossenräume  aus  doppeltem  Grunde 
nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Axenebene  getrieben 
werden.  Daher  kann  es  nur  innerhalb  des  Streifens  Punkte  c 
geben,  deren  Bewegung  aequivalent  der  Ruhe  ist.  Für  solche 
Punkte  muss  die  Bedingung  ac,d^=^hc,d%'  erfüllt  sein,  d.  h.  sie 
j.,  liegen  auf  einer  zu  den  Axen  parallelen  Geraden  c,  welche  den 
fy'  Streifen  im  umgekehrten  Yerhältniss  der  Amplituden  theilt.    Es 

gibt  nur  eine  solche  Gerade,  weil  diese  Theilimg  nur  auf  eine 
Weise  möglich  ist,  sie  existirt  aber  immer,  welchen  Werth  das 
Amplitudenverhältniss  auch  haben  mag.  Die  Amplitude  d6  der 
11g.  64.  resultirenden  Rotation  um  die  Axe  c  ergibt  sich,  indem  man  die 
Bewegung  der  Systempunkte  als  Rotation  um  c  auffasst.  Am  einfachsten  wählt 
man  hiezu  die  Punkte  der  Axen  a,  h^  da  sie  ihre  Bewegung  nur  einer  einzigen 
der  beiden  Rotationen  verdanken.  Ein  Punkt  der  Axe  h  z.  B.  erlangt  ver- 
möge der  Rotation  um  h  keine  Bewegung,  die  Rotation  a  führt  ihn  aber 
um  die  Strecke  ah  .d^  senkrecht  zur  Axenebene  fort  Daher  besteht  die 
Gleichung  ch  .  de  =^  ah  .  d%.  Ebenso  erlangt  ein  Punkt  der  Axe  a  blos 
durch  die  Rotation  um  h  seine  Bewegung  und  wird 

ac  .  de  =  ah  .  i^' . 
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Addirt  man  beide  Gleichungen,  so  erhält  man 

(flc  +  cb)  de  =  ah  (dd'  +  d&') , 

d.  h.  dS  '=  d&  ']'  d9\  Der  Sinn  von  dS  stimmt  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Sinne  von  dd"  und  dd"'  überein« 

Bei  entgegengesetztem   Sinne  der  Amplituden  dd"  und  dd"'  (Fig.  65.) 
ergibt    sich    in  ähnlicher  Weise,  dass    die    Punkte  des  Strei- 
ieSk^^iäl^  fens  ab    aus    doppeltem  Gnmde    aus    der  Axenebene  heraus- 
geschleudert werden,  während  die  Punkte  der  beiden  Anssen- 
/p*^!^     räume  entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen.    Daher  können 
nur   in  ihnen  Punkte  liegen,    deren  Bewegung  aequivalent  der 
Buhe  ist.    Ist  nun  d&  >  dd^,  so  folgt,   dass   ein  Punkt  c  in 
dem    der   Axe  a   anliegenden  Aussenraume  um  die    ent|^en- 
gesetzten  Strecken  ac  .  dd'  imd  cb  .  dd"'  aus  der  Axenebene  her- 
ausgetrieben wird  und  da  für  diesen  Baum  ac  <C.cbj   so  kann 
sehr  wohl  das  kleinere  ac  mit  dem  grösseren  dd"  ein  Produkt 
bilden,  gleich  dem  Produkte  des  grösseren  cb  mit  dem  kleineren 
(2d'.    Für  Punkte  c  des  andern  Aussenraumes  ist  dies  nicht  mög- 
*^^         lieh,  da  für  sie  ac>  cb  und  wegen  d^  >  dd'  auch 

ac  .d&>  cb  .  dd'' 

ist    Die  Gleichung  ac  »  dd  ^=  cb  ,  dd'  sagt   aber  wieder   aus, 

dass  die  gesuchten  Punkte  auf  einer  Geraden  c  liegen,  welche 

Fig.  65.      den  Streifen  ab  bIs  Aussenlinie  im  umgekehrten  Amplitndenver- 

hältniss  theilt.     Man  findet  die  Amplitude  imi  diese  Gerade  c,  indem  man 

wieder  die  Bewegung    der  Pimkte  a  und  b  als  Rotation   um  sie   auffassi 

Es  bestehen  nämlich  für  sie  die  Gleichungen 

cb.dS  =  ab.dd 
ca  .  dS  =  ab  .  dd'^ 

also  ist,  wenn  man  sie  subtrahirt 

ab.de=^ab(dd  —  dd') 
oder 

de  =  dd  --  dd'. 

Sind   endlich  die  Amplituden  dd  und  dd'  entgegengesetzt  gleich,  so 
erlangt  ein  Punkt  des  Streifens  die  Bewegung  um  die  Strecke 

ac  .  dd  -\'  cb  .  dd  =^  (ac  +  cb)  dd  =  ab  .  dd 

und  ebenso  ein  Punkt  der  Aussenraume  die  Bewegung 

cb  .  dd  —  ac  .  dd  =  {cb  —  ac)  dd  ^=»  ab  ,  dd. 

Da  diese  Grösse  von  der  Lage  des  Punktes  unabhängig  ist,  so  haben  alle 
Punkte  dieselbe  Bewegung  und  das  ganze  System  die  Translation  ab  •  d^ 
senkrecht  zur  Ebene  (ab). 
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Rdokt  die  eine  der  Axen,  z.  B.  b  ins  Unendliche  (vgl.  Fig.  60.),  bo  geht  die 
BoUtion  um  sie  in  eine  Translation  rfr  Ober.  Vermöge  dieaer  erleiden  alle 
I'ankte  der  Ebene  ah  und  mit  ihnen  alle  Punkte  des  Systems  eine  ge- 
meiuBame  unendlich  kleine  Verächiebimg  dt  »enkrecht  zu  ab;  vermöge  der 
Rotation  um  a  aber  erlangen  die  Funkte  der  beiden  Felder,  in  welche  die 
Ebene  ab  durch  diese  Aie  zerlegt  wird,  entgegenges letzte  Bewegungen  senk- 
rocht zu  ab  und  proportional  ihrem  Abfltonde  von  n.  Die  Punkte  des  einen 
Feldea,  in  welchem  die  aus  der  Translation  und  der  Rotation  entspringen- 
den Verschiebungen  gleichen  Sinnes  sind,  werden  aus  doppeltem  Grunde 
senkrecht  au  ab  hinausgeschlendert,  wähi-end  in  dem  andern  Felde  die  bei- 
den Bewegungen  sich  tilgen  kiinnen.  Da  die  der  Rotaüon  entspringende 
VerEchiebimg  eines  Punktes  r,  nämlich  oc ,  (I#  mit  der  Entlemung  ac 
witchst,  während  die  Tran slations Verschiebung  dr  für  alle  dieselbe  ist,  so 
pbt  es  eine  Aie  c  parallel  a,  deren  Punkte  in  Ruhe  bleiben.  Sie  genUgen 
der  Bedingung  nc.d^^tlt,  welche  den  Abstand  ac  dieser  Axe  bestimmt. 
Die  Amplitude  d8  der  reanltivendeu  Rotation  um  diese  Axe  erhält  man, 
indem  man  die  Bewegung  eines  Punktes  der  Axe  a  alä  Rotation  um  c 
aufist,  lliedurch  wird  ac  .  rf®  =  dt  und  diese  Gleichung  liefert  mit  der 
vorigen  verglichen  d8  =  d9. 

Der  Wichtigkeit  der  SStze  fUr  unendlich  kleine  Bewegungen  wegen 
sprechen  wir  sie  im  Zusammenhange  folgendermassen  aus: 

Zwei  unendlich  kleine  Rotationen  verschiedener  Amplitu- 
den Ä#,  d»'  um  zwei  parallele  Äsen  n,  b  sind  aequivalent  einer 
einzigen  Rotation  um  eine  dritte  mit  a,  b  parallele  Axe  c,  welche 
in  die  Ebene  (ab)  fallt.  Sie  theüt  den  Parallelstreifen  (ab)  im 
umgekehrten  Verhültnisa  der  Amplituden,  nftmlich  so,  dasa 
ac-.cb  =  d#';(J^ 


Theilangslinie,  l 
Theilungslinie,  v 
taliegeaden  Ana: 
Amplitude  dB  dei 


gleichem  Sinne  der  Amplituden  als  innere 
entgegengetztem  Sinne  derselben  als  Süsser« 
che  dem  an  die  Axe  der  grösseren  Amplitude 
ir&ume  des  Parallel  Streifens  angehört.  D>a 
esultirendea  Rotation  ist  im  ersten  Falle  die 
r  Amplituden  d&,  d&'  und 
jemeinsamen  Sinne  von  rl& 
grösseren  dieser  Amplitii- 


Bnmme,  im  zweiten  die  Differenz  d 
ibr  Sinn  atimmt  in  diesem  mit  dem 
nnd  d&',  in  jenem  mit  dem  Sinne  dai 
den  Hberein. 

Zwei  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  klei 
om  parallele  Axen  a,  h,  welche  eis  Hotationspaar 
kleiner  gern  i-inschaftlicbcr  Amplitnderf-»  bilden,  ei 
«iner  nneudlich  kleinen  Translation  senkrecht  znr 
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deren  Grösse  gleich  dem  Producte  des  Axenabstandes  und  der 
Amplitude  d&  ist,  und  deren  Sinn  nach  derjenigen  Seite  der 
Axenebene  hinzeigt,  von  welcher  aus  die  Pfeilspitzen  des  Paares 
mit  der  Uhrzeigerbewegung  harmonirend  erscheinen. 

}!]ine  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Amplitude  d^  um 
eine  Axe  a  und  eine  unendlich  kleine  Translation  dx  senkrecht 
zu  dieser  Axe  sind  zusammen  aequivalent,  einer  Rotation  von 
derselben  Amplitude  und  demselben  Sinne  um  eine  zu  a  paral- 
lele Axe  c,  welche  in  die  zur  Translationsrichtung  senkrechte 
Ebene  der  Axe  a  füllt,  und  im  Abstände  dx :  d&  von  ihr  in  dem- 
jenigen Felde  liegt,  dessen  Punkte  durch  die  Rotation  und  Trans- 
lation entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen. 

§.  9.  Die  bisher  behandelten  Sätze  über  die  Aequivalenz  der  Rota- 
tionen um  parallele  Axen  sind  specielle  Fälle  allgemeinerer  Sätze  über  die 
Aequivalenz  von  Rotationen  um  Axen,  welche  einen  Punkt  gemein  haben, 
zu  denen  wir  jetzt  Übergehen. 

Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  unveränderlichen  Systems 
2  um  zwei  durch  denselben  Punkt  0  hindurchgehende  Axen  a,  b 
von  den  Amplituden  O,  9'  ist  aequivalent  einer  einzigen  Rota- 
tion um  eine  dritte,  gleichfalls  durch  0  hindurchgehende  Axe 
c.  Die  drei  Axen  a,  &,  c  sind  die  Kanten  eines  pyramidalen  Drei- 
kants, in  welchem  die  beiden  durch  die  Axe  c  gehenden  Seiten- 
ebenen ca,  ch  mit  der  dritten  Seitenebene  ab  Winkel  bilden  gleich 
den  halben  Amplituden  der  Rotationen  um  diese  Axen,  und  zwar 
liegen  diese  Winkel  bei  der  Axe  a,  um  welche  die  erste  Rota- 
tion erfolgt,  auf  derselben,  bei  der  Axe  &  der  nachfolgenden  Rota- 
tion auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Ebene  (ab)  von  derje- 
nigen Seite,  nach  welcher  hin  die  Rotation  erfolgt.  Die  Lagen 
Äj  J?,  C  der  drei  Axen  in  dem  Räume,  in  welchem  die  Rotatio- 
nen stattfinden,  bilden  ein  dem  vorigen  symmetrisches  Dreikant.- 
Die  halbe  Amplitude  ^0  der  resultirenden  Rotation  um  die  Axe 
c  ist  gleich  dem  an  der  Axe  c  liegenden  Aussenwinkel  des  Drei- 
kants abc  oder  ABC.  Die  Ordnung  der  Rotationsfolge  ist  nicht 
vertauschbar. 

Sind  nämlich  £^^  2^^  £^  die  drei  Lagen  des  beweglichen  Systems  2^ 
welche  dasselbe  vor  der  Rotation  d^  um  die  Axe  a  einnahm,  in  die  es 
durch  die  Rotation  d"  um  a  und  die,  in  welche  es  durch  die  Rotation  d'' 
um  b  gelangt  (Fig.  66),  so  ist  die  Linie  Ä^  mit  welcher  a  während  der 
ersten  Rotation  vereinigt  bleibt,  eine  Doppellinie  (aj^c^)  und  insbesondere 
der  Punkt  0  auf  ihr  ein  Doppelpunkt  (0^0^)  der  congraenten  Systeme  2^, 
£^    Ebenso  ist  die  Linie  B^  mit  welcher  die  Axe  b  während  der  naoiifiil- 
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genden  Botation  snsarameii^lt  und  in  welche  b  durch  die  Rotation  um  a 
aas  der  ursprünglichen  Lage  5^  gelangt.,  eine  Doppellinie  (b^bg)  und  anf 
ihr  0  ein  Doppelpunkt  (0^0^)  der  Systeme  2^,  £,.  Im  Punkte  0  faUen 
also  drei  homologe  Punkte  0^,  Og,  0,  zusammen  und  ist  derselbe  insbe- 
sondere auch  ein  Doppelpunkt  (0, 0,)  von  £, ,  £g. 
Diese  Systeme  haben  daher  eine  durch  ihn  hindurch- 
gehende Doppellinie  (c,  Cg)  und  kami  2  dnrch  Rotation 
nm  die  dieser  Doppellinie  homologe  mit  (c,  Cg)  zu- 
ii^i^  sammenßillonde  Linie  c  aus  der  Lage  2^  in  die  Lage 
Z^  unmittelbar  UbergefUlirt  werden.  Eine  Ebene  /*, 
welche  den  Winkel  {h^b^),  den  die  Axe  b  w&hrend 
der  Botation  ^  um  a  beschreibt,  rechtwinklig  zu 
seiner  Ebene  halbirt,  und  eine  Ebene  v,  welche  den 
Winkel  {a^aä),  den  die  Äze  a  w&hrend  der  Rotation 
#'  nm  h  beschreibt,  gleichfalls  rechtwinklig  halbirt, 
liefern  durch  ihren  Durohschuitt  die  Doppellinie  (c,  c^). 
Diese  Halbirungsebeneu  gehen  aber  durch  die  Axen 
a,  b  nnd  es  bilden  daher  a,b,  c  ein  Dreikant'  abc, 
in  welchem  an  ab  bei  a  nnd  b  die  Winkel  i&,  ^9'  und  zwar  \Q  an  a  dem 
Sinne  nach  mit  der  Rotation  um  a  Überstimmend,  ^9'  an  b  dem  Smne 
nach  mit  der  Botation  entgegengesetzt  in  Bezug  auf  die  Ebene  («6)  liegen. 
Das  Dreikant  ABC  ist  dem  Dreikant  abc  symmetrisch  gleich.  Da  die 
Axe  b  durch  Botation  um  c  um  den  Winkel  biCi\  aus  ihrer  ersten  Lage 
b,  in  die  definitive  Lage  (6^)  gelangt,  so  stellt  dieser  Winkel  die  resulti- 
rende  Botation  8  dar  und  mithin  ist  der  Auasenwinkel  ftCi&t  ^^^  Drei- 
ecks iS. 

Von  der  lUchtigkeit  des  Satzes  kann  man  sich  auch  folgendermassen 
Oheizengen.  Die  Ase  c  gelangt  durch  die  Rotation  &  um  a  aus  der  Lage 
c^,  welche  sie  in  £i  hat,  nach  c^  und  geht,  da  c^  gegen  (AB)  symme- 
triscli  za  c  liegt,  durch  die  Rotation  6''  um  b  in  die  Lage  c^  als  ihre  defi- 
nitiye  Lage  zu  c^  znrttck.  Sie  ist  daher  eine  Linie,  welche  vor  Beginn  aller 
BotatäOB  sich  in  ihrer  definitiven  Lage  bereits  befand. 

Auf  einer  um  0  mit  der  Einheit  als  Radius  beschriebenen  KugelflSche 
bestimmen  die  Axen  a,  b,  C,  auf  denen  wir  den  Sinn  der  Botationen  durch 
pfeilapitzen  andeuten,  ein  sphSrisches  Dreieck  aVc,  aus  welchem  man  ftlr 
die  Amplitude  9  der  resnltirenden  Rotation  tmd  die  WinkelabstAnde  ea, 
eh,  ab  der  Axen  von  einander  die  Relationen  zieht: 

cos  ^0  ■=  008  ^#  cos  i#'  —  sin  ^ fr  »in  ^9'  cos  (ab) 
sin  ca  eiacb  sin  a& 

lini*'  "  ain'^e  ^  ein  Jö' 


176     Aequivalenz  unendL  kl.  Rotati  nm  Azen  eines  PunkteB.    II.  Th.,  Cap.  IL,  §.  10. 

Für  die  Neigung  p  der  resultirenden  Axe  c  gegen  die  Ebene  (ab)  der  ge- 
gebenen Axen  erhält  man  weiter  (Fig.  67.): 

sin 2? .  sin  ^  Ö  =  sin  i ^  sin  ^ O'  sin  (a6) , 

indem  man  die  Gleichungen 

sin  1?  =  sin  ^Q^  .  sin  (hc) 
sin  (l)c)  sin  ^  6  =  sin  ^ 0  .  sin  {ali) 

durch  Multiplication  mit  einander  verbindet. 

^  Die  Rotationsfolge  ist  nicht  umkehrbar.    Denn  es 

^•^y  ^         gelangt  h  durch  die  Rotation  um  a  von  \  nach  \  und 

kann  dahin  nur  durch  Rotationen  um  Axen  der  Ebene  fi 
gelangen.    Rotirt  nun  das  System  zuerst  nm  2)(6j) ,  so 
tritt  a  aus  der  Ebene  ft  heraus  und  kann  daher  h  durch 
^*9-  ^^'  die  nachfolgende  Rotation  um  a  nicht  nach  h^  gelangen» 

Gleichzeitig  können  beide  Rotationen  erfolgen,  indem  Z  um  h  in  einem 
System  rotirt,  welches  selbst  die  Rotation  um  a  im  Gesammtraome  ausführt. 
Rückt  der  Schnittpunkt  0  ins  Unendliche,  so  werden  die  Axen  a,  &,  e 
parallel,  die  sphärische  Figur  geht  in  eine  ebene  Figur  über  und  wir  er- 
halten den  Satz  §.  3.  wieder. 

Der  obige  Satz  Iftsst  sich  auf  eine  Folge  von  beliebig  vielen  Rotatio- 
nen ausdehnen.  Er  kann  benutzt  werden,  um  eine  Rotation  in  zwei  und 
mehrere  andere  aufzulösen. 

§.  10.  Werden  die  Amplituden  der  beiden  Rotationen  unendlieh  kleine 
Grössen  riO,  dO^'  (Fig.  68),  so  wird  die  Amplitade  der  resultirenden  Rota- 
tion ebenfalls  eine  unendlich  kleine  Grösse  dS  und  f&Ut  die  Axe  c  in  die 

Ebene   der   Axen   a,  h.    Die  Relationen,   welche 
die  Grösse   dB  und  die  Lage  von  c  bestimmen, 
/        sind  dann: 

/  sin  ac        ^m  ch        sin  ah 

>  "d^'~  ~  ~dä~"  ""     dB    ' 

dB^  =  c?0«  -f  (?d'*  +  2d^d^'  oos  {ah). 

Hienach  theilt  die  Axe  c  den  Winkel  ah  nach  dem 
Sinusverhältniss 

sin  ac  :  sin  cb, 

dessen  Werth  durch  das  reciproke  Verhiltniss  d^'id^ 
der  Amplituden  dd,  dd^  angegeben  wird*  Denkt 
man  f?d,  cZ^'  selbst  oder  ihnen  proportionale  Grössen  als  Längen  O«,  Oß 
auf  den  Axen  a,  h  von  ihrem  Schnittpunkte  aus  im  Sinne  der  Pfaüapitngn 
der  Rotationen  aufgetragen,  so  liefert  die  Diagonale  Oy  des  über  0«  und 
Oß  construirten  PaiallelQgnunms  Oaßy^  welche  durch  0  hindnrdigeU^  Bieh- 
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tmig  und  Sinn  der  resultirenden  Axe  c  und  ist  ihre  Länge  der  resultirenden 
Amplitude  d  S  proportional.  Diese  Betrachtung  fuhrt  zu  dem  folgenden  Satze, 
deronter  dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm  unendlich  kleiner 
Rotationen  bekannt  ist: 

Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier 
unendlich  kleiner  Rotationen  von  den  Amplituden  dd-^  dO-'  um  zwei 
sich  in  einem  Punkte  0  schneidende  Axen  a,  h  ist  aequivalent 
einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  von  der  Amplitude  dB 
um  eine  Axe  o,  welche  durch  0  hindurchgeht  und  in  die  Ebene 
der  beiden  Axen  hineinfällt.  Man  erhält  die  Axe  dieser  resul- 
tirenden Rotation  nach  Richtung  und  Sinn  durch  die  den  Punkt 
0  enthaltende  Diagonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten 
zwei  den  Amplituden  d^^  dd"'  proportionale,  auf  den  Axen  a,  b 
von  deren  Schnittpunkte  0  aus  übereinstimmend  mit  dem  Sinn 
der  Rotationen  aufzutragende  Strecken  sind.  Die  Amplitude  dS 
der  resultirenden  Rotation  ist  der  Länge  dieser  Diagonale  in 
demselben  Verhältnisse  proportional,  wie  d^,  dd^  den  Seiten. 

Da  die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  sind,  so  liegt  b  sei- 
ner definitiven  Lage  b^  unendlich  nah  und  tritt  a  nur  unendlich  wenig  aus 
seiner  ursprünglichen  Lage  %  heraus;  es  können  daher  die  Lagen  a^,  b^ 
als  mit  Oj,  b^  zusammenfallend  angesehen  werden.  Der  unterschied  der 
Aufeinanderfolge  der  Rotationen  fällt  hier  weg  und  können  beide  als  zu- 
sammeki  erfolgend  angesehen  werden;  auch  ist  es  gleichgültig,  ob  man  das 
System  £  die  Rotation  d^'  um  b  in  einem  Systeme  ausführend  denkt,  wel- 
ches um  die  Axe  a  mit  der  Amplitude  dd-  rotirt,  oder  das  System  £  um 
a  rotirend  denkt  in  einem  Systeme,  welches  die  Rotation  d^'  um  die  Axe 
h  besitzt. 

Man  kann  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  auf  folgende  Art 
auch  unmittelbar  einsehen.  Die  Axe  a  theilt  die  Ebene  ab  m  zwei  Felder; 
dorch  die  Rotation  um  sie  werden  die  Punkte  des  einen  Feldes  nach  der 
einen,  die  des  andern  nach  der  andern  Seite  der  Ebene  ab  geschleudert, 
wfthrend  die  Punkte  der  Axe  a  hierbei  keine  Bewegung  annehmen.  Ebenso 
theilt  die  Axe  b  die  Ebene  ab  in  zwei  andere  Felder,  für  welche  in  Be- 
sag auf  die  Rotation  um  b  Aehnliches  gilt.  Beide  Axen  zusanamen  theilen 
die  Ebene  in  zwei  Paar  Scheitelräume  und  das  Zusammenwirken  beider 
Rotationen  ertheilt  den  Punkten  des  einen  Paares  gleichartige,  denen  des 
andern  Paares  entgegengesetzte  Bewegungen.  Bios  in  dem  letzten  Paare 
können  Punkte  liegen,  welche  in  Ruhe  bleiben.  Ist  y  ein  Punkt  dieses 
Scheitelpaarea  und  f&Ut  man  von  ihm  auf  a  und  b  die  Perpendikel  yP, 
fQ,  80  sind  die  beiden  unendlich  kleinen  Wege,  um  welche  er  senkrecht 

.,  Mtebudk.   I.  12 


178  Parallelogramm  unendlich  kleiner  Rotationen.    IL  Th.,  Cap.  II,  §.  10 

zur  Ebene  ah  nach  der  einen  und  der  andern  Seite  hin  geschlendert  win 
yP .  d&  und  yQ  .  dd"'-^  dieselben  werden  gleich,  sobald 

ist  und  liegen  daher  die  Punkte  y  in  einer  durch  den  Schnittpunkt  0  dei 
Axeu  gehenden  Geraden  c,  welche  den  Winkel  des  Scheitelraumes  nacl 
einem  Sinusverhältniss  theilt,  welches  den  Werth  d&  :  dd^  besitst.  Da  die» 
Theilung  für  alle  Werthe  des  Verhältnisses  immer  durch  eine  einzige  Ge 
rade  möglich  ist,  so  folgt,  dass  es  in  dem  fraglichen  Paar  Scbeitelrftnnu 
eine  Gerade  gibt,  welche  durch  die  beiden  liotationen  nicht  in  Bewegung 
geräth,  um  welche  das  System  sich  folglich  dreht.    Da 

yP :  yQ  =  sin  (ac)  :  sin  (ch) 

ist,  so  folgt 

d&      _      d&' 

sin  {ch)        sin  (ac) 

und  indem  man  bedenkt,  dass  der  Punkt  P  seine  Bewegung  der  Rotatioi 
um  die  Axe  h  allein  verdankt,  diese  aber  als  Rotation  um  die  Axe  c  mit 
der  Amplitude  d  S  aufzufassen  ist  und  Aehnliches  fllr  den  Punkt  Q  in  Be 
zug  auf  die  Axe  a  gilt,  so  hat  man 

dS  .PO  .sin  (ac)  =  d&'  .  PO  .  sin  (ah) , 
dS  .  QO  .  sin  (ch)  =  d&  .  QO  .  sm  (ah), 

weil  PO .  sin  ac^  PO  .  sin  ah  die  Abstände  des  Punktes  P  von  c,  h  und 
ebenso  QO  .  sin  ch,  QO  .  Bm  ah  die  Abstände  des  Punktes  Q  von  c  und  c 
sind,  woraus  mit  Rücksicht  auf  obige  Proportion  folgt: 

dS^ de  d^_ 

Bin  (ah)         sin  (et)         sin  (»c) 

Zieht  man  nun  durch  y  die  Linien  ytt,  yß  parallel  zu  den  Axen  (,  a 
so  wird 

Oy      ^    _^ß      _  _  ^^ 
sin  (ah)        sin  (ch)        sin  (ac) 
und  folglich 

dB  _d^  _  cZO' 
Oy~  Oß~   da' 

womit  die  Parallelogramniconstniction  erwiesen  ist.    Da 

oy  =  Öa^  r\-  Öß^  -}-  20a.0ß.  cos  (ah) 
ist,  so  ergibt  sich  hiermit  auch 

dS-  =  d&^  +  d&'^  +  2  de  de'  cos  (ah). 

m 

Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Rotationen  erweitert  sich  VBch 
I.  Th.,  Cap.  I,  §§.  4.  5.  leicht  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und  Poly- 
gon  der  Rotationen.    Derselbe   Satz   dient  zur  Zerlegung  einer  nnaadBdi 
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kleinen  Rotation  in  mehrere  solche  um  Axen,  die  sich  schneiden.  Bildet 
z.  B.  die  Axe  der  Rotation  dS  mit  drei  rechtwinkligen  Axen,  welche  jene 
in  einem  Punkte  0  schneiden,  die  Winkel  or,  /?,  y^  so  sind  die  Amplituden 
dreier  Rotationen  um  diese  Axen,  welche  dS  aequivalent  sind:  dB  cos  or, 
dS  008  ßj  dS  cos  y. 

§.  11.  Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung 
einer  Rotation  von  der  Amplitude  ^  und  einer  zur  Rotations- 
axe  a  geneigten  Translation  r  ist  aequivalent  einer  Schrauben- 
bewegnng;  die  Axe  der  Schraubenbewegung  ist  parallel  der  Axe 
a  und  die  Amplitude  derselben  stimmt  mit  ^  nach  Orösse  und 
Sinn  überein,  die  Translationscomponente  ist  die  Projection  von 
T  auf  die  Richtung  der  Axe  a. 

Zerlegt  man  nämlich  t  in  eine  Componente  r^  senkrecht  und  eine  an- 
dere Tg  parallel  zur  Rotationsaxe,  so  ist  (Fig.  69.)  die  Verbindung  der 
Rotation  O  um  a  und  der  zu  a  senkrechten  Translation  r^  aequivalent  der 
Rotation  ^  um  eine  zu  a  parallele  Axe  b  (§.  6.).    Die  Axe  b  hat  den  Ab- 

stand   d  =  - — r—r-i  von  a.    Die  Rotation  d^  um  b  in  Verbindung  mit  der 
2  .  sm  ^^'^ 

zu  dieser  Axe  parallelen  Translationscomponente  r^  ist  aber 

.aequivalent  einer  Schraubenbewegung  (Cap.  I,  §.  11). 

'  Nähert  sich  die  Neigung  von  r  gegen  die  Axe  a  dem 

Winkel  -^tt,  so  verschwindet  r^  und  erhält  man  den  Satz 

^^§.  8.,  a.E. 

Werden   beide    Grrössen,    Amplitude    und  Translation, 

imendlich    kleine  Orössen   dd^  und  dt  und    sind  dT|,  dtj 

die  Componenten  von  dt  senkrecht  und  parallel  zu  a,  so 

Fig.  69.  erhält    man    für    den    Abstand    der    Axe    b    von    a    die 

dtt 
Formel  d  *=  —-- ,    Um  die  Lage  der  Axe  b  zu  finden,  hat  man  in  diesem  Falle 

d^ 

durch  a  eine  Ebene  parallel  zur  Translationsrichtung  und  eine  andere  zu  dieser 
senkrechte  Ebene  zu  legen;  letztere  wird  durch  die  Axe  a  in  zwei  Fel- 
der zertheilt;  in  dem  Felde,  dessen  Punkte  vermöge  der  Rotation  und  der 
Translation  entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen,  findet  sich  die  Axe 
b  da,  wo  df .  d^  »»  dt^  ist,  d.  h.  wo  die  entgegengesetzten  Bewegungen 
d  .  dd'  und  dti  sich  tilgen.  ^ 

Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegung  aequivalent  einer 
Rotation  um  eine  zur  Schraubenaxe  parallele  Axe  beliebiger 
Lage  von  derselben  Ampli^de,  wie  die  Rotationscomponente  der 
Schraubenbewegung  und  einer  gegen  die  Axe  geneigten  Trans- 
lation.   Denn  indem   man  die  Schraubenbewegung  in  ihre  Rotations-  und 

Tnuislationtoomponenie  «d,  t  zerlegt,  kann  man  d  nach  §.  6.  in  eine  belie- 
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bige  parallele  Axe  verlegen  und  die  erforderliche  zu  dieser  Axe  senkrechte 
Translation  r^  hinzufügen,  r  und  t^  aber  sind  zusammen  aequiyalent  einer 
einzigen  Translation  [r]  -|-  [t^],  welche  schräg  geneigt  ist  gegen  die  Axe, 
da  T  ihr  parallel,  t^  zu  ihr  senkrecht  ist. 

§.  12.  Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  unveränderlichen 
Systems  £  von  den  Amplituden  ^,  &'  um  zwei  gekreuzte  Axen 
a,  b  ist  aequivalent  einer  Schraubenbewegung.  Es  seien  ^|,  JS^y 
2^  die  Lagen  von  JS  vor  der  Rotation  um  a,  nach  dieser  und  nach  der 
Rotation  um  h.  Während  der  ersten  Rotation  ist  die  Axe  a  mit  der  Dop- 
pellinie (pi  a^)  (Fig.  70.)  von  U^ ,  2^2  vereinigt  und  gelangt  die  Axe  b  aus 
der  Lage  b^  nach  ^^i  während  der  zweiten  Rotation  ruht  b  in  der  Doppel- 
linie (^2^3)  ^^^  ^t  -^s  ^^^  ^^^  ^  ^^3  (^1^)  heraus,  um  in  seine  defini- 
tive Lage  03  überzugehen.    Um  zimächst  die  Richtung  der  Axe  der  Schrau- 
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benbewegung  zu  finden,  welche  die  Dop- 
pellinie der  Systeme  Z^ ,  Zq  ist,  construiren 
wir  von  irgend  einem  Punkte  0  des  •Raumes 
aus  drei  Hülfssysteme  Uj^,  2^',  I!^\  con- 
gi'uent  mit  Z^,  U^,  2^  so,  dass  2*/  mit 
2;^,  2^'  mit  Z^  2^'  mit  2^  sich  in  ParaUel- 
läge  befinden  und  2^  und  Z^'  in  0  einen 
Doppelpunkt  (O/Og')  um  2^2',  2^'  in  dem- 
selben Punkte  einen  Doppelpunkt  (Oj'Og') 
besitzen.  Dann  ist  der  dreifache  Punkt  0 
{O^O^O^)  auch  ein  Doppelpunkt  {O^'O^') 
fttr  2:/,  Z^.  Nach  Cap.  I,  §.11.  besitzen 
Z^^Z^  eine  durch  0  gehende  Doppellinie  a,  welche  parallel  der  Doppel- 
liuie  (aiOg)  von  ^i,  2^  ist  und  nm  welche  das  bewegliche  System  Z  roti- 
rend  um  die  Amplitude  <&  aus  der  Lage  Z^  nach  Z^  gelangen  könnte. 
Ebenso  besitzen  Z^,  Z^  eine  durch  0  gehende  Doppellinie  /?,  parallel  zur 
Doppellinie  {b^^^  von  Z^^  Z^^  um  welche  Z  um  die  Amplitude  ^'  rotiren 
könnte,  um  aus  der  Lage  Z^  in  die  Lage  Z^  überzugehen.  Die  Doppel- 
linie y  der  Systeme  2*/,  Z^  würde  das  System  Z  aus  der  Lage  Z^  unmit- 
telbar nach  Z^'  gelangen  lassen  und  müsste  der  Doppellinie  (c^c^  von  Z^^ 
Z^  parallel  sein  und  mithin  die  Richtung  der  Schraubenaxe  haben.  Diese 
Richtuni^  ergibt  sieh  also^  wenn  wir  nach  §.  9.  die  resultirende  Axe  für 
die  Rotationen  ^,  %^'  um  a,  ß  suchen,  d.  h.  an  {uß)  in  a  den  Winkel  ^^ 
im  Sinne  von  ^,  in  /?  aber  \%''  im  entgegengesetzten  Sinne  von  ^'  antra- 
gen und  die  dritte  Kante  y  des  Dreikants  suchen,  in  welchem  diese  Winkel 
an  {aß)  als  Basisebene  liegen.  Zugleich  ergibt  sich  hiemit  die  Ampli- 
tude B  der  Schraubenbewegung  als  der  doppelte  Aussenwinkel  des  Drei- 
kants an  der  Kante  y.    Denn  durch  Rotation  um  y  um  diese  Amplitude 
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kann  ü  in  Parallelsiellung  mit  2^  aus   der  ParaUelstellung  mit  Z^  gelan- 
gen.   Die  Richtung  und  die  Amplitude  S  der  Schraubenaxe  sind 
daher  die  Bichtung  und  Amplitude  der  aus  den  Rotationen  '9-,  &' 
um  zwei   sich   schneidende,  mit   a,  b  parallele  Axen  a,ß  resulti- 
renden  Axe. 

Die  Lage  der  Schraubenaxe  im  Baume  der  Bewegung  und  ihre  Trans- 
lation ergibt  sich,  indem  wir  die  Systeme  Z^^  2^,  auf  eine  zur  Bichtung 
der  Schraubenaxe  senkrechte  Ebene  E  projiciren  und  den  Doppelpunkt  die 
in  ihr  vereinigten  homologen  ebenen  Systeme  suchen.  Denn  nach  Cap.  I, 
§.11.  geht  die  Doppellinie  von  2^,  H^  durch  ihn  hindurch.  Es  seien  Äy  B  die 
Fusspunkte  des  kürzesten  Abstandes  der  Axen  a ,  b  und  Ä^^  Ä^^  A^\  ^i ,  ^2  f  -^s 
deren  verschiedene  Lagen.  Zwei  Perpendikel,  das  eine  in  der  Mitte  der  Pro- 
jection  von  ^1^9,  das  andere  in  der  Mitte  der  Projection  von  Ä^A^  auf  die 
Ebene  E^  die  wir  durch  B  legen  wollen,  errichtet,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  C,  welcher  ein  Doppelpunkt  der  beiden  congruenten  Systeme  ist,  welche 
in  E  liegen  und  die  Projectionen  von  Z^  und  ü^  auf  E  sind.  Durch  diesen 
Punkt  muss  die  gesuchte  Schraubenaxe  c  gehen  und  ist  also  ihre  Lage  im 
Baume  bestimmt  Die  Winkel,  welche  die  Stralen  von  C  nach  B^  und  der  Pro- 
jection B^'  von  ^3  sowie  die  Stralen  von  C  nach  den  Projectionen  von  Ä^  und 
Ä^  mit  einander  bildeu,  sind  gleich  der  Amplitude  6.  Da  die  Amplitude  bereits 
bekannt  ist,  so  genügt  eines  der  Perpendikel,  wenn  man  die  Seite,  nach 
welcher  es  errichtet  werden  muss,  mit  Hülfe  des  Sinnes  von  S  bestimmt. 
Die  Translation  r  der  Schraubenbewegung  ist  die  Projection  des  Abstandes 
homologer  Punkte  von  2\  tmd  I^  auf  die  Bichtung  der  Axe.  Sie  ist  da- 
her gleich  B^B^y  der  Projection  von  B^B^  auf  diese  Bichtung;  ebenso 
gleich  der  von  A^A^ 

Sowohl  durch  die  Botation  %^  um  die  Axe  a,  als  auch  durch  die  Schrau- 
benbewegung wird  die  Axe  b  aus  ihrer  Anfangslage  b^  in  ihre  definitive 
Lage  b^  übergeführt;  durch 'die  Botation  direkt,  durch  die  Schrauben- 
bewegnng  so,  dass  sie  durch  deren  Botationscomponente  S  in  Parallellage  zu 
6j  gebracht  wird,  wobei  der  Punkt  B^  welcher  B^  homolog  ist  von  B^ 
nach  B^  gelangt,  um  hierauf  durch  die  Translationscomponente  r  in  die 
Lage  &3  parallel  mit  sich  verschoben  zu  werden,  wobei  B  nach  ^3  kommt. 
Sowohl  das  Dreieck  ^i^^^,,  als  B^CB^  ist  gleichschenklig  und  ist  CD  die 
Projection  von  der  zu  B^B^  normalen  Linie  AN  auf  die  Ebene  E,  Daher 
schneidet  die  Schraubenaxe  die  Linie  AN  ia  einem  Punkte  G  rechtwinklig. 

Diese  Linie  halbirt  den  Winkel  B^A^B^^  welchen  die  kürzesten  Ab- 
stände A^B^  und  A^B^  der  Axe  a^  von  b^  und  ^3  mit  einander  bilden. 
Aehnliches  gilt  von  der  Linie,  welche  den  Winkel  Ay^B^A^  der  kürzesten  Ab- 

stftnde  B^A^^  ^s-^s  ^^^  ^^^  (Pi^s)  ^^^  ^1  ^^^  ^9  l>il<l6ii)  ^^^^  sio  wird  von 
der  Schraubenaxe  rechtwinklig  geschnitten.    Daher  ist  die  Schrauben- 
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axc  die  Linie  des  kürzesten  Abstands  der  beiden  Geraden,  welch 
die  Winkel  halbiren,  welche  die  kürzesten  Abstände  der  An 
fangslage  a|  der  Axe  a  mit  der  Anfangs-  und  Endlage  d|,  \  de: 
Axe  h  einerseits  und  der  Lage  hy^  der  Axe  &,  in  welche  sie  durcl 
die  Rotation  um  a  übergeführt  worden  ist,  mit  der  Anfangs-  an< 
Endlage  dj,  ^3  der  Axe  a  andererseits  bilden. 

Da  die  Linie  A^G  auf  a^  und  der  Schraubenaxe  senkrecht  steht,  8< 
ist  sie  kürzester  Abstand  dieser  beiden  von  einander;  ebenso  ist  ^B^O  dei 
kürzeste  Abstand  von  \  und  der  Schraubenaxe.  Da  beide  Linien  A^ij 
und  B^C  die  Linie  A^^B^^  den  kürzesten  Abstand  der  Rotationsaxen  o,  l 
auf  die  Schraubenaxe  projiciren  und  CG  =  DN  =  ^t  ist,  so  folgt,  dasf 
die  Translation  der  Scbraubenbowegung  die  doppelte  P'rojec- 
tion  des  kürzesten  Abstandes  der  Axen  tt  und  h  auf  die  Schrau 
benaxe  ist. 

§.  13.  Wir  fanden  §.  9.  für  die  Neigung  j>  der  resultirenden  Axe  zweiei 
Rotationen  '&,<&'   um  zwei  Axen  n^  b  gegen  die  Ebene  (ah)  dieser  Aza 

sin  ^  ,  sin  i  0  =  sin  ^  ^  sin  ^  '^' .  sin  (ab) . 

Nun  ist  2^  ^^>^  Complement  des  Winkels,  welchen  die  Normale  da 
Ebene  (^i^)  mit  der  Schraubenaxe  c  bildet,  d.  h.  des  Winkels  zwischen  da 
Richtung  des  kürzesten  Abstands  d  der  Axen  d,  b  und  der  Schraubenaxe 
Daher  ist  d  sinp  die  Projection  von  d  auf  diese  Axe  oder  also  ^t.  Hiemii 
erhält  man  den  von  Rodrigues*)  zuerst  bewiesenen  Satz: 

^T  .  sin  -J  6  =  J  .  sin  ^O-  sin  J^-^' .  sin  (ab) 

d.  h.  das  Product  aus  der  halben  Translation  und  dem  Sinus  dei 
halben  Amplitude  der  aus  zwei  Rotationen  um  gekreuzte  Axei 
resultirenden  Schrattbenbewegung  ist  gleich  dem  Producte  am 
dem  kürzesten  Abstände  dieser  Axen,  dem  Sinus  ihrer  Neigung 
gegen  einander  und  den  Sinussen  ihre;  halben  Amplituden. 

§.  14.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegung  (9,  t)  eines 
unveränderlichen  Systems  2^  aequivalent  der  Folge  zweier  Bota^ 
tionen  um  gekreuzte  Axen  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten 
so  dass  man  die  eine  der  beiden  Axen  willkührlich  annehmei 
kann.  Ist  die  zweite  Axe  b  gegeben,  so  kennt  man  vermöge  der  gege- 
benen Schraubenbewegung  die  Lagen  Z^^,  by  Dui*ch  Rotation  um  die  unbe 
kannte  erste  Axe  muss  b  aus  der  Lage  b^  in  die  definitive  Lage  b^  unc 
jeder  ihrer  Punkte,  wie  z.  B.  B  aus  der  Lage  B^  nach  B^  gelangen.  Ein« 
Ebene  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  -^1^3  in  deren  Mitte  errichtet 

*)  Rodrigues,  Des  lois  guomdtriques  qui  regissent  le  däplaoement  d*Qn  mj 
ttömo  solide  dans  l'espace,  et  de  la  Variation  des  coordonn^  provenant  de  oei 
d^placcmentfl.    Journal  de  math.  purei  et  appl.  p.  Liouville,  T.  V,  p.  890. 
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enthält  daher  die  Lage  a^  der  ersten  Axe  a.  Dieselbe  Construction  mit 
der  Verbindnngslinie  E^E^  der  beiden  Lagen  E^,  E^  eines  andern  Punktes 
E  von  h  liefert  ebenso  eine  zweite  Ebene  und  damit  die  Axe  selbst  als 
Schnittlinie  beider  Perpendiknlarebenen.  Ist  die  erste  Axe  a  bekannt^  so 
kennt  man  ebenso  a^,  03  und  da  a  durch  Rotation  um  die  zweite  Axe  h 
aus  der  Lage  a^  nach  Og  gelangen  muss,  so  ist  h^  die  Schnittlinie  der 
Normalebenen  in  den  Mitten  der  Verbindungslinien  homologer  Punkte  von 

Zwei  Axen  a,  &,  für  welche  die  Rotationsfolge  einer  gegebenen  Schrau- 
benbewegnng  (0,  r)  aequivalent  ist,  heissen  nach  Chasles  conjugirte  Axen. 
Für  alle  solche  Paare  von  Axen,  ihre  Amplituden  ^^  %^  und  ihren  kürzesten 
Abstand  d  gilt  der  obige  Satz  von  Rodrigues 

-^r  sin  -^  6  =  d  .  sin  \&  sin  \^' .  sin  (al)) . 

TrSgt  man  daher  auf  cpnjugirten  Axen  Lftngen  auf,  proportional 
den  Sinussen  der  halben  Amplituden  sin  ^%^  und  sin  ^d''  um  sie 
und  construirt  mit  ihnen  als  Gegenkanten  ein  Tetraeder,  so 
bleibt  dessen  Volumen  constant,  auf  welche  Weise  auch  immer 
man  die  Schraubenbewegung  in  eine  Rotationsfolge  um  zwei 
conjugirte  Axen  auflösen  möge.  Sind  nämlich  AB^  CD  zwei  Gegen- 
kanten eines  Tetraeders  ABCI)^  zieht  man  von  A  eine  Strecke  AB'  geome- 
trisch gleich  CD  und  von  C  eine  Strecke  CB'  geometrisch  gleich  AB  und 
construirt  über  AB^  ADl  und  CD,  C^  Parallelogramme,  so  liegen  diesel- 
ben in  den  Grenzflächen  der  durch  A  B  und  CD  bestimmten  Parallelschicht 
und  sind  Gegenflächen  eines  Parallelepipeds,  dessen  Volumen  das  sechs- 
fache Volumen  des  Tetraeders  ist,  welches  AB^  CD  zu  Gegenkanten  hat. 
Der  Abstand  der  beiden  Parallelogramme  ist  der  kürzeste  Abstand  dieser 
Gegenkanten  AB^  CD  und  die  Fläche  eines  Parallelogramms  ist  das  Pro* 
duot  AB  .  CD  derselben,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  ihrer  Neigung.  Da- 
her ist  Tetr.  AB  CD  =  ^c^ .  AB  .  CD  .8ia(AB,  CD),  wenn  d  jenen  kür- 
zesten Abstand  bezeichnet. 

§.  15.  Die  Folge  von  beliebig  vielen  Rotationen^  sowie  auch 
von  Rotationen,  gemischt  *mit  Translationen,  ist  immer  einer 
Schraubenbewegung  aequivalent.  Da  die  Folge  einer  Rotation  und 
einer  Translation  willkührlich  ist,  so  kann  man  alle  Rotationen  in  der  ge- 
gebenen Folge  zusammensetzen;  ebenso  die  Translationen  und  hierauf  die 
resultirende  Rotation  mit  der  resultirenden  Translation  zu  einer  Schrauben- 
bewegung verbinden. 

Die  Folge  zweier  Schraubenbewegungen  ist  einer  einzigen 
Schraubenbewegung  aequivalent;  die  Ordnung  der  Folge  ist  nicht 
vertauschbar.    Man  erhält  dieselbe,  indem  man  jede  Schraubenbewegung 
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in  ihre  Rotations-  und  Translationscomponente  zerlegt,  alle  Rotationen  und 
Translationen  für  sich  zu  einer  Rotation  und  Translation  yeremigt  und 
schliesslich  diese  beiden  Bewegungen  zur  Schraubenbewegung  verbindet. 

§.  IG.  Werdeu  die  Amplituden  der  Rotationen  um  die  Axen  a,  5 
unendlich  kleine  Grössen  r?0,  dd^\  so  werden  Amplitude  und  Translation 
der  aus  ihnen  resultirenden  Schraubenbewegung  gleichfalls  unendlich  kleine 
Grössen  dS^  dt,  und  reduciren  sich  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Glei- 
chungen auf  die  folgenden: 
sin  (crt)         sin  (et)         sin  (ah)      ,^,         ,^^    ,     ,^^    .    ^  ,^  ,  #         /  ,\ 

dt dS  =  d.d^d^'  sin  (ah). 
Die  Axen  a,  6,  c  werden  einer  Ebene  parallel;  die  Schraubenaxe  e 
schneidet  den  kflrzesten  Abstand  der  Axen  a^  h  rechtwinklig.  Die  Rota- 
tion dd"  um  a  hebt  die  Axe  h  unendlich  wenig  aus  der  Lage  d^,  die  Ro- 
tation dd"'  um  h  die  Axe  a  unendlich  wenig  aus  der  Lage  a^  heraus.  Der 
Unterschied  der  Folge  der  Rotation  verschwindet  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  der  Bewegungen.  Es  ist  lehrreich  den  vorliegenden  Fall  direct 
zu  behandeln,  was  wir  thun  wollen. 

Es    sei    (Fig.  71.)   AB    der   kürzeste   Abstand    der  Axen  a,  6,   um 
welche  das  System  die  unendlich  kleinen  Amplituden  d^,  d^'  besitzt,  deren 

Sinn  durch  die  Pfeilspitzen  bezeichnet  ist.    Durch  irgend 
*^  A/^^*^'       öinen  Punkt  C  auf  AB  ziehen  wir  a'  parallel  a  und  er- 
/äs^|/^\        theilen  dem  System  um  diese  Axe  zwei   entgegengesetzt 
"5^      f]^      \      gleiche  Rotationen:    d&^  — ^/^;  ebenso  ziehen  wir  durch 
/     ,l^\g^    denselben  Punkt  h    parallel  h  und  fügen    die    entgegen- 
gesetzten Rotationen  d%\  —  d%'  um  h'  zu.    Das  System  be- 
sitzt  dann  um   die   beiden  sich  in  C  schneidenden  Axen 
o\  h'  die  Amplituden  d%,  d^'  in   Verbindung  mit   zwei 
Rotationspaaren  (r/^,  — (/^),  {d%\  —  <^^')^  welche  Trans- 
lationen dt^  dt  aequivalent  sind,  senkrecht  zu  den  Ebenen 
Flg.  71.  {tid),  (^O-    -^^^  Amplituden  r/^,  d^'  um  a', }}  sind  aequi- 

valent einer  resultirenden  Amplitude  dS  um  die  Diagonale  c  des  Aber 
d%,  d%'  oder  ihnen  proportionalen  Längen  construirten  Parallelogramms, 
wenn  diese  auf  den  Axen  a ,  //  aufgetragen  werden.  Legen  wir  durch  C 
in  der  Ebene  des  Parallelogramms  eine  zur  Axe  c  senkrechte  Gerade  xmd 
zerlegeu  jede  der  Translationen  dt,  dt  in  zwei  Componenten,  die  eine  pa- 
rallel r,  die  andere  senkrecht  zu  ihr.  Suchen  wir  sodann  die  Lage  des  Punktes 
C  so  zu  bestimmen,  dass  diese  letzteren  Componenten  von  ^t,  d%  entgegen- 
gesetzt gleich  werden ,  so  wird  die  Axe  c  die  Axe  der  gesuchten  Schrauben- 
bewegung, d%  ihre  Amplitude  imd  die  Summe  der  Componenten  von  ix^  ix 
pai*allel  zu  c  die  Translation  dT  derselben  sein. 
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Nun  bat  man  ftir  dr,  dz   als  die  Momente  der  BotAtionspaare: 

dx  =  AC.d%,     dt=CB.d&' 
und  für  ibre  Componenten  senkrecbt  zu  c: 

dt  cos  {ac)  =  -4(7 .  ciO  cos  (ac) ,     dt  cos  {cb)  =  CB  .  d&'  cos  (c6) 

und  da  letztere  sich  tilgen  sollen,  so  muss 

AC  .  d&  cos  (ac)  —  CB  .  d&'  cos  {cli)  =  0 
sein. 

Zu  dieser  Bedingung  tritt  noch  hinzu : 

ÄC+  CB  =  AB. 

m 

Aus  beiden  folgt 
.  AB  .  dd'' coB  {ch)  AB  .  d&  cos  (ac) 


d%^ .  cos  {ac)  +  d%^  .  cos  (c6)'  d%^ .  cos  (ac)  +  d^' .  cos  {ch) 

Nun  ist  aber  d%^ .  cos  (ca)  +  ci-^' .  cos  {ch)  =  ei0,  nämlich  gleich  der 
ans  d^^  dOt'  resultirenden  Amplitude  e^O,  welche  die  Amplitude  der  Schrau- 
benbeweguBg  wird;  denn  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  ist  stets 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Seiten  auf  ihre  Richtung.  Da- 
her wird 

ÄC  =  AB'  ^coB  (cb),  CB-==  AB -^coa  (ca), 

d&  dty 

oder,  wenn  man  hiermit  die  Projectionen 

sin  (ac)  sin  {ch)        sin  {ah) 

~dd^  d&  dS 

dO^  dd^ 

combinirt,  um  die  Verhältnisse  rrzr  und  tt:  z^  elimmiren: 
'  dS  dS 

AC=AB.'^^^^,^\   C5  =  ^^.?1l(^)_:^/-^. 

sin  {ah)  sin  {ah) 

Hieraus  ergibt  sich  für  das  Theilungsverhältniss  der  Strecke  AB  durch  die 
Axe  der  resultirenden  Schraubenbewegung 

^C_tg(ac) 
CB~ig{ch) 

Die  Axe  c  der  aus  zwei  unendlichkleinen  Rotationen  d^,  dd^  um 
gekreuzte  Axen  a,  h  resultirenden  Schraubenbewegung  theilt  den 
kürzesten  Abstand  dieser  Axen  im  Verhältniss  der  Tangenten  der 
Winkel,  welche  die  Schraubenaxe  mit  den  Axen  a,  h  bilden. 

Die  Summe  der  beiden  Translationscomponenten  parallel  der  Axe  c  bilden 
die  Translation  dT  der  Schraubenbewegung,  nämlich 

dT  BS  (2t  .  sin  {ac)  +  dt  .  sin  {ch) . 
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Aus  den  Proportionen  zwischen  dO,  d9t\  dO,  sin  ac^  sin  ch,  sin  ah  folgt  aber 

sin  {ac)  =  j-r  sin  {ah\  sin  (c&)  =  -—  sin  (ah) 

und  hiemit  wird  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Formeln   dx  =  ÄC .  d^y 
dt  =  CB  .  d»': 

dT  =  {AG  +  CB)  ^-  sin  {ah)  =  AB  -J^  sin  (a5). 

a\9  dv9 

welche  Gleichung  nichts  anderes,  als  die  auf  unendlich  kleine  Grössen  redu- 
cirte  Rodrigues'sche  Gleichung  ist 

Für  die  Amplitude  dB  der  Schraubenbewegung  ist 

dS^  =  de^  +  de'^  +  2d(^de'  cos  (ah) . 

Für  die  Bestimmung  der  Lage  der  Axe  c  ist  das  Vorzeichen  des  Theilnngs- 
Verhältnisses  ACiCB  sorgfältig  zu  berücksichtigen. 

Wir  wollen  das  Theilungsverhältniss  des  kürzesten  Abstandes  der  Axen 
durch  das  Verhältniss  der  unendlich  kleinen  Amplituden  und  den  Winkel  (ah) 
der  Axen  darstellen. 

Man  hat  hiezu: 

^ac)  =  1  -  sin^ac)  =  1  -  (^J  sm\ah) 

=-[dd^  +  da'^cos\ah)-^2d^d(^'co8(ah)Y:dS^=^[de+de'coB(ah)Y:de^', 

daher 

.    .        d&  +  dd'' coB  (ah)       ,     ,  ,  ,v        e«^' +  rf^  cos  (a6) 

cos  (ac)  = -— ^ — -   und  ebenso  cos  {ch)  = — ~— ^^ — - 

dS  dty 


cos*' 


und  da 


sin  (ac)  ==  j^  sin  (ah) ,       sin  (ch)  =  -—  sin  (ah) 
d  vT  dxy 


ist,  so  wird 

AC  ^ig  (ac)       d&'    de'  +  da  cos  (ah) 
CB~  ig  (ch)"^  d^'  da  +  da' cos  (ah) ' 

Für  (ah)  =  0  erhält  man 

AC:CB  =  da':da,     dS  =  da  +  da\     dT^O 

und  kommt  auf  den  Fall   §.  8  paralleler  Axen'  und   Amplituden  gleichen 
Sinnes  zurück.    Für  (ah)  =  ^n  folgt 

AC:CB  =  (da' :  day ,  d^  ^  da»  +  da'\  dT^    "^^ '  ^^^^' 


yd^  +  da'^ 

Für  (ah)  =  n  tritt  der  Fall  paralleler  Axen  mit  entgegengesetzten  Ampli- 
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tnden  ein    und   wird  AC:  CB  •=  —   -     ,    die    Ase  c    fllüt   unsserbalb    der 

da 

Schielt  («6),  r  =  0  n.  a.  w.  —   Rüekt  b  ins  Unendliche,  sodass 

lim  {AB  .liö')  =  cunat. 
wird,  eo  erhlltt  man  den  Fall  einer  Rotation  und  elnev  TranElation,  acbrttg 
geneigt  gegen  die  RolationsaKe. 


IIl.  Capitel. 


QflB  oh  windigkeit  eines  Punktes;  Projeotionen  und  CompouenteD  dor- 

selbOB  auf  Axen  und  Ebenen.     Roberval's  Hetbode  der  Tangenten. 

Aeqoivalenz  der  Translations-  and  Botationsgeschwindigkeiten. 

§■  1,  Die  Lehren  der  beiden  vorigen  Cnpitel  dieses  Theilen  bilden  die 
Grundlage  fUr  das  Studium  der  Bewegung  dea  unverüuderlichen  Systems. 
Bei  dem  Uebergangc  desselben  nws  einer  Lage  in  die  unmittelbar  folgende 
beschreiben  seine  Punicte  unendlich  kleine  Wegstrecken,  welche  in  bestimmten 
Verhältnissen  zu  einander  stehen,  die  von  der  besonderen  Art  der  Bewegung 
abbKngen.  Wegen  der  mflgUchen  Verschiedenheit  dieser  unendlich  kleinen 
Wege  ist  die  Bewegung  im  Allgemeinen  in  verschiedenen  Punkten  des  Systems 
vcot  verschiedener  Intensltlit  und  sagt  man,  dass  Punkte,  deren  Wege  grösser, 
als  die  andrer  Funkte  sind,  sich  rascher  bewogen,  alis  diese.  Auch  kann 
i)m  ganze  System  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  geometrische  Bewegung 
verschiedene  Male  mit  verschiedener  Intensität  ausführen. 

Um  die  innere  Natur  der  Bewegung  eines  Punktes  oder  eines  Systems,  die 
wir  als  Intensit&t  der  Beweguug  bezeichnen,  zu  erkennen,  vergleicht  mau  die 
Bewegung  mit  andern  bereits  bekannten  Bewegungen  mit  HtÜfe  des  Begriffs  der 
(tesch windigkeit.  Derselbe  basirt  auf  der  Vorstellung  der  Zeit.  Die  Zeit  wird  als 
oontinuirlicb,  unbegrenzt,  aber  beliebig  begrenzbar,  mithin  als  messbar  gedacht; 
die  Einheit  derselben  ist  au  sich  wülkUhrlich ,  gewfjhnlich  wfihlt  man  aber 
duu  die  Secunde  mittlerer  Zeit,  wie  sie  die  Uhren  angeben.  Die  Astro- 
nomie unterscheidet  nBmlicb  drei  Artea  der  Zeitein the  11  uug:  die  Steruseit, 
die  wahre  Sonnenzeit  und  die  mittlere  Sonneuzeit.  Der  Stemtag  ist  die  con- 
liUnte  UmdrehungBzeit  der  Erde;  der  wahre  Sonnentag  ist  die  Zeit  des  schein- 
baren Umlaufs  der  Sonne  um  die  Erde  und  ist  veränderlich  im  Laufe  des 
Jahres,  der  mittlere  Sonnentag  aber  ist  die  mittlere  Dauer  des  wahren  Sonnen- 
tage». Der  mittlere  Soaneutag  hat  Ut>400,  der  Stemtag  nur  8til64,U9 
Secunden  mittlerer  Zeit;  letzterer  ist  also  etwa  um  4  Minuten  kUrzer  als 
er«t«rer. 

In  allen  ünterauohnngen  der  Mechanik,  wobei  es  sich  nm  Bewegung 


I 
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handelt,  tritt  die  Zeit  als  unabhängige  Variabele  auf  und  pflegt  als  solche 
mit  dem  Buchstaben  t  bezeichnet  zu  werden;  für  bestimmte  constante  Zeiten 

« 

reservirt  man  sich  gern  die  gleichlautenden  T,  r. 

§.  2.  Wir  beginnen  mit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  werden 
erst  später  von  der  Geschwindigkeit  im  Systeme  reden.  Die  Bewegung  eines 
Punktes  heisst  gleichförmig,  wenn  derselbe  in  gleichen,  übrigens  be- 
liebigen Zeiten  gleiche  Längen  seiner  Bahn  durchläuft;  sie  heisst  veränder- 
lich in  jedem  andern  Falle.  Zwei  gleichförmige  Bewegungen  besitzen  gleiche 
Geschwindigkeit,  wenn  der  bewegliche  Punkt  bei  beiden  gleiche  Längen  in 
derselben  Zeit  durchläuft;  ist  die  Wejlänge  bei  der  einen  das  Doppelte, 
Dreifache,  Vierfache  etc.  der  Weglänge  bei  der  andern,  so  heisst  die  Ge- 
schwindigkeit derselben  doppelt  so  gross,  dreimal  so  gross,  viermal  so  gross  eta, 
als  die  der  anderen.  Sind  daher  F,  V  die  Geschwindigkeiten  zweier  gleich- 
förmigen Bewegungen,  a,  a  die  Längen,  welche  die  beweglichen  Punkte  in 
der  Zeiteinheit  zurücklegen,  so  besteht  die  Proportion  V :  V'  ^=  a:  u\  Wählt 
man  nun  zur  Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  bei  welcher  in  der  Zeiteinheit  die  Längeneinheit  durch- 
laufen wird,  so  wird  diese  Proportion,  wenn  V  die  Einheit  der  Geschwindig- 
keit bedeutet  und  mithin  a  =  1  gesetzt,  die  Masszahl  V :  Y'  aber  mit  v 
bezeichnet  wird,  übergehen  in  t;  =»  a ,  d.h.  bei  der  gleichförmigen  Bewegung 
ist  die  Masszahl  der  Geschwindigkeit  die  Masszahl  der  Länge,  welche  in 
der  Secunde  durchlaufen  wird.  Kürzer,  wenn  auch  weniger  genau,  sagt  man 
gewöhnlich:  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  die  Geschwindig- 
keit der  Weg  des  Punktes  in  der  Zeiteinheit.  —  Beschreibt  der  be- 
wegliche Punkt  in  der  Zeit  t  den  Weg  w  gleichförmig  mit  der  Geschwindig- 

w 
keit  a,   so  ist  —  der  Weg,  welchen  er  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,  also 

-  =  a  oder  w  =  ai^  d.  h.:  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  der 

in  irgend  einer  Zeit  zurückgelegte  Weg  gleich  dem  Producte  aus 
der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit. 

Ein  Punkt  bewege  sich  in  der  Linie  OS  gleichförmig  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a ,  befinde  sich  zu  den  Zeiten  i^  und  i  respective  in  M^  und 

M.  und  seien  von  dem  beliebigen  Anfangspunkte 
^    ^  0   ab   gerechnet  OM^=^s^^   OM  =  s^    diese 

Abstände  positiv  genommen   im  Sinne  der  Be- 
^*8. 72.  wegung,  negativ  im  entgegengesetzten;  dann  ist 

3{q3[  =  s  —  Sq  der  in  der  Zeit  t  —  t^  zurückgelegte  Weg  und  folglich 

s  —  Sq  =  a{t-'  Q . 

Für  ^0  "^  ^ )  ^*  ^*  wenn  man  die  Zeit  von  dem  Momente  an  zählt,  wo  der 
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bewegliche  Punkt  den  Punkt  Mq  verlfisst,  wird  diese  Gleichung  etwas  ein- 

&cher,  nämlich 

s  =  «0  +  at, 

Sie,  sowie  die  vorige  etwas  allgemeinere  heisst  die  Gleichung  der  gleich- 
förmigen Bewegung.  Sie  ist  linear  und  bestimmt  den  Abstand  s  des  be- 
weglichen Punktes  M  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  0  seiner  Bahn 
als  Function  der  Zeit  Erfolgt  die  Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne, 
80  ißt  Sq  —  s  oder  —  (s  —  s^)  der  in  der  Zeit  f  durchlaufene  Weg  und 
folglich  —  {s  —  Sf^  =  at  oder  s  —  ^o  =^  ( —  ^) '  ^^®  Gleichung  der  Be- 
wegung. Um  dieselbe  mit  der  vorigen  in  Harmonie  zu  bringen,  muss  also 
die  Geschwindigkeit  das  Zeichen  wechseln.'  Ebenso  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  dieselbe  Gleichung  für  positive,  wie  für  negative  Werthe  von  t  gilt  imd 
dass  überhaupt  sänuntliche  darin  vorkommende  Grössen  SQ^f^^  s^  t,  a  beliebige 
positive  oder  negative  Werthe  haben  können,  ohne  die  Gültigkeit  der  Gleichung 
zu  beeinträchtigen. 

Man  kann  die  Gleichung  der  gleichförmigen  Bewegung  geometrisch  con- 
struiren,  indem  man  die  Zeiten  t  als  Abscissen,  die  Abstände  s  als  Ordi- 
naten  eines  Parallelcoordinatensjstems  aufträgt,  wobei  man  die  Einheit  der 
Zeit  gewöhnlich  durch  dieselbe  Länge  darstellt,  wie  die  des  Raumes.  Die 
Oleichnng  stellt  alsdann  eine  gerade  Linie  dar,  welche  durch  den  Punkt 
(ßoy  ^o)  S^^^y  ^^^  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  ist,  so  drückt 
die  Geschwindigkeit  a  die  Tangeute  der  Neigung  dieser  Geraden  gegen  die 
Axe  der  t  aus. 

§.  3.  Bei  der  veränderlichen  Bewegung  legt  der  bewegliche  Punkt  in 
gleichen  Zeiten  ungleiche  Wege  zurück.  Man  kann  daher  nicht  von  der 
Geschwindigkeit  einer  solchen  Bewegung  im  Allgemeinen,  sondern  nur  von 
der  Geschwindigkeit  zu  einer  bestimmten  Zeit  oder  an  einer  bestimmten 
Stelle  der  Bahn  reden.  Um  die  Geschwindigkeit  einer  solchen  Bewegung  am 
Ende  der  Zeit  t  zu  erkennen,  denken  wir  in  diesem  Momente  alles  hinweg, 
was  die  Veränderlichkeit  derselben  bestinmit,  sodass  die  Bewegung  in  eine 
gleichförmige  übergeht  und  definiren,  wie  folgt  Die  Geschwindigkeit 
einer  veränderlichen  Bewegung  am  Ende  der  Zeit  t  ist  die  Ge- 
schwindigkeit derjenigen  unveränderlichen  Bewegung,  in  welche 
die  veränderliche  Bewegung  in  diesem  Momente  übergeht,  wenn 
plötzlich  alles  hinwegfällt,  was  die  Veränderlichkeit  bestimmt; 
sie  ist  demnach  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in  der  nächsten  Se- 
cunde  zurücklegen  würde,  wenn  die  Bewegung  gleichförmig  würde. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  dieser  Geschwindigkeit,  welche  im  All- 
gemeinen mit  der  Zeit  und  der  Stelle  der  Bahn  varüren  wird,  zu  finden, 
seien  (Fig.  72)  OM  «=  5  und  OM'  =  s  +  -^is  die  Abstände  des  beweglichen 
Punktes  sa  den  Sjeiten  /  und  t  -}-  Jt  von  irgend  einem  festen  Punkte  O 


V  ^  —-^  V  -{-  Jv, 
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der  Bahn,  sodass  MM'  «=»  Js  den  in  der  Zeit  Jt  dnrohlanfenen  Weg  dar- 
stellt; es  seien  femer  v  und  v-^-Jv  die  Werthe  der  Geschwindigkeit,  welche 
der  Punkt  za  denselben  Zeiten  besitzt  und  schliesslich  werde  Jt  bereits  so 
klein  gedacht,  dass  innerhalb  dieses  Zeitintervalls  die  Aenderong  Jv  der 
Geschwindigkeit  das  Zeichen  nicht  wechselt,  d.  h.  v  selbst  wfthrend  dieses 
Intervalles  nicht  vom  Abnehmen  zum  Wachsen  oder  von  diesem  zu  jenem 
Übergeht.  Würde  nun  der  bewegliche  Punkt  wfthrend  der  Zeit  Jt  das  einemal 
mit  der  Geschwindigkeit  v ,  das  anderemal  mit  der  Geschwindigkeit  v-^Jv 
in  der  Richtung  von  If  nach  itf'  sich  gleichförmig  bewegen,  so  wftrent;.^^ 
und  {v  +  Jv)  ,  Jt  seine  Wege,  aber  keiner  von  ihnen  würde  die  mit  der 
veränderlichen  Geschwindigkeit  durchlaufene  Strecke  Js  darstellen,  vielmehr 
würde  Js  zwischen  beide  fallen,  sodass  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen 
von  Jv  die  Ungleichung 

V  .Jf^Js^iv-}-  Jv)Jt 

besteht,  aus  welcher  durch  Division  mit  ^^  die  folgende  entsteht: 

Js 
'jt 

Lftsst  man  nun  Jt  ohne  Ende  abnehmen,  welches  unmittelbar  auch  die  un- 
endliche Abnahme  von  Js  und  Jv  nach  sich  zieht,  so  fallen  die  Grenz- 
werthe  v  und  v  -^  Jv  zusammen  und  mit  ihnen  folglich  auch  der  Grenz- 

ds  Js 

werth  —  von  — -•    Es  ergibt  sich  daher  durch   diesen  Grenzübergang;  die 
dt  J  t 

Gleichung 

ds 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  einer  verftnderlichen  Bewegung  am  Ende 
der  Zeit  t  ist  die  Derivirte  des  von  dem  beweglichen  Pnnkte 
durchlaufenen  Raumes  nach  der  Zeit,  d.  h.  das  Element  dieses 
Raumes,  dividirt  durch  das  Zeitelement,  in  welchem  es  durch- 
laufen wird. 

Die  gleichförmige  Bewegung  ist  ein  specieller  Fi^  veränderlicher  Be- 
wegung; für  sie  reducirt  sich  die  Geschwindigkeit  auf  eine  Constante.  Die 
Gleichung    für    die  gleichförmige  Bewegung,    nämlich  « «=  5^  -f-  ^^  liefert 

ds  ds 

übereinstimmend   hiemit  t;  =  -—  =  a .  —  Aus  der  Gleichung  v  =  —   folgt 

dt  dt 

ds  =  vdty  d.  h.  das  wfthrend  des  Zeitelementes  dt  beschriebene  Bahnelement 
ds  wird  erhalten,  indem  man  die  Geschwindigkeit  v  mit  dem  Zeitelemente 
multiplicirt.  Nun  galt  für  die  gleichförmige  Bewegung  der  Satz,  dass  der 
Weg  gleich  dem.Prodncte  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  ist,  für  be- 
liebige endliche  Zeiten.    Man  sieht  daher,  dass  bei  einer  belielngen  Be- 
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wegang  derselbe  Satz  ftbr  die  Bewegung  während  des  Zeitelementes  gilt 
und  man  während  desselben  jede  Bewegung  als  eine  gleichförmige  behan- 
deln darf. 

§.  4.    Ist  V  als   Function  der  Zeit  bekannt,  so  liefert  die  Gleichung 
ds  *^  vdt  durch  Integration  die  Gleichung  der  Bewegung,  nämlich: 

i 

s  —  So=J  vdt, 

worin  /q,  s^  zwei  zusammengehörige  Special werthe  von  t  und  s  sind.  Ist 
V  als  Function  von  s  gegeben,  so  erhält  mau  die  Gleichung  der  Bewegung 
unter  der  Form: 


t 


-'.-/?• 


Die  Gleichung  der  Bewegung  s  =^  f(i)  kann  analog,  wie  in  §.  2.  geo- 
metrisch construirt  werden.  Sie  stellt  eine  Curve  dar,  die  Tangente  der 
Neigung  derselben  gegen  die  Axe  der  t  ist  die  Geschwindigjceit  und  es 
gibt  mithin  das  Steigen  und  Fallen  der  Tangente  das  Wachsen  und  Ab- 
nehmen der  Geschwindigkeit  an.    Die  Tangente  an  die  Curve  ist  aber  selbst 

die  Linie,  welche  eine  gleichförmige  Bewegung  darstellt;  man  sieht  daher, 

* 

wie  die  Geschwindigkeit  der  veränderlichen  Bewegung  übereinkommt  mit 
der  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung,  mit  welcher  sie  wäh- 
rend des  Zeitelementes  zusammenfällt. 

Ist  die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  kann  man 
dieselbe  als  Ordinate  einer  Curve  construiren  für  die  Zeit  als  Abscisse. 
Diese  Curve  heisst  die  Geschwindigkeitscurve.  Für  die  gleichförmige 
Bewegung  ist  sie  eine  mit  der  Abscissenaxe  parallel  laufende  Gerade.  Der 
ElSchenraum   dieser  Cuito,  begrenzt  von  zwei  Ordinaten,  dem  zwischen- 

liegenden  Bogen  und  der  Abscissenaxe,  nämlich   das  Integral  /  vdt  stellt 

die  Differenz  s  —  «q,  d.  h.  den  in  der  Zeit  t  —  t^  durchlaufenen  Weg  dar. 

§.  5.  Bisher  war  nur  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  die  Bede; 
man  spricht  aber  auch  von  ihrer  Richtung.  Unter  der  Richtung  der 
Geschwindigkeit  versteht  man  die  Richtung  der  Bewegung,  näm- 
lich die  Tangente  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes.  Bei  der 
geradlinigen  Bewegung  bleibt  mithin  die  Richtung  derselben  fortwährend 
die  nämliche,  bei  der  krummlinigen  wechselt  sie  von  Punkt  zu  Punkt. 
Wurde  bei  der  krummlinigen  Bewegung  alles  plötzlich  hinwegfallen,  was 
die  Bahn  krümmt,  se  würde  der  bewegliche  Punkt  in  der  Richtung  seiner 
Bawegnngi  d.  h.  in  der  Tangente  der  Bahn  seine  Bewegung  fortsetzen  und 
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dieselbe  würde  fortan  geradlinig  sein;  würden  zugleich  auch  alle  Umstände 
hinwegfallen,  welche  die  Bewegung  veränderlich  machen,  so  würde  die  Be- 
wegung gleichförmig  werden.  Der  Punkt  würde  alsdann  in  der  Richtung 
der'  Tangente  mit  der  zuletzt  erlangten  Geschwindigkeit  sich  gleichförmig 
bewegen.  Man  pflegt  auf  der  Tangente  vom  Berührungspunkte  aus  im 
Sinne  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  als  Länge  aufzutragen.  Von  den 
beiden  die  Geschwindigkeit  bestimmenden  Merkmalen,  Grösse  und  Rich- 
tung, kann  jedes  für  sich  und  können  auch  beide  zusammen  unveränder- 
lich werden. 

Die  Veränderung,  welche  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  im  Laufe 
der  Bewegung  nach  Grösse  und  Richtung  erleidet,  kann  man  zweckmässig 
durch  eine  Curve  darstellen,  welche  von  Hamilton,  ihrem  Erfinder,  der 
Hodograph*)  genannt  wird.  Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte 
0  aus  Radienvectoren ,  geometrisch  gleich  den  Geschwindigkeiten  des  be- 
weglichen Pimktes,  so  bilden  ihre  Endpunkte  diese  Curve.  Die  Richtungslinien 
der  Radienvectoren  bilden  eine  Kegelfläche,  deren  Tangentenebenen  den 
Schmiegungsebenen  der  Bahn  des  Punktes  parallel  sind.  Ist  die  Bahn  eine 
ebene  Curve,  so  ist  auch  der  Hodograph  eben;  ist  die  Bewegung  des  Punk- 
tes gleichförmig,  so  schneidet  der  Hodograph  seine  Radienvectoren  recht- 
winklig und  geht  durch  die  Abwickelung  der  Kegelfläche  in  einen  Kreis 
über.  In  der  Lehre  von  der  Beschleunigung  werden  wir  den  Hodographen 
ausführlicher  besprechen. 

§.  6.   Als  Beispiel  wählen  wir  die  Bewegung,  deren  Gleichung 

«=-«0  +«^0  t  +  ^at* 

ds 
ist.    Für  sie  ist  v  =»  --  =,  t^^  >!-  at,  mithin  ändert  sich  die  Geschwindigkeit  der 

d  z 

Zeit  proportional  und  stellt  der  CoefQcient  a  die  nach  jeder  Zeiteinheit  erfolgte 
Aendemng  derselben  dar.  Die  Geschwindigkeitscurve  ist  eine  Gerade,  welche  ge- 
gen die  Aze  der  t  unter  einem  Winkel  X  geneigt  ist,  fulr  welchen  tang  X  =»  a  ist. 
Die  Bewegung  heisst  die  gleichförmig  veränderliche  und  zwar  je  nach  der  positi- 
ven oder  negativen  Beschaffenheit  von  a  gleichförmig  beschleunigt  oder  gleich- 
förmig verzögert;  cc  selbst  wird  die  Beschleunigung  genannt  Der  in  der  Zeit  t 
durchlaufene  Weg  ist  «  •—  Sq  =  i'o  ^  +  i « ^*  =  i  *  (^o  +  ^)-  ^^  ''^^  durch  den 
Inhalt  des  Trapezes  der  Geschwindigkeitslinie  dargestellt.  Wir  werden  später  auf 
diese  Bewegung  zurückkommen. 

§.7.  Da  jede  Bewegung  eine  Gleichung  hat  zwischen  s  und  t,  so  können 
einige  Sätze  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  unmittelbar  in  die  Mechanik 
übersetzt  werden,  sobald  man  voraussetzt,  dass  zwei  oder  mehrere  Bewegungen 
zugleich  auf  derselben  Bahn  erfolgen.  So  hat  die  Aufsuchung  der  Coordinaten 
des  Schnittpunktes  zweier  Geraden  die*  Lösung  der  mechanischen  Aufgabe  zur 
Folge:  „Zwei  Punkte  bewegen  sich  in  derselben  Bahn,  die  Gleichungen  ihrer  gleich- 
förmigen Bewegungen  sind  8  =^  8^  -\-  at  und  8  ^^  a^  -\-  at^  wann  und  wo  werden 


*}  Vgl.  Hamilton,  Elements  of  QuateraionSy  London  186G,  pp..  100  u.  718. 
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rieh  die  Punkte  begegnen?'*  Ist  die  Bahn  eine  in  sich  zurückkehrende  Linie,  so 
ergeben  sich  viele  Lösungen.  An  die  Stelle  der  gleichförmigen  Bewegungen  kön- 
nen hiebei  andere  treten,  etc.    Die  Bedingung,  dass  drei  Geraden  sich  in  einem 

Punkte  schneiden,  liefert  mechanisch  gedeutet 
die  Lösung  der  Aufgabe:  „Drei  Punkte  bewegen 
sich  gleichförmig  auf  derselben  Bahn,  werden 
sie  überhaupt  einmal  alle  drei  zusammentref- 
fen und  wann  und  wo  wird  dies  geschehen?" 
u.  s.  w. 

Die  Technik  macht  hiervon  Qützlichen  Ge- 
brauch. Hierher  gehört  z.  B.  die  für  die  gra- 
phischen Eisenbahnfahrpläne  übliche  Construc- 
tion.     Es   sei   (Fig.   73)    P^SSKB   die   Linie, 


Tl^??5 


¥?'  ^ 


Plg.  73. 

deren  Ordinaten  die  von  einem  beweglichen  Punkte  in  den  durch  die  Abscissen 
angegebenen  Zeiten  durchlaufenen  Strecken  darstellen.  Die  Figur  zeigt,  dass  der 
Punkt  zur  Zeit  ^^  »=  uIPq  von  Ä  abgeht,  zur  Zeit  t^  s=  AP^  in  S  ankommt  und 
wenn  P^S  eine  Gerade  ist,  sich  gleichförmig  dorthin  bewegt  hat.  Ist  SS  paral- 
lel der  Axe  der  t,  so  drückt  dies  aus,  dass  der  Punkt  bis  zur  Zeit  t^  ^^  ÄP^  in 
8  verweilt  und  wenn  SB  geradlinig  und  parallel  Pq  S  ist,  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit, wie  vorher,  sich  von  S  nach  B  bewegt  und  an  letzterem  Orte  zur  Zeit 
<,  SB  ul  P3  ankommt.  Grösserer  üebersichtlichkeit  wegen  kann  man  sich  auf  der 
Ordinatenaxe  die  den  verschiedenen  Zeiten  entsprechenden  Entfernungen  von  Ä  aus 
abtragen,  sodass  diese  Axe  die  geradlinig  ausgestreckte  Bahn  des  Punktes  dar- 
stellt. Die  Figur  zeigt  weiter ,  dass  ein  anderer  Punkt  zur  Zeit  t^'  =»  A  Pq  den 
Ort  B  verlässt  und  nach  A  zurückkehrt,  zur  Zeit  f/  =  J.P/  dem  ersteren 
Punkte  in  K  begegnet,  hierauf  zur  Zeit  t^'  =-  A  P^'  in  S  eintrifiPb,  um  nach  einem 
Verweilen  von  ^'  —  t^*  =»  p^'  p^'  in  S  zur  Zeit  t^'  =»  AP^  m  A  anzulangen.  Die 
Neigung  der  Strecken  BSy  SP^  gegen  die  Axe  der  t  gibt  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  an.  Zugleich  lehrt  die  Figur  die  Orte  zu  be- 
stimmen,  an  welchen  beide  Punkte  zu  derselben  Zeit  sich  befinden. 

§.  8.  Unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  veränderlichen  Be- 
wegung eines  Punktes  während  der  Zeit  i  —  ^q,  während  welcher  er  den 
Raum  8  —  8q  durchläuft,  versteht  man  die  constante  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  er  in  derselben  Zeit  denselben  Raum  durchlaufen  würde.  Ist  da- 
her $  diese  mittlere  Geschwindigkeit,  so  besteht  die  Gleichung: 

8  (^  —  0  =  «  —  «0- 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  für  5  —  Sq  aus  §.  4.  ein, 

•  

so  erhält  man,  falls  v  als  Function  von  t  oder  s  bekannt  ist,  die  Formeln. 


V 


t 


8  —  Ä 


0 


/*  d8 
V 


Stellt  (Fig.  74)  die  Geschwindigkeitscurve  dar,  so  drückt  der  Flächen- 

ranm  derselben,  welcher  über  der  Basis   t  —  (q  steht,   den   Weg  s  —  s^ 

■HS  und  ist  folglich  die  mittlere  Geschwindigkeit  die  Höhe   eines  Recht- 
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ecks  von  derselben  Basis,  dessen  FlKche  {fleich  diesem  FlScheuraome  ist  — 
Ist  V  =  f(t),  schaltet  man  zwiscben  /(,  nnd 
(  in  gleichen  Intervallen  aufeinanderfolgend 
die  Werthe  f, ,  (,,  fj, . . .  f,  _  i  ein  und  bildet 
das  arithmetische  Mittel  ans  den  den  Zeit- 
ig*' werthen  /^ ,  i,  ...  (,_|  entsprechenden 
'  Wertben  f{Q,  f(t,),  f(Q  . . .  f{l,_,)  der 
Geschwindigkeit,  nBmlich  die  OrCsse 


..)], 


1 , 


-[/•('.)  +  /•(',)  +  •■■■  +  /■('- 

so  gebt  diesell>e  in  der  Grenze  fllr  wachsende  n  und  abnehmende  Zeitin- 
tervalle in  die  mittlere  Geschwindigkeit  über.    Denn  ans  den  Gteichnngen 

'i  —  'o  =  'ä  —  'i  -=  's  —  '* «=  ( —  f.  _  1  =  d, 

welche  die  Gleichheit  der  Zeitintervalle  anedrQcken,  folgt, 

und  indem  mau  hieraiiB  den  Werth  fUr  n  entnimmt  nnd  in  den  AuBdmck 
des  arithmetischen  Mittels  einfuhrt,  nimmt  dies  die  Gestalt 
6 


an  und  si 
tegrales 


rUiQ  +  m  +  ---  +  r('.-)] 

I  Greozwerth  ist  daher  nach  der  Definition  des  bestimmten  In- 


-^Jmäi, 


wie  oben. 

§,  9.  Projicirt  man  einen  in  Bewegung  begriffenen  Punkt  JÜ  dnrch 
einen  Stral  oder  auch  durch  eine  Ebene  nach  irgend  einem  bestimmten 
Gesetze  '"den  Augenblick  auf  eine  feste  Gerade  als  Axe,  so  besitet  die 
Projection  m  desselben  eine  Bewegung,  deren  Natur  von  der  Bewegung 
jenes,  der  Lage  der  Axe  und  dem  Gesetze,  welchem  die  Projection  unter- 
worfen ist,  abhängt.  Die  Bewegung  der  Projection  eines  Punktes 
auf  eine  Axe  wird  auch  die  Projection  der  Bewegung  desselben 
anf  diese  Ase  genannt;  ihr  gegeuilber  mag  die  projicirte  Bewegung  die 
Hanptbewegung  heiesen. 

Ist  MM'  ^  rfs  (Fig.  76)  das  im  Zeitelemeute  dt  von  ]t(  beschriebene 
Wegelement,  so  ist  seine  Projection  ffiffl'  ^  dx  das  in  demselben  Zeitele- 
mente von  m  auf  der  Axe  dnrcblanfene  Slement;  es  sind  mithin  nach  §.  3. 
da  dx 

*""ä'  *''^'di 
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die  Oeschwindigkeiten   der  Hauptbewegung    und    der   Projectionsbewegung 
zur  Zeit  t.    Zwischen  den  Elementen  ds  und  dx  besteht  aber  vermöge  des 

Gesetzes  der  Projection  eine  Abhängigkeit  und  in 
Folge  dieser  wird  auch  Vx  von  v  abhängig.  Für 
rechtwinklige  Projectionen  ist,  wenn  a  den  Winkel 
bezeichnet,  welchen  die  Tangente  der  Hauptbahn 
im  Sinne  der  Geschwindigkeit  v  genommen  mit  der 
Pig.  75.  Axe  im  Sinne  von  Vx  bildet: 

dx  =  ds  .  cos  a . 

Hierdurch  wird 

ds 
Vx^=  -T.  cos  a  =  V  cos  et , 
dt 

Für  schiefwinklige  Projectionen  wird  cos  a  durch  eine  andere  Winkel- 
function  vertreten,  welche,  wie  der  Cosinus  für  die  rechtwinklige,  das  Ge- 
setz des  schiefen  Prpjicirens  darstellt.  In  beiden  Fällen  aber  ergibt  sich, 
wenn  man  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  der  Tangente  der 
Hauptbahn  vom  Berührungspunkte  aus  aufträgt,  dass  die  Geschwindig- 
keit der  Projectionsbewegung  gleich  der  Projection  der  Ge- 
schwindigkeit der  Hauptbewegung  auf  die  Axe  ist.  Auch  kann 
man  folgendermassen  schliessen,  um  zu  diesem  Satze  zu  gelangen.  Die 
Abstände  s  und  x  der  Punkte  M  und  m  von  beliebigen  Anfangspunkten 
JTq,  hIq  auf  der  Hauptbahn  und  der  Projectionsbahn  sind  Functionen  der 
Zeit  U  Statt  x  als  unmittelbare  Function  von  t  anzusehen,  kann  man  diese 
Grösse  zunächst  als  Function  von  s  und   durch  dieses  mittelbar  als  Func- 

dx       dx      ds 
tion   von   t   betrachten.    Dadurch  erhält  man    ~.  =  ~;     *  t",  ^^^  folglich 

d  i       ds     dt 

dx 

Vx   =^  V  —' 

ds 
§.  10.  Projiciren  wir  die  Bewegung  des  Punktes  M  auf  drei  recht- 
winklige Coordinatenaxen,  so  stellen  die  Coordinaten  x^  y^  e  des  Punktes 
M  die  Abstände  seiner  Projectionen  m^,  n^y^  ms  auf  diese  Axen  vom  Ur- 
sprange 0  dar  und  sind  ebenso,  wie  der  Abstand  s  des  Punktes  M  auf  seiner 
Bahn  von  irgend  einem  Anfangspunkt  auf  derselben  gerechnet,  Functionen 
der  Zeit.  Dann  bestehen,  wenn  die  Winkel  a,  /?,  y  die  Neigungen  der 
Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Axen  bezeichnen,  für  die  Geschwindig- 
keiten t^x,  Vy^  Vz  der  drei  Projectionsbewegungen  auf  den  Axen  die  Glei- 
chungen 

dx  dy  dz 

^'^di'    ^^'^Tt'    ^''~df 

und 

Vg  "^  V  OOB  «,    Vy  ■=»  r  cos  /J,    Vj,  —  r  cos  y . 

18» 
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Es  Btellen  mithin  die  ersten  Derivirten  der  Ooordinaten 
des  beweglichen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Zeit  die  Geschwin- 
digkeiten der  drei  Projectionsbewegungen  auf  den  Coordinaten- 
axen  dar  und  sind  gleich  den  Projectioneu  der  Geschwindigkeit 
der  Hauptbewegung  auf  diese  Axen. 

Da  die  Quadratsumme  der  drei  Projectionen  einer  Strecke  auf  drei 
rechtwinklige  Axen  gleich  dem  Quadrate  der  Strecke  selbst  ist,  so  folgt 

v^  =  vj  -\-  Vy^  +  v,^ 

Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  die 
Diagonale  des  über  den  Geschwindigkeiten  der  drei  Projections- 
bewegungen auf  drei  rechtwinklige  Axen  construirten  Paral- 
lelepipeds  d.  h.  die  geometrische  Summe  derselben. 

Endlich  erhält  man  noch  für  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 

cos  et  cos  ß        cos  y         1 

Vx  Vy  V,  V 

An  diese  Formeln  schliessen  sich  die  folgenden  Hauptaufgaben  über 
die  Geschwindigkeit  an,  welche  mit  Hülfe  derselben  zu  lösen  sind: 

1.  Wenn  die  Ooordinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  gegeben  sind,  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewegun- 
gen, die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung,  ihre  Kichtimg  und  die  Be- 
schaffenheit der  Hauptbahn  zu  finden. 

2.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewegungen  als 
Functionen  der  Zeit  gegeben  sind,  die  Ooordinaten  des  beweglichen  Punk- 
tes und  dessen  Bahn  zu  finden. 

3.  Wenn  der  Bogen  s  der  Hauptbahn  als  Function  der  Zeit  gegeben 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bahn  bekannt  ist,  die  drei  Pro- 
jectionsbewegungen zu  bestimmen. 

Ist  die  Bahn  der  Hauptbewegung  eine  ebene  Ourve,  so  vereinfachen 
sich  die  Formeln.  Nimmt  man  nämlich  die  Ebene  derselben  zu  einer  der 
Ooordinatenebenen ,  z.  B.  zur  o;^- Ebene,  so  erhält  man 

dz 
z<=Oy  ;^  =  0,   cos  y  =  0,   cos/?  =  sina, 

dx  dy        ^       {dxS}      (dyV     ^  Vy 

§.11.  Projicirt  man  einen  beweglichen  Punkt  M  durch  einen  Stral 
auf  eine  Ebene  e,  so  wird  die  Bewegung  seiner  Projection  ^  die  Projec- 
tion seiner  Bewegung  auf  diese  Ebene  genannt.  Sind  die  Projectionen 
rechtwinklig,  so  besteht  zwischen  den  Geschwindigkeiten  v  und  r«  der  Haupt- 
bewegung und  der  Projectionsbewegung  die  Gleichung  v,  «=  r  cos  y^  wenn 
der  Winkel  y  die  Neigung  der  BogenelemeniA  ds  nnd  de  beider  Bahnen, 
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oder  also  die  Neigung  der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Projections- 
ebene  darstellt. 

Projicirt  man  die  Bewegung  auf  die  Coordinatenebenen  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  x^y^z  und  bezeichnen  a,  ß,  y  die  Nei- 
gungen der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  sind 
deren  Neigungen  gegen  die  Ebenen  der  yz^  zx^  xy  die  Complement^  zu 
of,  j8,  y  und  folglich  die  Geschwindigkeiten  v^,,  v^xt  v^y  der  drei  Projec- 
tionsbewegungen 


-JC 


t^fjz  =  V  sin  a,   Vzx  =  v  sin  ß,   Vxy  =  y  sin  y . 

Zwei    der   Projectionsbewegungen    genügen,    um   die    Hauptbewegung 

zu  bestimmen.  Sind  die  Projectionsbewegungen 
für  die  drei  Axen  gegeben,  so  können  die 
Projectionsbewegungen  für  die  Ebenen  gefun- 
den werden  und  umgekehrt  kann  man  aus  je- 
der Projectionsbewegung  für  eine  Ebene  die 
beiden  Projectionsbewegungen  für  die  beiden 
in  dieser  Ebene  liegenden  Axen  finden.  Das 
Detail  dieser  Belrachtungen  ergibt  sich  leicht 
Fig.  76.  a^s  Fig.  76. 

§.  12.  Als  Beispiel  zu  den  vorstehenden  Lehren  wählen  wir  zunächst  fol- 
gende Aufgabe. 

Ein  Punkt  M  bewegt  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  v  =^  a 
auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  welches  ist  die  Beschaffenheit  der 
Projeciion  seiner  Bewegung  auf  irgend  eine  in  der  Ebene  des  Krei- 
ses liegende  Axe,  z.  B.  auf  einen  Durchmesser  des  Kreises? 

Es  seien  Mq,  M  die  Lagen  des  beweglichen  Punktes  zu  den  Zeiten  ^  ^  0 
und  t  Ol  t  und  werde  die  Bewegung  auf  den  durch  M^  gehenden  Durchmesser 
Mq Ml  projicirt.    Der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Bogen  M^M  =  8  ist 

s  =  ai  =  rV> , 

wenn  r  den  Radius  des  Kreises,  "fp  den  zu  M^M  gehörigen  Centriwinkel  bezeich- 
net.   Der  Weg  der  Projection  m  in  der  Zeit  t  ist 

iJ/yW  =  <y  =  r  —  r  cos  -^ 

und  der  Abstand  vom  Mittelpunkte,  nämlich 

mC  =^  X  =^  r  cos  tf) . 

Aus  der  Gleichung  at^^rip  folgt,  wenn  a  :  r  ===  00  ge- 
setzt wird,  ip  =  mt  und  hiemit  wird 

s  =  rmt,   X  =  r  cos  mt,    a  =s  r  —  x. 

Die  Geschwindigkeit  der  Projectionsbewegung  ist, 
positiv  im  Sinne  M^C  gerechnet: 

da  dx  .       ^ 

t?«  =  VI  =  —   -n  =  ra>  sin  mt, 
Plg.  77.  dt  dt 

Zu  derselben   Formel  führt  auch  der  Satz  «x  »  v  cos  a  (§.  8.).    Denn  der 
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Winkel  a,   den  die  Tangente  in  M  mit  der  Projectionsaze  bildet,  ist  ^sk  —  ^, 
folglich  wird  Vx  =^  a  sintp  ==  rm  sin  <ot. 

Die  Gleichungen  x  =  r  cos  coty  üx  =  ra  am  at  geben,  soweit  nur  die  Orte 
und  Geschwindigkeiten  des  Punktes  m  in  Frage  kommen,  iroUst&ndigen  Anfischlass 
über  die  Natur  der  Projectionsbcwegung.  Sie  zeigen,  dass  dieselbe  in  Bezog  auf 
beides  periodisch  ist;  der  Punkt  m  osdllirt  zwischen  den  Grenzlagen  M^  und  M^, 
Den  Mittelpunkt  C  des  Ereiges  passirt  er  zu  den  Zeiten  f,  für  welche  o;  «-  0,  d.  h. 

wird,  nämlich  zu  den  Zeiten 

t  =x=    —  -i- ,  n  ==  0,  1,  2,  .  .  .  / 

in  Mq  befindet  er  sich  zu  den  Zeiten,  für  welche  x  =  r  wird;  dieselben  ergeben 
sich  durch  die  Bedingung  oot  =  0,    2»,    49r,  .  .  .  2n«,    nämlich 

t  = ,n  =  0,  1,2,...; 

CO 

in  üf j  ist  er  zu  den  Zci£en 

e  =  (l!L±i)5,n  =  o,i.2,... 

CO 

Die  Zeiten,  welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  üf^,  oder  Mi  yer- 

2  ff 
fliessen,  sind  gleich  gross,  nämlich  T=  — und  doppelt  so  gross,  als  die  Zeiten, 

CO 

welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  C  liegen. 

Die  Geschwindigkeit  Vx  wird  Null  in  den  Lagen  M^^  M^  und  erreicht  ihr 
Maximum  reo  =>  a,  sobald  der  Punkt  den  Mittelpunkt  C  passirt;  sie  wächst,  wäh- 
rend er  von  M^  bis  G  geht,  nimmt  hierauf  bis  zu  Null  ab,  während  er  der  Grenz- 
lage Ml  zueilt,  wechselt  hierauf  ihren  Sinn  und  wächst  im  Negativen,  während 
er  nach  C  zurückkehrt  und  verschwindet  wieder,  sobald  er  die  andere  Grenalage 
Mq  erreicht. 

Trägt  man  Vx  als  Ordinate  zu  x  als  Abscisse  auf,  so  bilden  die  Endpunkte 

X  '  V  x^ 

der  Ordinaten  eine  Ellipse,  deren  Gleichung  — ,  -| — 5 — 5  ==  1  aus  den  Gleichun- 
gen für  X  und  Vx  durch  Elimination  von  t  entspringt.  Die  Grösse  co,  welche  hier 
auftritt  und  mit  deren  Hülfe  die  Geschwindigkeit  a  durch  die  Gleichung  a  ^=^  rm 
ausgedrückt  wurde ,  stellt  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  dar,  ftlr  den  Fall, 
dass  der  Kreis  die  Einheit  als  Radius  besitzt.  Man  nennt  sie  Winkelgeschwindig- 
keit der  gleichförmigen  Ereisbewegpng. 

2ff 
Die  Zeit  T  =  —  heisst  die  Oscillationsdauer  der  Projectionsbcwegung.    Sie 

ist  unabhängig  vom  Radius  r  des  Kreises  und  hängt  nur  von  der  Winkelgeschwin- 
digkeit ab.  Die  Entfernung  M^M^  =  2r  heisst  die  Oscillationsamplitnde;  sie  ist 
ohne  Einfluss  auf  die  Oscillationsdauer  und  alle  Bewegungen,  deren  Gleichung 

X  ^=  r  cos  tot 

für  die  verschiedenen  Werthe  r  ist,  haben  dieselbe  Oscillationsdauer. 

§.  13.    Als  weitere  Beispiele  dürften  sich  zur  Behandlung  folgende  empfehlen. 

1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreise;  seine  Bewegong 
wird  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  gegen  die  Ebene  des  Kreises  geneigt  ist^ 
man  soll  die  Projectionsbewegung  hinsichtlich  der  Geschwindigkeit  untenachen. 
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2.  Die  Projectionen  einer  ebenen  Bewegung  sind  gegeben  durch  die  Gleichun- 
gen X  ^=  a  cos  x^,  ^  =»  &  sin  xt,  man  soll  bestimmen:  a)  die  Bahn,  b)  die  Projec- 
tionen der  Geschwindigkeit,  c)  die  Geschwindigkeit  selbst  und  ihre  Richtung. 

3.  Welche  Bewegung  ist  durch  die  Gleichungen  x  =  bt,  y  =  l^ct'\  welche 
dorch  X  '=»bt^  y  =>  b  sin  %t  dargestellt? 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  gemeinen  Schraubenlinie  gleichförmig, 
seine  Bewegung  wird  auf  drei  rechtwinklige  Axen,  nämlich  zwei  Durchmesser  des 
Basiskreises  und  die  Schraubenaxe  projicirt,  welches  sind  die  Gleichungen  seiner 
Projectionsbewegungen  und  die  Geschwindigkeiten  derselben?  Welches  sind  die 
Projectionen  der  Bewegung  auf  die  Ebenen  der  drei  Axen? 

5.  Dieselbe  Aufgabe  fär  die  gleichförmige  Bewegung  auf  der  Kegelloxodrome. 

§.  14.    Der  Begriff  der  Geschwindigkeit  ist  einer   Verallgemeinerung 

föhig.    Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  zur  Zeit  t  ist  der  Quotient  — 

dt 

der  im  folgenden  Zeitelemente  dt  erfolgenden  Aenderung  ds  des  Weges  s 

durch   das   Zeitelement.    Ebenso  kann  man,    wenn  u  irgend  eine  mit  der 

du 
Zeit  t  veränderliche  Grösse  ist,  den  Quotienten  —  die  Aenderungsgeschwin- 

dt 

digkeit  der  Grösse  u  nennen.    So  redet  man  von  der  Aenderungsgeschwin- 

digkeit   eines   Winkels,    eines  Sectors   etc.,   Geschwindigkeiten,  von  denen 

wir  am  geeigneten  Orte  dieses  Buches  ausführlicher  handeln  werden. 

§.  15.  Ein  Punkt  besitze  zwei  Bewegungen;  vermöge  der  ersten  allein 
würde  er  eine  continuirliche  Punktreihe  tn,  m\  m"  ,  , ,  durchlaufen;  diese 
Punktreihe  gehöre  aber  einem  System  an,  welches  selbst  in  Bewegung  be- 
griffen ist  und  an  dessen  Bewegung  die  Punktreihe  Theil  nimmt.  Der  be- 
wegliche Punkt  erlangt  dadurch  die  zweite  Bewegung,  welche  in  jedem 
Augenblicke  dieselbe  ist,  wie  die  Bewegung  des  S jstempunktes ,  mit  wel- 
chem er  eben  zusammentrifft.  Dabei  kann  das  System,  in  welchem  der 
Punkt  die  erste  Bewegung  ausfuhrt,  unveränderlich  oder  auch  veränderlich 
sein,  sodass  die  Punktreihe  m,  m\  m  . . ,  im  absoluten  Baume  entweder 
blos  fortgeführt  wird  oder  zugleich  auch  ihre  Gestalt  ändert.  Jene  Punkt- 
rei^e  heisst  die  relative  Bahn  des  beweglichen  Punktes  im  System  und  die 
erste  Bewegung  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  dieses;  sie  combi- 
nirt  sich  mit  der  Bewegung  des  Systems  und  bildet  die  absolute  Bewegung 
des  Punktes.  Durch  die  Bewegung  des  Systems  beschreibt  die  Punktreihe 
eine  Fläche  im  absoluten  Baum,  welche  der  Ort  aller  Punkte  ist,  mit 
welchen  der  bewegliche  Punkt  während  seiner  Bewegung  überhaupt  zu- 
sammentreffen kann;  auf  dieser  Fläche  liegt  daher  auch  seine  absolute  Bahn. 
Dieser  Vorgang  lässt  aber  noch  eine  andere  Auffassungsweise  zu,  welche 
auf  der  Vertauschbarkeit  beider  Bewegungen  beruht.  Ein  Punkt  m  von 
dir  Punktreihe  m,  m\  m"  . . .  beschreibt  vermöge  der  Bewegung  des  Systems 
eine  andere  Punktreihe  fi,  fi',  ^'' » •  ^  ebenso  beschreibt  m  eine  andere,  m" 
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eine  dritte  u.  s.  f.  Es  steht  nichts  im  Wege,  diese  Bewegung  des  Punk- 
tes m  als  eine  relative  Bewegung  in  einem  Systeme  anzusehen,  welches 
selbst  in  Bewegung  begriffen  ist  und  durch  seine  Bewegung  die  Punkt- 
reihe fi',  fi",  fi'"  ...  in  die  übrigen  Punktreihen  übei-führt  Dadurch  wird 
diese  Punktreihe  dieselbe  Flftche  beschreiben,  welche  vorher  die  Reihe  m, 
m\  m"  , .  .  beschrieb,  und  der  bewegliche  Punkt  durchläuft  dieselben  ab- 
soluten Orte  auf  dieser  Fläche,  wie  früher.  Der  ganze  unterschied  zwischen 
dieser  Auffassung  und  der  vorigen  besteht  darin,  dass  dort  die  Reihe  m, 
m\  m"  . . .  die  relative  Bahn  war,  welche  der  Punkt  in  Folge  der  ersten 
Bewegung  beschrieb  und  die  Sjstempunkte,  mit  welchen  er  zusammentraf, 
vermöge  der  zweiten  Bewegung  Punktreihen,  wie  fi,  ft', . . .  durchliefen, 
während  hier  die  Reihe  ft,  fi'^  fi"  . , ,  relative  Bahn  ist  und  durch  die  zweite 
Bewegung  der  Punkt  getrieben  wird,  sie  zu  beschreiben,  ihre  Punkte  aber 
vermöge  der  ersten  Bewegung  Punktreihen,  wie  w,  m\  m\  . .  durchlaufen. 
Die  erwähnte  Fläche  ist  der  Ort  beider  Arten  von  Punktreihen,  welche  sich 
gegenseitig  auf  ihr  durchschneiden,  sodass  jeder  Punkt  der  absoluten  Bahn 

des    beweglichen   Punktes    der   Durchschnittspunkt 
einer  Reihe  der  ersten  und  einer  Reihe  der  zweiten 
,6f}  Art  ist. 

Es  sei  nun  M  (Fig.  78)  der  Ort  des  beweg- 
lichen Punktes  zur  Zeit  f;  wir  ziehen  durch  ihn 
die  Curve  (m),  die  relative  Bahn  und  die  Curve 
(fi),  die  Bahn  des  Systempunktes  fi,  der  eben  mit 
m  zusammenfällt,  so  wie  die  absolute  Bahn  (M) 
*"**•  '*•  und    legen  an    diese    drei    Curven    die    Tangenten, 

welche  die  Bogenelemente  Mm\  ^V^\  MM!  derselben  enthalten  und  alle 
drei  in  die  Tangentenebene  im  Punkte  M  der  obenerwähnten  Fläche  fal- 
len. Diese  Tangenten  sind  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  der  rela- 
tiven Bewegung,  der  Bewegung  des  mit  M  zusammenfallenden  Systems- 
punktes fi  und  der  absoluten  Bewegung,  die  wir  mit  v^^  v^  und  v  bezeichnen 
und  als  Längen  MY^^  M F^,  M V  auf  ihnen  aufgetragen  denken.  Die  ab- 
solute Bewegung  des  Punktes  M  geht  aus  den  beiden  andern  hervor,  ihre 
Geschwindigkeit  wird  daher  die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  jener, 
nämlich  der  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung  und  der  Bewegung 
des  Systempunktes  genannt;  diese  selbst  heissen  ihre  Componenten.  Da  die 
drei  Geschwindigkeiten  erhalten  werden,  indem  wir  die  drei  Bogenelemente 
durch  das  Zeitelement  dividiren,  so  folgt,  dass  sie  diesen  Bogenelementen 
proportional  sind,  sodass 


Mm         M^'        MM 
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Verbinden  wir  daher  die  Endpunkte  Fj,  F,  V2  durch  die  Geraden 
Fj  F,  FgF,  so  folgt,  dass  das  Viereck  Jlf  Fj  FFg,  in  welchem  die  in 
M  zusammenstossenden  Seiten  und  Diagonale  die  drei  Geschwindigkeiten 
der  relativen  Bewegung,  der  Bewegung  des  Systempunktes  und  der  abso- 
luten Bewegung  darstellen,  dem  verschwindend  kleinen  Vierecke  Mm  M'(a 
ähnlich  in  ähnlicher  Lage  ist.  Beide  Vierecke  sind,  weil  sie  in  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  fallen,  ebene  Figuren,  und  da  das  Viereck  der 
Bogenelemente  als  Parallelogramm  verschwindet,  weil  im  Moment  des  Zu- 
sammenfallens  der  Curven  Mmm' . . .  und  (i  M' . . .  alle  Punkte  der  einen 
in  die  entsprechenden  der  andern  gleichzeitig  zurücktreten,  mithin  diese 
Curven  als  parallel  anzusehen  sind,  so  folgt,  dass  auch  das  Viereck  MV^W^ 
ein  Parallelogramm  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  mit  Bücksicht  darauf,  dass  die  ganze  Betrachtung 
auch  mit  Zugrundelegung  der  obenerwähnten  zweiten  Auffassungsweise  der 
Bedeutung  beider  Bewegungen  unverändert  ebenso  durchgeführt  werden 
kann,  also  der  Unterschied  der  Bedeutung  der  Bewegungen  keinen  Einfluss 
auf  das  Endresultat  hat  und  folglich  nicht  in  den  Wortausdruck  desselben 
aufgenommen  zu  werden  braucht,  der  folgende  unter  dem  Namen  des  Satzes 
vom  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  bekannte  Satz: 

Die  Resultante  zweier  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten 
eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die 
Diagonale  des  Parallelogramms  dargestellt,  welches  aus  jenen 
beiden  Geschwindigkeiten  als  Seiten  construirt  werden  kann, 
oder  kürzer:  sie  ist  die  geometrische  Summe  derselben. 

Umgekehrt  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  aequiva- 
lent  je  zwei  andern  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten  desselben, 
welche'  geometrische  Summanden  derselben  sind. 

Zur  Auflösung  aller  die  Zusammensetzung  zweier  Geschwindigkeiten 
zu  ihren  Resultanten  und  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  in  zwei  Com- 
ponenten  betreffenden  Aufgaben  dient  das  Dreieck  MVV^y  dessen  Seiten 
Vi,  t^g,  V  sind.    In  demselben  ist  insbesondere 

,  «    I       «    I    0.  /       \      sin  v  Vi         sin  t;t;o        sint;,  «i» 

t;*  =  V  + V+2t;iV,.cos(t;it;2),    -——'  =  ——-'=         '^' 

Als  specieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  verdient  Erwähnung,  dass, 
wenn  die  Geschwindigkeiten  dieselbe  Richtung  besitzen,  ihre 
Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz  ist,  je  nachdem 
sie  übereinstimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind,  und 
dass  ihre  Resultante  verschwindet,  wenn  sie  entgegengesetzt 
gleich  sind.    Femer: 

Entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  können   einem 
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Punkte  beliebig  ertheilt  oder  entzogen  werden  ohne  Einflnss  auf 
seine  Bewegung. 

§.  16.  Besitzt  ein  Punkt  drei  Bewegungen,  sodass  er  vermöge  der 
ersten  eine  continuirliche  Punktreihe  durchlaufen  würde,  aber  in  einem 
System,  welches  selbst  eine  zweite  Bewegung  besitzt,  an  welcher  jene  Punkt- 
reihe  Theil  nimmt  und  zwar  in  einem  weiteren  Systeme,  welches  einer  drit- 
ten Bewegung  unterworfen  ist,  so  ergibt  sich  die  Geschwindigkeit  seiner 
absoluten  Bewegung  als  die  Resultante  der  drei  Geschwindigkeiten,  welche 
er  einzeln  durch   diese  drei  Bewegungen  erlangt  mit  Htllfe  der  Diagonale 

des  über  jenen  Geschwindigkeiten  construirten  Parallel- 
epipeds.    Denn  die  Geschwindigkeiten  Vj,  r,  (Fig.  79.), 
welche    von  den  beiden  ersten  Bewegungen  herrühren, 
sind  zusammen  aequivalent  ihrer  Resultante  v\  welche 
die  Diagonale  des  Parallelogramms  über  i;|,  v^  ist,  und 
V   liefert  mit  v^  die  Resultante  v  als  die  Diagonale  des 
Parallelepipeds  über  t;^,  t;^,  t^g.    (Parallelepiped  der 
Geschwindigkeiten.) 
Wegen  der  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  nach  dem  Paral- 
lelogramm,  sind   alle   Folgerungen   der  Streckentheorie  I.   Th.,  Cap.  I  zu- 
lässig.    Daher  der  allgemeine  Satz: 

Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Geschwindigkeiten  eines 
Punktes  ist  die  geometrische  Summe  der  einzelnen  Geschwin- 
digkeiten.   (Polygon  der  Geschwindigkeiten.) 

§.17.  Für  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  v  in  drei  Componen- 
ten  Vx^  Vy,  Vt  parallel  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  der  a;,  y,  jer, 
sowie  umgekehrt  für  die  Zusammensetzung  der  letzteren  zu  ersterer,  als 
ihrer  Resultanten,  treten  die  Formeln  des  §.  10.  in  Kraft,  denn  die.Compo- 
nenten  sind  nichts  anderes  als  die  Projectionen  von  v  auf  die  Axen  oder 
auf  Gerade,  welche  ihnen  parallel  laufen. 

Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  v^^v^^  , , .  ,Vn,  eines  Punk- 
tes, welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 

(«1  A  yi)>  («2 hyt)  —  («» ^fi y«) 

bilden,  erfolgt  nach  I.  Tbl.,  Cap.  I,  §.  9.  und  liefert  zunächst  die  Summen 

X=-Sü„cosa„,      y  =  2Jv«  cos /J»,     Z  = -Siy»  cos  y«, 
und  mit  ihrer  Hülfe  die  Resultante 

sowie  für  deren  Richtungswinkel  a,  2»,  c  die  Gleichungen 

cos  a        cos  h        cos  c         1 
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Fallen  die  Geschwindigkeiten  alle  in  dieselbe  Ebene,  so  gelten  für  diese 
als  a;j^- Ebene  die  einfacheren  Formeln 

X  =  ZVnOOB  Un^       Y  =  -Zt?«  sin  Of» , 

§.  18.  Wird  die  Bewegung  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  folgt  daraus, 
dasB  die  Projection  eines  geschlossenen  Polygons  auf  eine  Ebene  wieder 
ein  geschlossenes  Polygon  ist,  dass  die  Resultante  aus  den  Projectionen  der 
Geschwindigkeiten  eines  Pnnktes  auf  eine  Ebene  gleich  der  Projection  der 
Resultanten  auf  diese  Ebene  ist. 

§.19.  Die  in  §.  9  und  10  behandelten  Projectionen  der  Geschwindig> 
keit  auf  Axen  und  Ebenen  sind  Componenten  derselben,  welche  aus  Zer- 
l^ungen  entspringen,  auf  welche  der  Gebrauch  des  Parallelcoordinaten- 
sy^tems  hinführt.  Andere  Zerlegungen  werden  durch  die  Polarcoordinaten- 
systeme  veranlasst,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

^  jc*  ^*   ^^  Punkt  M  bewege  sich  in  einer 

^'^^^ t;  =  jlf  F  soll  in  zwei  Componenten  zer- 

«      Fig.  80a.  j^g^  werden,  von  denen  die  eine  Vr  ==  ^^ 

die  Richtung  des  Radiusvectors  besitzt,  die  andere  v^  =  MT  senkrecht  zu 
ihm  ist.  Das  Zerlegungsrechteck  gibt  zunächst,  wenn  a  den  Winkel  bedeutet, 
welchen  die  Tangente  der  Bahn  mit  dem  Radiusvector  bildet, 

Vr  =  V  cos  ci^  v»  =  V  sin  a. 
Die  Hilftfigur  (Fig.  80b)  zeigt  aber,  dass 

dr  rdd^ 


^"(A^  ^^'?Kk^      Ebene  und  seien  (Fig.  80  a)  r,  -^  seine 

dr  ^ü^^^^         Polarcoordinaten;   seine    Geschwindigkeit 


cos  a  =r  "T"  1     sm  a 


ds'  ds  ' 

wodurch  man  mit  Hilfe  von  v  =  —■  erhält: 

dt 

dr  dd^ 

dt'       ^  dt 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  indem  man  die  Bewegung  des 
Punktes  zerlegt  in  seine  relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  und 
die  Bewegung,  welche  der  mit  M  zusammenMlende  Punkt  des  Radiusvec- 
tors in  Folge  der  Rotation  des  Systems  um  den  Pol  annimmt.  Während 
M  das  Bogenelement  ds  beschreibt,  werden  bei  diesen  Bewegungen  die 
Elemente  dr  und  rdd^  längs  des  Radiusvectors   und  des  zu  ihm  senkrech- 

dr  dd" 

ten  Kreisbogens  beschrieben  und  sind  folglich  — -  und  r  -—   die  zugehöri- 

dt  dt 

gmt  Geschwindigkeiten. 
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Da  die  Zerlegung  rechtwinklig  erfolgt,  so  muss  vj.  +  vi  •=  v*  sein, 
wie  man  dies  auch  daraus  sieht,  dass  dr^  -\-  r^  d&^  ^^  d^  und  folglich 

\dtJ   ~\    dtJ        \dtJ 
ist. 

2.  Ein  Punkt  beschreibe  eine  Curve  im  Baum,  seine  Bewegung  werde 
auf  räumliche  Polai'coordinaten  r,  ^,  9  bezogen  (Badiusvector ,  Polarwin- 
kel zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  Polarwinkel  zwischen  der  Ebene 
des  Winkels  9^  und  einer  Fundamentalebene)  (Fig.  81a);  die  Greschwin- 
digkeit  v  soll  in  drei  zu  einander  rechtwinklige  Componenten  zerlegt  wer- 
den, eine  längs  des  Radius vectors,  eine  senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  des 
Winkels  ^  und  eine  senkrecht  zur  Ebene  dieses  Winkels.  Sind  a,  ß^  y  die 
Neigungen  der  Tangente  der  Bahn  gegen  diese  drei  Richtungen,  so  sind 
diese  Componenten  zunächst 

Vr  =  V  cos  a,    v»  =  V  cos  /?,    Vy  =  t;  cos  y . 


rA^ 


y-- 


.^jl 


J 


/IM* 

'  I    » 


i 


Fig.  81a. 


Fig.  81b. 


Von  ihren  Richtungen  berühren  die  der  beiden  letzteren  die  mit  dem  Badius- 
vector r  um  den  Pol  beschriebene  Kugel  und  sie  sind  alle  drei  zusammen 
die  Richtungen  der  Eckkanten  eines  Elementarparallelepipeds  (Fig.  81b), 
dessen    acht    Ecken   der   Reihe  nach   die    Coordinaten  haben:    r,  O,  9;  r, 

%  +  ^'^>  9;  ^»  ^>  9  +  ^9;  **»  ^  +  ^"^i  9  +  ^9;  ^  +  ^^»  ^)  9;  ^  +  ^*"» 
%  4"  ^^1  95  ^  "h  ^^1  "^j  9  "h  ^9j  ^  "h  ^^»  ^  "l~  ^^\  9  "f"  ^9«  A.US  dem- 
selben erhält  man: 

r  sin  O  dg) 


cos  «  =  ■— ,     cos  p  =  — ; — , 
ds  ds 


cos  y 


ds 


und  mithin  wegen  v  = 


ds 
dt 


dr 


dd^ 
dt' 


V«,  =  r  sm  O  -^ 


Zu  denselben  Foimeln  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Bewegung 
des  Punktes  während  des  Zeitelementes  dt  spaltet  in  eine  relative  Be- 
wegung längs   des  Badiusvectors  und  eine  Bphärische  Bewegung  um  den 
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Pol,  diese  letztere  aber  selbst  wieder  in  zwei  Rotationen  auflöst,  eine  um 
eine  zur  Ebene  des  Winkels  d^  senkreckte  Axe  und  eine  andere  um  die  Polar- 
axe.    Die  Elementarwege  für  diese  drei  Bewegungen  sind  dr,  r  d^^  r  sm^dg> 

und  mithin  ihre  drei  Geschwindigkeiten  —^r—-.    rsinO— ^    wie    vorher. 

dt       dt  dt 

Da  ds*  =  cir*  +  r*  ä^  +  r*  sin* -d"  dg>*  ist,  so  gibt  ihre  Quadratsumme 
wieder 


«-(S)- 


3.  Beispiele. 

1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  in  der  Ebene  so,  dass  das  Yerhältniss  der 
Componenten  seine  Geschwindigkeit  v^  nämlich  Vr  und  vs^  längs  des  Radius- 
yectors  und  senkrecht  zu  ihm  constant  gleich  x  sei.    Aus 

dr 
rdd' 
folgt,  r  =  a^^  (logarithmische  Spirale;    der  Neigungswinkel  a  der  Tan- 
gente gegen  den  Badiusvector  ist  constant,  so  dass  cotg  a  =  x).    Femer  ist 

V  =  -: Für  die  Projectionsbewegung  auf  der  Polaraxe  ist 

sm  a 

a;  =  r  cos  -^  =  ac*^  cos  ^,  Vx  =  v  cos  (a  +  '^)  • 

2.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  der    geraden  Kegelfläche  O  =  /?  und 

dr 
sei  t7r :  t'fl)  =  x'.    Dann  ist  — -, — - — —  =  x,  r  =  ae^'^^P'^  (Kegelloxo- 
^  r  sm  p  .  ag> 

drome;    für   die   Neigung    a    der  Tangente    gegen    den    Badiusvector    ist 

cotg  a  =  %)  ,v  =  -— ^  -: — ~ •  Für  die   Projectionsbewegung  auf  eine  zur 

dt    sm  a 

Polaraxe  senkrechte  Ebene  ist  der  Badiusvector 

^  =  r  sin  /3  -=  a  sin  /3  e"'  »i»/*  •  9  =  «e'v, 

wo  a  =  o'  sin  /3,  x  =  x  sin  ß. 

3.  Ein    Punkt    bewegt    sich   auf   der    Kugelfläche   r  =  A    so ,    dass 

t?^  :  Vy  =  x"  =  cotg  a\   Hier  ist  -: — -  «=  x"dfg>,  also  tg  ^-^  =  a'V'^  (Kugel- 

loxodrome). 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  im  Baume  so,  dass 

Vr  «^  V(p  V 


wo  A,  fi,  V  constant  sind.    Dann  ist 


also 


dr         il  ,^      dd^  tt   , 

r  (i         sm  ^         V 

r^aef"     ,    tg  ^^  =  a  e  "  \ 
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Die  relative  Bahn  in  der  Ebene  des  Winkels  9^  ist  eine  logarithmische  Spi- 
rale, ftlr  welche  die  Cotangente  ihrer  Neigung  gegen  den  Radiusvector  X  :  fi  ist. 
Die  zweite  Gleichung  ist  die  einer  Kegelfläche,  welche  durch  eine  Kugelloxo- 
drorae  gebt.    Der  Kegel  nähert  sich  asymptotisch  dem  Aequator  der  Kugel. 

§.  20.  Von  der  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  hat  Roher- 
val  (1602 — 1675)  eine  sehr  ingeniöse  Anwendung  auf  die  Construction  der 
Tangente  der  Curven  gemacht,  welche  von  einem  beweglichen  Punkte  be- 
schrieben werden,  indem  er  die  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere  Compo- 
nenten  zerfällt,  die  Verhältnisse  ihrer  Geschwindigkeiten  bestimmt  und  hier- 
aus die  Richtung  ihrer  Resultante  sucht,  welche  keine  andere,  als  die  der 
Tangente  ist.*)  Er  hat  diese  Methode  auf  13  Curven  angewandt,  darunter 
auf  die  Kegelschnitte,  die  ConchoYde,  die  archimedische  Spirale,  die  CycloYde 
u.  8.  w.    Einige  Beispiele  hiervon  mögen  folgen. 

1.  Die  archimedische  Spirale.     Diese  Corve  wird  von  einem  Punkte  be- 
schrieben, welcher  sich  auf  einer  Geraden  gleichförmig  immer  in  demselben  Sinne 

bewegt,  während  sie  selbst  sich  in  der  Ebene  um  einen 
ihrer  Paukte  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit 
umdreht.  Ist  0  der  Pol  und  zugleich  das  Rotations- 
centlrum,  OX  die  Polaraxe,  OM  =  r  und  Winkel 
ilf  OX  =  ^,  ist  femer  m  die  constante  Winkelgeschwin- 
^  digkeit,  c  die  relative  Geschwindigkeit  längs  der  Ge- 

raden,  so  wird  r  ^  et,  &  =  at,  oder  wenn  —  =  a, 

Od 

Piff  82  *^^^  c  =^  am  gesetzt  wird,  r  ==  amtf  d'  =^  mt  und  durch 

Elimination  von  m  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Gnrve, 
nämlich  r  ^^  ad'.  Das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  des  Punktes  ist  a  :  r; 
trägt  man  daher  auf  dem  Radiusvector  0  M  von  M  aus  MV^  ^=^  a  und  senkrecht 
dazu  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Rotation  MV^=^  r  auf,  so  ist  die  Dia- 
gonale MV  des  über  diesen  Linien  als  Seiten  construirten  Parallelogramms  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  und  folglich  die  Tangente.    Lässt  man  das  Paral- 

lelogramm  um  die  Ecke  M  im  Sinne  der  Rotation  der  Geraden  sich  um  —  um- 
drehen, so  wird  die  Tangente  MV  zur  Normalen  und  da  3f  F,  =»  MO  ist,  wird 
F,  F  das  Perpendikel  auf  den  Radiusvector  im  Pol  und  folglich  M^  0  die  Polar- 
subnormale. Hieraus  erhellt  die  bekannte  Eigenschaft  der  archimedischen  Spirale, 
dass  ihre  Polarsubnormale  constant  gleich  a  ist;  diese  Constante  ist  die  Länge  des 
dem  Polarwinkel  <&  =»  29r  entsprechenden  Radiusvectors,  dividirt  durch  ^n, 

2.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die  Tangente  für  jede  Polarcurve 
r  ==s»  f  {d)  suchen.    Denn  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  dos  beschreiben- 

den  Punktes  längs  des  Radiusvectors  und  senkrecht  dazu  sind  3-  und  r  -r- ,   ihr 

dt  dt 

dr 

df  d.  ^ 

Verhältniss  also  — 3-^  =  -^,  mit  Hülfe  dessen  das  Parallelogramm  der  Geschwin- 

T  d9        r 

digkeiten  oder  ein  ihm  ähnliches  hergestellt  werden  kann. 


*)  Vgl.  Chasles,  Aper9n  historiqne,  p.  6S, 
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8.  Die  Ellipse.  Sind  F,  F'  die  Brennpunkte  (Fig.  83),  so  kann  die  Geschwindig- 
keit des  beschreibenden  Punktes  M  in  Bezag  auf  jeden  von  ihnen  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden,  nämlich  in  eine  längs  des  Radius vectors  FM  {F'  M) 
und  eine  senkrecht  hiezu.  Da  aber  die  Summe  FM  -\-  F'  M  der  Radienvectoren 
coDstant  bleibt,  also  der  eine  um  die  nämliche  Grösse  abnehmen  muss,  um  welche 
der  andere  wächst  und  umgekehrt,  so  folgt,  dass  die  Componente  der  Geschwin- 
digkeit längs  des  wachsenden  Radiusvectors  nach 
dem  Aussenraume  der  Curve,  die  längs  des  ab- 
nehmenden nach  dem  Innenraume  derselben  ge- 
richtet, in  beiden  Fällen  aber  von  derselben  Grösse 
sein  muss.  Erfolgt  also  die  Drehung  der  Radien- 
vectoren im  Sinne  des  Pfeils,  so  ist  die  Geschwin- 
digkeit MVi  in  der  Richtung  MF,  die  gleich- 
grosse  Mv^  aber  in  der  Richtung  F'  M  aufzutragen. 
Ein  Perpendikel  in  F,  auf  jP3f  errichtet  muss  durch 
die  Ecke  des  Parallelogramms  der  Geschwindigkeiten  gehen,  welchem  MV^  als 
Seite  angehört,  ein  Perpendikel  in  v^  auf  F'  M  errichtet  durch  die  des  entspre- 
chenden Parallelogramms,  welches  Mv^  zur  Seite  hat.  Die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  M  ist  aber  die  gemeinsame  Diagonale  dieser  beiden  Parallelogramme, 
daher  ist  der  Schnittpunkt  V  beider  Perpendikel  ein  Punkt  der  Tangente.  Es 
folgt  hieraus  der  Satz,  dass  die  Tangente  der  Ellipse  den  Winkel  der  Radienvec- 
toren halbirt.  —  Dieselben  Betrachtungen  gelten  mit  geringen  Modificationen  für 
die  Hyperbel  und  die  Parabel. 

4.  Die  Conchotde.  Diese  Curve  wird  von  einem  Punkte  M  einer  Ge- 
raden beschrieben  (Fig.  84),  welche  durch  einen  festen  Punkt  O  der  Ebene  hin- 
durchgeht, während  ein  anderer  Punkt  B  derselben  eine  feste  Gerade  G  durch- 
läuft.    Man  kann  die  Geschwindigkeit  der  Punkte  B  und  M  längs  des  Radius- 


Fig.  83. 


vectors  OBM  und  senkrecht  zu  diesem  zerlegen.  Da  die  beiden  Punkte  feste 
Punkte  der  beweglichen  Geraden  sind  und  also  während  der  Bewegung  constan- 
ten  Abstand  von  einander  haben,  so  sind  ihre  Elementarwege  und  mithin  auch 
ihre  Geschwindigkeiten  längs  des  Radiusvectors  gleich  gross;  die  Componenten 
ihrer  Geschwindigkeit  senkrecht  zum  Radiusvector,  welche  sie  der  Rotation  der 
Geraden  OB  um  0  verdanken,  stehen  aber  im  Verhältniss  ihrer  Abstände  von  O, 
Nnn  ist  die  Geschwindigkeit  von  B  längs  der  festen  Geraden  G  gerichtet;  sie 
oder  eine  ihr  proportionale  Länge,  welche  beliebig  wählbar  ist,  sei  Bv  und  Bv^, 
Br,  seien  ihre  ebengenannten  Componenten.  Trägt  man  daher  3f  F,  ^^  Bvi  auf 
dem  Radios vectoT  OM  auf,  zieht  die  Gerade  Ov^  und  errichtet  in  M  das  Per- 


208  Geschwindigkeit  im  unveränderlichen  System.    II.  Th.,  Cap.  III.,  §.21. 

dikel  üf  Fj  auf  Oüf,  so  sind  MV^  und  MV^  die  Geschwindigkeitscomponenten 
von  M  und  mithin  ist  die  Diagonale  M  V  des  über  ihnen  construirten  Rechtecks 
die  Tangente  der  Concholde  in  üf. 

6.    Die  Cycloide.    Die   Curve  wird  von  einem  Punkte  M  der  Peripherie 
eines  Kreises  beschrieben  (Fig.  86),  welcher  in  der  Ebene  über  eine  Gerade  hin- 
rollt.    Zerlegen  wir  die  Geschwindig- 
keit des  Punktes   M  in  zwei  Compo- 
nenten,   eine  parallel   der   Basis,   auf 
welcher  der  Kreis  rollt  und  eine  andere 
tangentiell  an  den  rollenden  Kreis,  so 
entspricht  diese  Zerlegung  einer  Spal- 
tung der  Elementarbewegung  um  den 
Berührungspunkt   C  des    Kreises    mit 
der  Geraden  als  Momentancentrum  in  eine  Rotation  um  den  Mittelpunkt  0  und 
eine   Translation   parallel   der    Basis.      Ist   dd-  die    Elementaramplitude   um   0, 

dd" 
so   sind   die    beiden    Componenten   der  Geschwindigkeit   OM  •  -j-=^MVi  und 

dt 


00  •  "3^  =  3f  F,;   sie   sind   also   einander   gleich.    Daher  ist  /\^MV^V  gleich- 


d^ 

dt 

schenklig  und  ähnlich  ^COM  und  da  zwei  homologe  Seitenpaare  00,  MV^\ 
OMy  F,  V  zu  einander  senkrecht  sind,  so  findet  dies  auch  bei  dem  dritten  Paare 
CM,  MV  statt  und  geht  mithin  die  Richtung  der  Tangente  MV  durch  den 
Punkt  D,  den  Gegenpunkt  des  Berührungspunktes  C, 

§.21.  In  einem  in  Bewegung  begriffenen  System  besitzt  jeder  Punkt 
in  jedem  Momente  eine  Geschwindigkeit,  deren  Grösse  das  Bogenelement 
seiner  Bahn,  welches  er  zu  beschreiben  im  Begriff  steht,  dividirt  durch 
das  Zeitelement  ist,  und  deren  Richtung  in  die  Tangente  der  Bahn  fällt, 
in  dem  Sinne  genommen,  in  welchem  das  Bogenelement  beschrieben  wird. 
Vermöge  des  Znsammenhanges  der  Systempunkte  unter  einander  sind  die 
Geschwindigkeiten  derselben  von  einander  abhängig,  so  dass  die  Geschwindig- 
keiten aller  Punkte  bestimmt  werden  können ,  sobald  die  Geschwindigkeiten 
einer  gewissen  Anzahl  derselben  gegeben  sind.  Der  Lehre  von  der  Aequi- 
valenz  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems 
entspricht  eine  Theorie  der  Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten,  deren  Sätze 
mit  geringen  Modificationen  im  Wortlaut  ans  den  entsprechenden  im  Cap.  II. 
abgeleitet  werden,  indem  man  die  dort  aufgestellten  Gleichungen  mit  dem 
Zeitelemente  dividirt  und  den  Begriff  der  Geschwindigkeit  einführt. 

Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich  kleine 
Translation,  vermöge  welcher  seine  Ponkte  sämmtlich  parallele  und  con- 
gmente  Bogenelemente  d$  in  demselben  Sinne  während  des  folgenden  Zeit- 
elementes dt  beschreiben.    Die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  derselben 

ds 
ist  alsdann  t;  =  j-   und   heisst  die  Translationsgeschwindigkeit   des 

Systems.  Besitzt  das  System  während  einer  endlichen  Zeitdauer  eine  Trans- 
lationsbewegnngf  so  ist  v  mit  t  im  Allgemeinen  nach  Grösse  und  Richtung 
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Yerftnderlich;  in  jedem  Augenblick  aber  haben  die  Geschwindigkeiten  aller 
Punkte  dieselbe  Grösse  und  Richtung,  sowie  denselben  Sinn. 

Besitzt  das  System  zugleich  zwei  oder  mehrere  unendlich  kleine  Trans- 
lationen, so  resultirt  aus  ihnen  eine  einzige  Ti-anslatiou  gleich  der  geome- 
trischen Summe  jener;  durch  /  dividirt,  gibt  sie  die  resultirende  Translaiions - 
geschwindigkeit  des  Systems. 

Das  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich  kleine  Rotation  (!&  um 
eine  Axe  a .  Vermöge  derselben  beschreiben  die  Punkte  in  der  Einheit  der 
Entfernung  von  der  Axe  im  Zeitelemcute  Bogenelemeute  gleich  dd-  und  ist 

ihre   gemeinschaftliche   Geschwindigkeit    co  =  —  •     Diese    Geschwindigkeit 

heisst  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Axe  a  zur 
Zeit  t,  weil  d^  das  Maass  der  unendlich  kleineu  Rotationsamplitude  iut; 
indem  wir  ihre  Grösse  als  Lunge  auf  der  Axe  a  auftragen  und  durch  eine 
angefügte  Pfeilspitze  den  Sinn  der  Rotation  ausdrücken,  wie  wir  dies  bereits 
fraher  bei  den  Rotationsamplituden  gethan  haben,  erhalten  wir  eiu  Symbol, 
welches  uns  augenblicklich  alle  Umstände  der  Bewegung  des  Systems  zur 
Zeit  t  yergegenwärtigt  Aus  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  ergibt 
sich  sofort  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  aller  Systempunkte.  Das  von 
einem  Punkte  in  der  Entfernung  r  von  der  Axe  im  Zeitelemente  dt  be- 
schriebene Bogenelement  ist  dem  Abstände  r  i>roportional ,  nUmlich  rr/O  und 

folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  v  =  r    ,    <=  reo .     Diese    Be- 

dt 

trachtungen  liefern  den  Satz: 

Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  eines  um  eine  Axe  roti- 
renden  Systems  sind  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  &>  der- 
selben um  diese  Axe  bestimmt;  alle  Punkte  in  derselben  Entfer- 
nung r  von  der  Axe  besitzen  dieselbe  Geschwindigkeit  v  =  r,€o^ 
ihre  Richtung  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  durch  die  Axe 
und  den  einzelnen  Punkt  gelegt  werden  kann;  die  Punkte  einer 
solchen  Ebene  haben  gemeinsame  Geschwindigkuitsrichtung,  und 
zwar  von  demselben  Sinne,  wenn  sie  auf  derselben,  von  entgegen- 
gesetztem Sinne,  wenn  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  liegen. 
Die  Geschwindigkeit  ist  für  die  Punkte  der  Axe  Null  und  wächst 
dem  Abstände  von  der  Axe  proportional. 

§.  22.  Das  System  besitze  zur  Zeit  i  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
m,  tat  um  zwei  parallele  Axen  a^  b\  vermöge  derselben  erleidet  dasKel))e  um 
die  beiden  Axen  in  dem  nUchsten  Zeitelemenle  (//  die  imcndlich  kleinen 
Rotationen  d^^  d&'f  welche  mit  co,  a    durch  die  Gleichungen 

d&         ,       d&' 
dt '  dt 

BoiniLi  Xeohanik.    I.  \\ 
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verbunden  sind,  l^ach  Cap.  II.,  §.  8.  sind  dd^  und  dd^  zusammen  äquivalent 
einer  Elementarrotation  um  eine  zu  a,  &  parallele  Axe,  welche  in  die  Ebene 
ah  fällt  und  den  Parallelstreifen  der  Axen  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
Amplituden  dd"  und  dd''^  theilt.  Die  Grösse  dieser  Elementarrotation  ist  je 
nach  Beschaffenheit  des  Sinnes  von  dd^  und  d&'  die  Sunmie  oder  Differenz 
dieser  Amplituden  und  ihr  Sinn  wird  aus  dem  Sinne  dieser  leicht  erkannt. 
Indem  man  die  a.  a.  0.  entwickelten  Gleichungen  mit  dt  dividirt  und  die 
Winkelgeschwindigkeiten  &),&)'  in  dieselben  einführt,  erhält  man  die  folgen- 
den den  dort  entwickelten  analogen  Sätze: 

Zwei  Winkelgeschwindigkeiten  cö,  w'  eines  unveränderlichen 
Systems  um  zwei  parallele  Axen  a,  h  sind  zusammen  äquivalent 
einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  jenen  Axen  paral- 
lele dritte  Axe  c,  welche  in  die  Ebene  ah  fällt  und  den  Parallel- 
streifen  ah  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Winkelgeschwindig- 
keiten theilt  und  zwar  als  innere  Theilungslinie,  wenn  die  Winkel- 
geschwindigkeiten übereinstimmenden,  als  äussere  Theilungslinie, 
wenn  sie  entgegengesetzten  Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle  liegt 
sie  auf  der  Seite  der  der  grösseren  Winkelgeschwindigkeit  ent- 
sprechenden Axe.  Die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  ist 
im  ersten  Falle  gleich  der  Summe,  im  zweiten  gleich  der  Dif- 
ferenz der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  und  ihr  Sinn 
stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne  beider, 
im  letzten  mit  dem  Sinne  der  grösseren  von  ihnen  überein.  Sind 
die  Winkelgeschwindigkeiten  entgegengesetzt  gleich,  so  rückt  die 
resultirende  Axe  ins  Unendliche  und  werden  beide  zusammen 
einer  Translationsgeschwindigkeit  äquivalent,  deren  Richtung 
senkrecht  zu  der  Axenebene  a2;  ist  und  eine  Grösse  besitzt  gleich 
dem  Producte  des  Axenabstandes  und  der  gemeinschaftlichen 
Grösse  beider  Winkelgeschwindigkeiten. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Winkel- 
geschwindigkeiten um  zwei  parallele  Axen  heisse  ein  Winkelgeschwindig- 
keitspaar (ßotationsgeschwindigkeitspaar  oder  kürzer,  wenn  keine 
Verwechslung  mit  dem  endlichen  Rotationsamplitudenpaar  Cap.  II.,  §.  4.  zu 
befürchten  ist^  ein  Rotationspaar),  die  Richtung  und  der  Sinn  der  ihr 
äquivalenten  Translationsgeschwindigkeit  seine  Axenrichtung  und  das  Product 
aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Axenabstand,  welches  gleich  der 
Translationsgeschwindigkeit  ist,  sein  Moment.  Dies  Moment  tragen  wir  als 
Länge  auf  der  Axe  des  Paares  auf  und  versehen  dieselbe  mit  einer  Pfeil- 
spitze, um  den  Sinn  der  Translation  zu  markiren;  diese  Pfeilspitze  zeigt  nach 
derjenigen  Seite  der  Axenebene  hin,  von  welcher  aus  die  Pfeilspitzen  der 
Winkelgeschwindigkeiten,    wenn    letztere    auf   ihren   Axen    in    dem    ihnen 


\ 


II.  Th.,  Cap.  IIl/$.  22.       Aequivalenz  d.  Winkelgeschww.  um  parallele  Axen.      211 


entsprechenden  Sinne  aufgetragen  werden,  mit  dem  Sinne  der  Uhrzeiger- 
bewegung übereinstimmend  gerichtet  erscheinen. 

Aus  der  Aequivalenz  eines  Ilotationspaares  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Kotatiouspaare  von  der- 
selben Axenrichtung  und  demselben  Momente  einander  äquiva- 
lent sind,  dass  man  die  Axen  in  ihrer  Ebene  verschieben  und 
drehen,  die  Ebene  des  Paares  parallel  mit  sich  im  System  ver- 
legen, ffowie  dass  der  Abstand  der  Axen  beliebig  sich  ändern  kann, 
wenn  nur  zu  gleicher  Zeit  die  Winkelgeschwindigkeit  im  reci- 
proken  Verhältniss  geändert  wird.  Wird  die  Axenrichtung  des 
Paares  in  die  entgegengesetzte  verwandelt,  so  kehrt  die  dem 
Paare  äquivalente  Translationsgeschwindigkeit  den  Sinn  um. 

Ein  specieller  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes  über  die  Aequivalenz 
zweier  Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  tritt  ein,  sobald  der 
Axenabstand  sich  auf  Null  reducirt.  In  diesem  Falle  fallen  die  Axen  zu- 
sammen und  addiren  oder  substrahiren  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten 
auf  der  mit  ihnen  gleichfalls  zusammenfallenden  Axe  der  resultirenden  Winkel- 
geschwindigkeit, je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind. 
Man  folgeii  hieraus  unmittelbar,  dass  beliebig  viele  Winkelgeschwindig- 
keiten um  dieselbe  Axe  eine  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe 
Axe  liefern,  welche  gleich  der  algebraischen  Summe  der  einzelneu  Winkel- 
geschwindigkeiten ist,  wenn  diese  in  dem  einen  Sinne  der  Axe  als  positiv, 
im  entgegengesetzten  als  negativ  angesehen  werden. 

Verschwindet  der  Axenabstand  oder  die  Winkelgeschwindigkeit,  also 
überhaupt  das  Moment  eines  Hotationspaares,  so  wird  die  ihm  äquivalente 
Translationsgeschwindigkeit  Null.  Gleiche  und  entgegengesetzte  Winkel- 
geschwindigkeiten um  dieselbe  Axe  sind  daher  ohne  Einfluss  auf  den  Be- 
wegungszustand des  Systems. 

Es  sei  eine  Winkelgeschwindigkeit  a  um  eine  Axe  a  gegeben  (Fig.  80). 
Irgendwo   im  System  ziehe  man   eine  mit  a  parallele  Axe  h   und  crtheile 

dem  System  um  diese  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkel- 
geschwindigkeiten von  der  Grösse  cd  .  Die  eine  von  ihnen 
kann  dann  angesehen  werden  als  die  von  a  nach  b  ver- 
legte  Winkelgeschwindigkeit,  während  die  andere  mit  der 
^wv     \      _^^     Winkelgeschwindigkeit    um    a    ein    Rotationspaar    bildcti 

dessen  Moment  das  Product  aus  €o  und  dem  Abstände  j) 
beider  Axen,  also  äquivalent  einer  Translatiousgcschwiudig- 
keit  gleich  diesem  Momente  ist  senkrecht  zur  Ebene  a  h , 
von  dem  Sinne,  wie  er  durch  die  Axenrichtung  des  Ho- 
tationspaares angegeben  wird.    Man  kann   daher  jede 

Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Axe  a  ersetzen  durch  eine  gleiche 

14* 


Fig.  80. 
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Winkelgeschwindigkeit  desselben  Sinnes  um  eine  beliebige  mit  a 
parallele  Axe  b  in  Verbindung  mit  einem  ßotationspaare,  dessen 
Moment  gleich  dem  Producte  aus  dem  Abstände  beider  Axen  und 
der  Winkelgeschwindigkeit  ist.  Die  diesem  Momente  äquivalente 
Translationsgeschwindigkeit  ist  senkrecht  zu  der  Ebene  ah  und 
von  dem  Sinne,  wie  er  durch  die  Axenrichtung  des  Kotations- 
paares  angegeben  wird. 

§.  23.  Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winkel- 
geschwindigkeiten Wj ,  cög  um  zwei  Axen  a,  h  welche  durch  denselben  Punkt  O 
hindurchgehen.  Vermöge  der  ersten  würde  dasselbe  in  dem  nächstfolgenden 
Zeitelemente  dt  um  a  eine  unendlich  kleine  Kotation  d& ,  veiTnöge  der 
zweiten  um  h  eine  unendlich  kleine  Rotation  dd''  ausführen.    Es  ist  daher 

d^  d&' 


W,  =       -  ,      Wc 


''  ~  d< '  "*    dt 

Nach  §.  10.  sind  die  beiden  Botationen  dd",  dd-'  zusammen  äquivalent 
einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  dB  um  eine  dritte,  in  der  Ebene 
(ah)  liegende,  gleichfalls  durch  0  hindurchgehende  Axe  c,  deren  Richtung 
mit  der  Diagonale  eines  Parallelogramms  zusammenfällt,  dessen  Seiten  den 
Amplituden  d&,  dd"'  proportionale  Längen  sind  und  auf  den  Axen  von  0 
aus  im  Sinne  derselben  aufgetragen  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  weiteren 
dortselbst  gemachten  Bemerkimgen  erhält  man,  wenn  (s.  Fig.  68.)  Oa  =  c)i, 
Oß  =  (O2  genommen  wird,  den  folgenden,  dem  dort  ausgesprochenen  ana- 
logen Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Winkelgeschwindig- 
keiten (o^^  €02  oines  unveränderlichenSystems  um  zwei  sich  in  einem 
Punkte  schneidende  Axen  a,  h  ist  äquivalent  einer  Winkelge- 
schwindigkeit (0  um  eine  dritte,  in  der  Ebene  a6  liegende,  durch 
den  gemeinschaftlichenSchnittpunkt  von  a  und  h  hindurchgehende 
Axe  c.  Diese  Axe  ist  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen 
Seiten  die  auf  den  Axen  a,  h  von  dem  Schnittpunkte  aus  in  dem 
Sinne  der  Rotationen  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeiten 
G)i,  (O2  sind;  die  Diagonalstrecke  dieses  Parallelogramms  gibt  die 
Grösse  und  den  Sinn  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit 
CO  an. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Axe  c  und  der  Grösse  von  cd  hat  man 
daher  die  Relationen 

sin(ac)        sin  (ch)        sm  (ah)  ,  210  r  i\ 
i  = i.  /  = :^ — /       ca  =  cö;  +  w,  +  2(0.(0^  cos  (ah). 

(O^  (O2  OD 

Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten   führt,   erweitert  sich  für 
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drei  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Axen  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
zn  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und  für  beliebig  viele  zu  einem  Satze 
Tom  Polygon  der  Winkelgeschwindigkeiten. 

Mit  Hülfe  desselben  Satzes  kann  umgekehrt  jede  Winkelgeschwindigkeit 
o  um  eine  Axe  in  zwei  oder  mehrere  Winkelgeschwindigkeiten  zerlegt  werden 
am  Axen,  welche  mit  der  Axe  jener  ersten  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Sind  die  Axen  dieser  Componenten  zu  einander  rechtwinklig,  falls  es  ihrer 
zwei  oder  drei  sind,  so  findet  man  die  Grösse  und  den  Sinn  der  Compo- 
nenten, indem  man  die  nach  Grösse  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragene 
gegebene  Winkelgeschwindigkeit  auf  jene  Axen  projicirt.  Sind  daher  a^ß^y 
die  Winkel,  welche  die  Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  co,  im  Sinne  dieser 
Winkelgeschwindigkeit  genommen,  mit  drei  zu  einander  rechtwinkligen,  sich 
in  einem  Punkte  0  schneidenden  Axen  OX,  Oy,  OZ  bildet,  so  erhält  man 
f&r  die  Componenten  cdj;,  Oy,  &>;  von  &)  um  diese  Axen: 

cos  a        cos  ß        cos  y         1 


(Ox  G>y  G>;  G> 


und  zugleich  ist 


w^  =  w3  +  Wy  +  ®3  • 

§.  24.  Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich- 
kleine Schraubenbewegung   um  die   Axe  a   (Fig.  87),    deren  Componenten 

die  unendlich  kleine  Rotation  dO'  um    diese  Axe 
»--«^  *  und   die   unendlich  kloine  Translation  dt  parallel 

"*   1? derselben  sind.    Indem  man  diese  beiden  Grössen 

(f\     ^-'1  )   durch  das  Zeitelement  f?/  dividirt,  in  welchem  die 

"vif  I ^         Schraubenbewegung   erfolgt,   erhält   man    für    die 

'  Winkelgeschwindigkeit  cd   des  Systems  um 

die  Axe  a  und  die  Translationsgeschwindig- 
keit 0  desselben  parallel  zu  ihr: 

d^  dt 

dt'  dt 

Durch  CD  und  *;  kann  die  Geschwindigkeit  />  eines  beliebigen  Systeui- 
punktes  3/,  welcher  die  p]ntfemung  r  von  der  Axn  a  besitzt,  dargestellt 
werden.  Dieselbe  hat  zwei  Conii)onenten,  von  denen  die  eine,  /o),  von  der 
Winkelgeschwindigkeit  herrtlhrend,  senkrecht  zur  Axe  ist  und  die  Richtung 
der  Tangente  des  Kreises  hat,  welchen  M  in  Folge  der  Rotation  um  die 
Axe  a  beschreiben  würde,  während  die  andere  die  Translaticmsgcschwindig- 
keit  V  bt  Demnach  erhält  man,  da  beide  Componenten  rechtwinklig  zu 
einander  sind: 
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Die  Neigang  ^  der  Geschwindigkeit  r^  gegen  die  Axe  folgt  ans  der 
Gleichung: 

tg^  =  --. 

Sie  wächst  proportional  der  Entfemong  des  Systemponktes  Ton  der  Axe 
und  die  Kichtnng  der  Geschwindigkeit  nfthert  sich  daher  mit  wachsendem 
r  immer  mehr  der  rechtwinkligen  Kreuzung  mit  der  Axe. 

Die  Geschwindigkeit  der  Systempnnkte  in  der  Einheit  der  Entfernung 

von  der  Axe  hat  die  Grösse  |^t;^  4~  ^\  ^^r  nennen  dieselbe  die  Schrau- 
bengeschwindigkeit um  die  Axe  und  o  und  v  ihre  Rotations-  und 
Trans  lationscomponenten. 

§.  25.  Das  System  besitze  zur  Zeit  i  eine  Winkelgeschwindigkeit  o 
uiri  eine  Axe  a  und  eine  gegen  diese  Axe  unter  einem  Winkel  A  geneigte 
Translationsgesch windigkeit  v.  Vermöge  der  ersteren  würde  dasselbe  im 
nächstfolgenden  Zeitelemente  c£^  eine  unendlich  kleine  Rotation  ci'^y  Termöge 
der  letzteren  eine  unendlich  kleine  Translation  dx  in  der  Richtung  Yon  v 
erleiden,  fUr  welche  beiden  Bewegungen  die  Gleichungen  bestehen: 

d^  dx 

dt'  dt 

Nach  §.11  sind  diese  beiden  Bewegungen  zusammen  äquivalent  einer 
unendlich  kleinen  Schraubenbewegung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  6.  Diese 
Axe  fällt  in  eine  Ebene,  welche  senkrecht  ist  zu  der  durch  a  und  die  Rich- 
tung von  V  bestimmten  Ebene  und  liegt  in  ihr  auf  derjenigen  Seite  von  a, 
nach  welcher  hin  die  Rotation  erfolgt  Die  Amplitude  und  die  Translation 
dieser  Bchraubenbewegung  sind  dd'  und  dt  cos  X  und  daher  werden  die 
liotaiionscomponente  Sl  imd  die  Translationscomponente  V  der  Schrauben- 
geschwiudigkeit 

5i  =  0)     und      V  =  V  cos  X , 

sowie  der  Abstand  der  Axe  b  von  a,  wenn  man  v  und  o)  statt  dx  und  dd" 
in  die  dort  fUr  dieselben  aufgestellte  Formel  einführt: 

V 

d  =  —  HinX. 

§.  26.  Das  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
CD,  a  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  a,  6;  durch  dieselben  erleidet  es  im 
nächstfolgenden  Zeitelemeute  dt  um  diese  Axen  die  unendlich  kleinen  Ro- 
tationen dOy  d^\  welche  mit  o,  cd'  durch  die  Gleichungen 

d9^        ,       d^ 
^'^  dt'     ^"^  dt 

verbunden  sind.    Nach  §.  15.  sind  dd,  d^'  zusammen  einer  unendlich  kleinen 
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Schranbenbewegung  am  eine  Axe  c  äquivalent,  welche  den  kürzesten  Ab- 
stände r2  der  Axen  a,  b  rechtwinklig  schneidet.  Die  Amplitude  c? 6  und  die 
Translation  dt  dieser  Schraubenbewegung,  sowie  die  Neigungen  der  Axe  o 
gegen  die  Axen  d,  h  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

sin  (ac)        sin  {ch)        sin  (ah) 
d^  ""  ~d^       ^  ~~dS~  ' 

,^»         ,^9    I     ,«/9    I    ^  ,^   ,^/         /   ,\         ,  d.d^dd''  sin  (ab) 

rfe*  -=  rl^  -f  d&^  +  2d&  d^  cos  {ab),     dz  = -     ^^ — -, 

d  ö 

das  Verhftltniss  der  Abstände  der  Axe  c  von  den  Axen  a  und  b  ist  gleich 
dem  Verhältniss  der  Tangenten  ihrer  Neigungen  gegen  diese  Axen.  Indem 
man  in  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  dd",  dd-',  dSy  dz  die  Winkel- 
geschwindigkeiten 0),  (o  um  die  Axen  a,  b,  die  Rotationscompouente  Sl  und 
die  Translationscomponente  V  der  den  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  o,  a/ 
äquivalenten  Schraubengeschwindigkeit  einführt,  gehen  sie  über  in  die 
folgenden: 

8in(  ac)        sin  (^uO        sin  («&)       ^  2    i      '^    i    o       '        /   j\ 

— ^>— '  ==»  — -  -^  =:       X   —j     ß*  =  G)*  +  «*  "  +  2ww  cos  (ab) , 

Y  =  sin  (rt  b) . 

Sie  liefern  nns  folgenden  Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Winkelgeschwindig- 
keiten fi>,  a  eines  unveränderlichen  Systems  um  zwei  parallele 
Axen  a,  b  ist  äquivalent  einer  Schraubengeschwindigkeit  um  eine 
dritte,  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  beider  Axen  recht- 
winklig schneidende  Axe  c,  welche  gegen  die  Axen  a,  b  unter 
Winkeln  geneigt  ist,  deren  Sinusse  sich  umgekehrt,  wie  die  ihnen 
entsprechenden  Winkelgeschwindigkeiten  verhalten  und  Abstände 
von  ihnen  besitzt,  deren  Verhältniss  gleich  dem  Verhältniss  der 
Tangenten  dieser  Winkel  ist.  Die  Richtung  dieser  Axe,  die 
Grösse  und  der  Sinn  dos  Rotationscomponentcn  .^  der  Schrauben- 
geschwindigkeit werden  durch  die  Richtung,  Länge  und  den  Sinn 
der  Diagonalen  des  Parallelogramms  der  Winkelgeschwindig- 
keiten (0,  cd'  angegeben,  ihre  Translationscomponente  Faber  wird 
erhalten,  indem  man  das  Product  der  Winkelgeschwindigkeiten, 
des  kürzesten  Abstandes  der  Axen  a,  b  und  dos  Sinns  ihrer 
Neigung  (ab)  durch  die  Rotationscompononto  Sl  dividirt. 

§.27.  Das  unveränderliche  System  besitze  n  Winkelgeschwindigkeiten 
C9|,  cDg»  ^sii  <  *  *  ^M  ^™  ^^  Axen  <i|,  ri^,  r/,^,  ...  a».  Darunter  können  auch 
solche  sein,  welche  paarweise  gleich  und  eutgegengosctzt,  Rotationspaaro 
bilden    and    also  Translationsgeschwindigkeiten  senkrecht   zu  ihren   Axen 
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ebenen  aequivalent  sind.  (§.  22.)  Indem  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten 
als  Strecken  nach  Grösse  und  Sinn  anf  ihren  Axen  auftragen,  erhalten 
wir  ein  Streckensystem,  welches  den  Bedingungen  der  Streckensjsteme  in  Th.  I., 
Cap.  IV.  genügt,  auf  welches  also  die  dort  entwickelten  Lehren  unmittelbar 
Anwendung  finden  können.  Denn  jede  solche  Strecke  kann  ihrer  Bedeutung 
nach  auf  ihrer  Richtungslinie  beliebig  verschoben  werden  und  solche,  deren 
Richtungslinien  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  sind  nach  §.23.  ihrer  Re- 
sultanten aequivalent.  Das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  kann  daher 
auf  unendlich  viele  Arten  auf  eine  Resultante  E  und  ein  Rotationspaar  G 
reducirt  werden.  Die  Resultante  ist  die  geometrische  Summe  2^[o>f]  aller 
Winkelgeschwindigkeiten  und  ist  für  alle  Reductionen  von  derselben  Grösse 
und  Richtung,  das  Paar  wechselt  mit  der  Lage  der  Resultanten  nach  Grösse 
und  Axenrichtung  und  ist  die  geometrische  Summe  I![(OiPi]  Aller  Axen- 
momente  der  verschiedenen  Paare  (wi, . —  w,),  (wj,  —  Wg), .  . .  (w«,  — »*•)  ? 
die  man  bei  der  Reductiou  für  den  Stral  erhält,  welcher  als  Situationslinie 
der  Resultanten  gewählt  wurde.  Die  Resultante  (resultirende  Winkelgeschwin- 
digkeit) bezeichnen  wir  mit  g),  das  resultirende  Axenmoment,  welches  eine 
Translationsgeschwindigkeit  in  der  Richtung  desselben  bedeutet  mit  t;,  so 
dass  also 

R  =  (0  =  2:[w/J ,     G  =  V  =  £[(OiPi] 
wird. 

Das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  besitzt  eine  Gentralaxe,  die 
Centralaxe  der  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Reductionselemente 
B  =  CD  und  Gq  =  Vq  nach  Th.  L,  Cap.  IV.,  §.  2.  leicht  gefunden  werden. 
Die  Translationsgeschwindigkeit  Vq  ,  welche  ihr  angehört,  ist  die  kleinste  von 
allen  möglichen.   Das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  ist  daher 

aequivalent  einer  Schraubengeschwindigkeit- (w*  +  t?o)  ^^  <li© 
Centralaxe. 

Nach  Th.  L,  Cap.  IV.,  §.  3.  ergibt  sich  aus  der  Reduction  für  die 
Centralaxe  die  Reduction  für  jeden  ihr  parallelen  Stral  oder,  was  dasselbe 
sagt,  für  jeden  Pimkt  M  des  beweglichen  Systems.  Insbesondere  ist  das 
Axenmoment  G  für  diesen  Punkt,  dessj3n  Abstand  von  der  Centralaxe  r  sei, 

G  =  (Gl  +  ii^-0*  =  (i'l  +  r»  «»)*  , 

und  CS  bedeutet  dasselbe  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M^  die  derselbe 
in  Folge  des  Systems  der  Winkelgeschwindigkeiten  oder  in  Folge  der 
Schraubongeschwindigkeit  annimmt.  Denn  die  Rotation  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit 0}  um  die  Centralaxe  gibt  ihm  die  Geschwindigkeit  ro  senk- 
recht zur  Centralaxe  und  mit  ihr  combinirt  sich  die  dieser  Axe  parallele 

Translationsgeschwiudigkeit  t;^  zu  v '^^  (vq  ^  r^ m^y  .    Das  System  der 
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Winkelgeschwindigkeiten  ist  daher  aequivalent  einer  Trans- 
lationsgeschwindigkeit gleich  der  Geschwindigkeit  z;  irgend  eines 
SjBtempnnktes  in  Verbindung  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit, 
gleich  der  resnltirenden  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  durch 
den  Sjstempunkt  gehende  zur  Centralaxe  parallelen  Axe. 

Kach  Th.  L,  Cap.  IV.,  §.  4.  ist  jedes  Streckeusystcm  aequivalent  zweien 
Strecken  r,  q  auf  zwei  conjugirten  Geraden,  von  denen  die  eine  ihrer  Rieh- 
inngslinie  nach  willkührlich  wählbar  ist.  Zu  einer  Geraden  ergibt  sich  die 
conjngirte  als  die  Schnittlinie  der  Polarebenen  zweier  ihrer  Punkie.  In 
unserem  Falle  sind  die  Axenmomente  G  die  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte  und  da  die  Axenmomente  senkrecht  sind  in  den  Polen  zu  den  zu- 
gehörigen Polarebenen  und  im  Nullsystem  die  Polarebenen  durch  die  Pole 
hindurchgehen,  so  sind  die  Normalebenen  der  Bahnen  der  Systempunkte  die 
Polarebenen  dieser  Systempunkte.  Nun  gehen  nach  Th.  L,  Cap.  V.,  §.  3., 
Nr.  4.  8  und  §.  6.  die  Polarebenen  der  Punkte  einer  Geraden  durch  die 
dieser  conjngirte  Gerade  und  schneidet  der  kürzeste  Abstand  zweier  con- 
jugirter  Geraden  die  Centralaxe  rechtwinklig.  Construirt  man  daher  in  zwei 
Systempunkten  die  Normalebenen  ihrer  Bahnen,  so  schneiden  sich  diese  in 
der  zur  Verbindungslinie  dieser  Punkte  conjugirten  Geraden  imd  der  kürzeste 
Abstand  beider  conjugirten  Geraden  trifft  die  Centralaxe  des  Systems  der 
Winkelgeschwindigkeiten  rechtwinklig.  Hieraus  ergibt  sich  die  von  Chasles 
angegebene  Construction  der  Centralaxe: 

Man  ziehe  in  drei  Punkten  A,  i?,  C  des  beweglichen  Systems 
die  Tangenten  ihrer  Bahnen  und  lege  durch  die  Punkte  zu  diesen 
senkrecht  die  drei  Normalebenen  or,  ß^  y.  Nun  suche  man  den 
kürzesten  Abstand  a  der  Linie  AB  von  ihrer  conjugirten  (a/3), 
nttmlich  der  Schnittlinie  der  Ebenen  a,  ß\  ebenso  den  kürzesten 
Abstand  h  der  Geraden  BC  und  (ßy).  Dann  wird  die  Gerade  des 
kürzesten  Abstandes  von  a  und  h  die  Centralaxe  sein. 

Die  Th.  L,  Cap.  VI.,  §.  4.  angegebene  Construction  liefert  die  Strecken 
r,  Q  für  zwei  conjugirte  Gorade,  welche  dem  Streckensystem  aetjuivaloiit 
sind.  Auf  unsom  Fall  angewandt,  liefert  sie  also  die  Winkelgeschwindig- 
keiten um  zwei  conjugirte  Axen,  welche  dem  gegebenen  System  der  Winkel- 
geschwindigkeiten aequivalent  sind.  Wie  man  auch  immer  zwei  con- 
jugirte Axen  wählen  mag,  das  Tetraeder,  welches  die  auf  ihnen 
als  Längen  aufgetragenen  ihnen  zugehörigen  Winkolgescliwindig- 
keiten  zu  Gegenkauten  hat,  ist  von  constanteiu  Volumen. 

Um  die  Bedeutung  des  mit  dem  System  der  Winkelgeschwindigkeiten 
in  Verbindung  stehenden  Complexcs  ersten  Grades  deutlich  zu  zeigen,  führen 
wir  noch  Folgendes  an.  Mau  denke  sich  die  beiden  unendlich  wonig  von 
einander  abweichenden  Lagen  des  beweglichen  Systems,  die  ursprüngliche  H^ 
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und  die  Lage  2^2  >  ^^  welche  das  bewegliche  Syst-em  dnrch  das  System  der 
Winkelgeschwindigkeiten  fibergeführt  wird.  Die  Verbindungslinien^^'  homo- 
loger Punkte  A  ^  Ä  sind  die  Tangenten  der  Bahn  in  A ;  die  Gesammtheit 
aller  dieser  Tangenten  bildet,  wie  an  einer  anderen  Stelle  ausführlicher  be- 
sprochen werden .  wird ,  einen  Complex  zweiten  Grades.  Die  Normalebenen  ot 
der  Bahnen  in  den  Punkten  A  bilden  mit  diesen  Punkten  A  zusammen  das 
mit  unserer  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  zusammenhtogende  Null- 
system, in  welchem  die  Polarebenen  a  (Nullebenen)  durch  die  Pole  A 
(Nullpunkte)  hindurchgehen.  Die  Stralen  der  Ebenen  a,  welche  durch  die 
System  punkte  A  gehen,  sind  die  Stralen  des  Complexes  ersten  Grades.  Sie 
sind  die  Doppellinien  (sich  selbst  conjugirten  Geraden)  des  Nullsystems,  die 
nicht  als  conjugirte  Axen  dienen  können.  (Th.  I.,  Cap.  V.,  §§.  4.  7.) 

§.  28.  Sind  für  irgend  eine  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten 
^11  ^21  • '  -  ^n  ^^^  (^)  ^)  ^^^  beiden  Beductionselemente  zu  einander  senk- 
recht, 80  ist  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  einer  blossen  Winkel- 
geschwindigkeit CO  ohne  Translationsgeschwindigkeit  aequivalent.  Dieser  Fall 
tritt  insbesondere  für  parallele  Axen  und  Winkelgeschwindigkeiten  gleichen 
Sinnes,  sowie  überhaupt  solche,  wofür  2^[a>]  nicht  Null  ist  imd  im  Allge- 
meinen für  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  welche  in  eine  Ebene  fallen, 
ein.  Ist  m  =  ^[o/ J  =  0 ,  so  ist  das  System  aequivalent  einer  Translations- 
geschwindigkeit. Sind  a  und  v  für  irgend  eine  Reduction  beide  zugleich 
Null,  so  ist  das  System  aequivalent  Null;  es  erfolgt  keine  Bewegung. 
(Gleichgewicht  der  Winkelgeschwindigkeiten.) 

In  dem  Falle,  dass  das  System  einer  blossen  Winkelgeschwindigkeit  a> 
aequivalent  ist,  beschreiben  alle  Punkte  Bahnelemente  senkrecht  zur  Central- 
axe  und  gehen  daher  alle  Normalebenen  durch  diese  Axe.  Der  Complex 
ersten  Grades  wird  ein  specieller  Complex,  er  besteht  nämlich  aus  allen 
Geraden,  welche  die  Centralaxe  schneiden. 

Die  analytische  Durchführung  der  Reduction  nach  Th.  L,  Cap.  IV.,  §.  8. 
u.  ff.  hat  keine  Schwierigkeit. 


IV.  Capitel. 

Die  ebene  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  und  ihre 

Geschwindigkeiten . 

§.  1.  Die  Lehren  über  die  Aequivalonz  der  Rotationen  um  parallele 
Axen  reichen  hin,  um  eine  genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung 
eines  unveränderlichen  Systems  zu  erlangen,  bei  welcher  die  Bahnen  aller 
Fankte  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind.    Hierbei  bewegt  sich  jeder  zu 
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dieser  Ebene  parallel  geführte  Schnitt  des  Systems  iu  seiner  Ebene,  führen 
alle  Punkte  einer  zu  der  Ebene  senkrechten  Geradon  congruente  Bewegungen 
aus  und  sind  mithin  die  Bewegungen  aller  Parallclschnitto  zu  jener  Ebene 
dieselben.  Daher  genügt  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  solchen 
Parallelschnittes,  d.  h.  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  ebenen  Systems 
in  seiner  eigenen  Ebene.  Eine  solche  Bewegung  nennen  wir  Parallel- 
bewegung  oder  ebene  Bewegung. 

§.  2.  Es  seien  2)*^,  S^y  ^^  •**  ^^^  lieihe  von  Lagen,  welche  das 
ebene  System  £  während  seiner  Bewegung  durchläuft.  Die  Bewegung, 
welche  dasselbe  aus  der  Lage  Z^  nach  I^  führt,  ist  nach  Cap.  L,  §.  6. 
aequivalent  einer  Rotation  von  der  Amplitude  ^^  um  einen  gewissen  Ho- 
tationsmittelpunkt  (7|  (Fig.  88),  die  Bewegung,  durch  welche  dasselbe  aus 
der  Lage  2^  in  die  folgende  Lage  Z,^  gelangt,  ist  aequivalent  einer  Rotation 

d',,  um  einen  anderen  Mittelpunkt  Cg  u.  s.  f. 
Construiren  wir  alle  diese  Mittelpunkte  und 
ertheilen  dem  System  £  statt  seiner  wirk- 
lichen Bewegung  nach  imd  nach  die  [Rota- 
tionen ^1,  ^2  .  . .  um  sie,  so  ergibt  sich  eine 
Bewegung,  welche  mit  der  wirklich  statt- 
fmdenden  in  den  Lagen  2^^  £^^  I^^  . .  .  über- 
einstimmt. Schaltet  man  nun  zwischen  je  zwei 
aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen  andere  Lagen 
dos  beweglichen  Systems  ein  und  bestimmt 
von  Neuem  die  Rotationsmittelpunkte  und 
Amplituden,  so  erhält  man  eine  Bewegung 
des  Systems,  welche  der  wirklich  statttiudonden 
sich  bereits  weit  enger  anschliesst.  Setzt  man 
diesen  Process  immer  weiter  fort,  so  häufen  sich  die  Contra  immer  dichter, 
und  weil  je  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Systems  immer  weniger  von 
einander  abweichen,  so  nehmen  die  Amplituden  immer  mehr  ab  und  erkennt 
man,  dass  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  die  Grenze  ist,  welcher  sich 
die  Rotationsfolgo  ohne  Endo  nähert.  Dabei  nähert  sich  die  Reihe  der  Mittel- 
punkte einer  bestimmten  Curve,  sodass  man  beim  Uebergang  zur  Grenze 
den  Satz  erhält: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Systems  in  der 
Ebene  ist  aequivalent  einer  continuirlichen  Folge  von  Rotationen 
um  die  Punkte  einer  bestimmten  in  der  Ebene  gelegenen  (Uirvc 
(C) ;  und  mit  Rücksicht  auf  die  Bewegung  eines  räumlichen  Systems  parallel 
einer  Ebene:    . 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  körperlichen  Systems 
parallel  einer  Ebene  ist  aequivalent  einer  continuirlichen  Folge 
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Yon  Rotationen  um  die  Erzeugungslinien  eines  zur  Ebene  senk- 
rechten Cylinders  (C)  als  Axen. 

Die  Curve  (C)  ist  zum  Yerständniss  der  Bewegung  des  Systems  zwar 
wesentlich,  aber  noch  nicht  hinreichend,  vielmehr  gehört  dazu  noch  eine 
andere.  Während  sich  nämlich  das  System  um  C^  dreht,  fällt  mit  diesem 
Mittelpunkte  ein  gewisser  Punkt  F^  des  Systems  zusammen,  welcher  C^  ver- 
lässt,  sobald  die  Drehung  um  C^  beginnt;  während  dieser  liegt  ein  System- 
punkt r^  in  Cj;  ebenso  föUt  während  der  Drehung  um  C^  mit  diesem 
Punkte  ein  gewisser  Punkt  JTg  zusammen  u.  s.  f.  Sowie  nun  die  Punkte  C 
in  der  Grenze  eine  Curve  des  absoluten  Baumes  bilden,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte  F  schliesslich  eine  gewisse  Curve  des  Systems,  deren 
Punkte  während  der  Bewegung  mit  den  Punkten  der  Curve  (C)  zusammen- 
fallen, so  zwar,  dass  die  Curve  {T)  in  jeder  Lage  des  Systems  die  Curve  (C) 
berührt  imd  während  der  Bewegung  auf  ihr  hinrollt  ohne  zu  gleiten.  Man 
hat  daher  weiter  den  Sat^.: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Systems  in 
seiner  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Rollen  einer  bestimmten 
Curve  (F)  des  beweglichen  Systems  auf  einer  bestimmten  Curve 
(C)  der  festen  Ebene.    Oder  auch: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Systems 
parallel  einer  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Rollen  einer 
bestimmten  Cylinderfläche  (F)  des  beweglichen  Systems  auf  einer 
bestimmten  festen  Cylinderfläche  (C)  des  Raumes  ohne  Gleiten. 

Man  kann  leicht  zu  einer  Folge  von  Punkten  C  die  entsprochende  Folge 
der  Punkte  F  construiren.  Man  trage  zu  dem  Ende  an  C^  C^  entgegengesetzt 
dem  Sinne  der  Rotation  um  C^  den  Winkel  F^C^C^  gleich  der  zu  Cj  ge- 
hörigen Amplitude  9'^  an  und  nehme  F^  F^  =  Cj  Cg .  Hierauf  ziehe  man 
Fg^g  so,  dass  der  Winkel  I^Fg^g  gleich  dem  Winkel  C^G^G^  wird,  trage 
an  F^y^  wiederum  entgegengesetzt  der  Rotation  um  G^  die  diesem  Centrum 
entsprechende  Amplitude  d'^  an  und  mache  F^F^  =  G^G^.  Setzt  man  diese 
Construction  fort,  so  erhält  man  ein  Polygon  [F] ,  dessen  Aussenwinkel  gleich 
den  Polygonwinkeln  des  Polygons  [G]  sind,  vermehrt  um  die  den  Punkten  G 
entsprechenden  Rotationsamplituden,  welches  Polygon  also  bei  der  Rotation 
des  Systems  um  die  Punkte  G  sich  mit  seinen  Seiten  an  die  Seiten  von 
[G]  anlegt.  Geht  nun  das  Polygon  [G]  in  die  Curve  (G)  über,  welche  der 
Ort  aller  Rotationsmittelpunkte  im  absoluten  Räume  ist,  so  geht  das  Po- 
lygon (r)  zugleich  in  die  Curve  (F)  über,  welche  alle  Punkte  des  Systems 
enthält,  die  nach  und  nach  mit  den  Punkten  der  Curve  (G)  zusammenfallen 
und  welche,  indem  sie  über  die  Curve  (C)  hinrollt,  das  System  nöthigt, 
die  ihm  vorgeschriebene  Bewegung  auszuführen. 

§.  3.    Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  ein  bestimmter 
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Punkt  C  der  Curye  {C) ,  um  welchen  dasselbe  in  dem  nächstfolgenden  Zeit- 
element eine  unendlich  kleine  Rotation  ausführt ,  um  in  die  folgende  unendlich 
nahe  Lage  zu  gelangen.  Diesen  Punkt  nennen  wir  den  momentanen  Ro- 
tationsmittelpunkt oder  auch  das  Momentancentrura  und  die  unendlich 
kleine  Rotation  um  ihn  die  Elementarbewegung  des  Systems.  Ist  dO' 
die  unendlich  kleine  Amplitude  der  Elemeutarbewegang,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit der  Systempunkte  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  ^fomentancentrum 

oder  die  Winkelgeschwindigkeit  o)  um  dieses  a>  =  ---  und  die  Geschwindig- 
keit V  im  Abstände  r  vom  Centrum  f;  «==  cor.  Das  Centrum  selbst  hat  die 
Geschwindigkeit  Null;  es  kann  daher  fllglich  auch  Mittelpunkt  der  Ge- 
schwindigkeiten oder  Pol  der  Geschwindigkeiten  genannt  werden, 
weil  um  dasselbe  auf  conccntrischen  Kreisen  die  Geschwindigkeit  der  System- 
pnnkte  der  Grösse  nach  gleich  ist.  Für  das  räumliche  System  tritt  an  die 
Stelle  dieses  Punktes  die  Momentanaxe  (Axo  oder  Polaxe  der  Ge- 
schwindigkeiten). 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn,  welches  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  um  das 
Momentancentrum  als  Mittelpunkt  oder  auch  als  unendlich  kleine  gerade 
Linie  angesehen  werden  kann,  senkrecht  zu  dem  Strale,  der  den  System- 
pankt  mit  dem  Momentancentrum  verbindet  Das  Element  der  Bahn  hat  die 
Richtung  der  Tangente,  jener  Stral  also  die  der  Normalen  der  Bahn.  In 
jeder  Lage  des  Systems  laufen  also  die  Normalen  der  Bahnen  der 
Systempunkte  alle  durch  ein  und  denselben  Punkt  der  Ebene, 
nämlich  durch  das  der  Lage  des  Systems  entsprechende  Momentan- 
centrum. 

Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreiben  die  Punkte  einer  Geraden 
des  Systems  Bogenelemente,  welche  verschieden  geneigt  sind  gegen  dieselbe, 
weil  sie  senkrecht  sind  zu  den  Stralen,  welche  die  Punkte  mit  dem  Mo- 
mentanoentrum  verbinden.  Nur  dann,  wenn  die  Gerade  durch  dies  Centrum 
hindurchgeht,  ist  die  Neigung  aller  dieselbe,  nämlich  ^tt.  Unter  den  Punkten 
df*r  beweglichen  Geraden  ist  ein  einziger,  dessen  Bahnelement  in  die  Gerade 
fllllt,  nttmlich  der  Fusspunkt  P  der  vom  Momentancentruni  auf  die  Gerade 
gefiülten  Normalen.  Nun  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  oo  der  Elementar- 
bewegong  um  C  aequivalent  derselben  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  diesen 
Fusspunkt  in  Verbindung  mit  einer  Translaticmsgeschwindigkeit  ron  des 
Systems,  wenn  r  der  Normalabstand  CP  ist,  senkrecht  zu  r  und  gleich  der 
Geschwindigkeit  von  P.  (§.  22.,  S.  211  u,)  Daher  gleitet  die  Gerade  in 
ihrer  Richtung  mit  der  Translationsgeschwindigkeit  reo  und  rotirt  um  P  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  00.  Nur  die  Geraden,  welche  durch  C  hindurch 
geben,  rotiren  um  C  ohne  Translation.    Der  Punkt  P  wird  der  Gleitungs- 
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punkt  der  Geraden  genannt.  Aehnliches  gilt  von  jeder  Curve  des  Systems. 
Fallt  man  von  C  auf  eine  solche  Curve  die  verschiedenen  Normalen  und 
zieht  in  deren  Fusspunkten  die  Tangenten  an  die  Curven,  so  gleiten  diese 
Tangenten  in  sich  mit  der  Geschwindigkeit  ihrer  Fusspunkte  und  rotiren  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  co.  Bios  dann,  wenn  die  Curve  die  Curve  {C) 
der  Momentancentra  in  C  berührt,  findet  in  diesem  Punkte  kein  Gleiten, 
sondern  nur  Botation  der  Curve  um  C  statt.  Die  bewegliche  Gerade  oder 
Curve  umhüllt  während  ihrer  Bewegung  im  Allgemeinen  eine  Curve,  ihre 
Enveloppe,  die  sie  in  allen  Lagen  berührt.  Das  Vorstehende  zeigt  daher, 
dass  für  jede  Lage  des  beweglichen  Systems  die  Normalen  der 
Enveloppen  aller  Systemcurven  in  den  Punkten,  in  welchen  sie 
von  diesen  berührt  werden,  durch  das  Momentancentrum  hindurch- 
gehen. 

Die  Tangenten  der  Bahnen  aller  Punkte  einer  Geraden  l  für 
irgend  eine  bestimmte  Lage  derselben,  für  welche  das  Momentan- 
centrum C  ist,  berühren  eine  Parabel,  deren  Scheitel  der  Glei- 
tungspunkt  J.  von  l  und  deren  Brennpunkt  (7  ist  Denn  die  Gerade  I 
und  ihre  nächstfolgende  Lage  t  enthalten  zwei  congruente  Punktreihen 
-4, . . .  i?,  D,  . . . ;  A\  . , .  ^^  jy  , .  .  und  ihre  Projecsionsstralen  AA\  . . . 
-ß-H',  Bjy  . . .  sind  die  Tangenten  der  Bahnen  der  Punkte  -4, . . .  B,B^ . . . 
Sie  berühren  nach  einem  bekannten  Satze  eine  Parabel  und  da  l  und  t  selbst 
Projectionsstralen  sind,  so  berühren  auch  sie  dieselbe.  Der  Punkt  A  be- 
schreibt das  Bogenelement  AA',  welches  in  l  fällt;  l  ist  daher  Tangente  an 
die  Parabel  im  Gleitungspunkte  A  und  A  C  Normale  daselbst  Denkt  man 
sich  alle  übrigen  Normalen  BC,  DC . .  .<,  welche  auf  den  Parabeltangenten 
BB^,  DD' .  ,  ,  senkrecht  sind,  so  hat  man  ein  System  von  rechten  Winkeln 
CAA\  CBB",  CDD' .  . .,  von  deren  Schenkeln  die  einen  die  Parabel  be- 
rühren, während  die  andern  durch  denselben  Punkt  C  gehen.  Nach  be- 
kannten Eigenschaften  der  Parabel  ist  daher  C  der  Brennpunkt  und  d^  CA 
auf  der  Geraden  lia  A  senkrecht  steht,  so  ist  CA  die  Hauptaxe  und  A  der 
Scheitel. 

DieProjectionen  derBogenelemente,  welchedie  verschiedenen 
Punkte  einer  Geraden  l  durch  die  Elementarbewegung  beschreiben 
auf  die  Gerade  /  sind  gleich;  daher  sind  auch  die  Projectionen 
der  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  von  l  auf  l  gleich.  Denn  das 
Bogenelement,  welches  ein  Punkt  A  beschreibt,  ist  CA  .  dd^  und  wenn  CA 
mit  l  den  Winkel  g>  bildet,  so  bildet  AA'  mit  l  den  Winkel  ^n  —  q>, 
mithin  ist  CA  sin  9  .  d^*  seine  Projection  auf  l .  Ebenso  ist  für  einen  andern 
Punkt  B  die  Projection  des  Bogenelementes  BB'  VLMf  l  gleich  C^sin^d'^, 
wenn  CB  mit  l  den  Winkel  ^  bildet.  Es  ist  aber  sowohl  CA  sin  9 ,  als 
auch  CB  sin  ^  der  Abstand  der  Geraden  {  von  C.    Daher  sind  beide  Pro- 
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jectionen  gleich,  und  wenn  man  nie  mit  dt  dividirt,  auch  die  Projectioneu 
der  Geschwindigkeiten  von  Ä  und  B. 

Alle  Punkte  JL  des  beweglichen  Systems,  deren  Geschwindig- 
keitsrichtungen für  eine  bestimmte  Lage  dos  Systems  durch  ein 
und  denselben  Punkt  P  hindurchgehen,  liegen  auf  dem  Umfange 
eines  Kreises,  welcher  durch  das  Momentancoutrum  C  geht  und 
den  Abstand  CP  zum  Durchmesser  hat.  Denn  dem  Punkte  P,  wenn 
man  ihn  als  einen  Punkt  Qf  der  nächstfolgenden  Lage  2^  des  Systems  auf- 
fasst,  ist  ein  gewisser  ihm  unendlich  naher  Punkt  Q  der  ersten  Lage  £ 
homolog.  Zieht  man  nun  von  Q'  nach  allen  Punkten  Ä\  welche  den  Punkten 
^  in  2^  homolog  sind,  die  Stralen  QfÄ',  so  gehen  sie  durch  die  Ikmkte  A 
und  dem  StralenbUschel  (Q'),  den  sie  bilden,  ist  der  Stralenbüschel  (Q) 
homolog,  dessen  Stralen  QA  durch  die  Punkte  A  gehen.  Die  homologen 
Büschel  (Q)  imd  (Q')  sind  aber  conginient  und  gleichen  Sinnes;  daheK 
schneiden  sich  ihre  homologen  Stralen  QAj  ^ Ä  d.  h.  QA^  PA  in  den 
Punkten  Ä  eines  Kreises ,  welcher  in  der  Grenze  der  Ort  der  Punkte  A  ist. 
Dem  Strale  QC  entspricht  aber  Q'C  m  den  Büscheln^  weil  im  Momentan- 
centrum zwei  homologe  Punkte  C,  C  zusammenfallen.  Das  Bahnclement 
Q(jf  ist  aber  senkrecht  zu  CQ  und  hat  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
fes  Punktes  P;  daher  ist  CP  der  Durchmesser  des  Kreises. 

§.  4.  Die  Bewegung  des  Systems  in  der  Ebene  ist  durch  zwei  Be- 
dingungen bestimmt;  denn  sie  ist  es,  sobald  eine  Gerade  desselben  für  alle 
ihre  Lagen  bestimmt  ist  und  dies  erfordert  zwei  Bedingungen.  Sind  z.  B. 
die  Bahnen  bekannt  ftir  zwei  Punkte  der  Geraden,  so  ist  dies  der  Fall; 
zunächst  aber  nur  für  die  reine  Geometrie  der  Bewegung,  d.  h.  für  die  Be- 
stimmimg der  Orte  der  Punkte,  der  Bahnen  etc.,  noch  nicht  aber  für  die 
Geschwindigkeiten«  Ist  aber  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  bekannt,  so 
kann  man  durch  sie  die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  finden.  Dies  führt 
zu  folgenden  Aufgaben,  deren  Lösung  keine  theoretischen,  wohl  aber  in 
vielen  Fällen  praktische  Schwierigkeiten  hat: 

Wenn  die  Bewegung  eines  ebenen  unveränderlichen  Systems 
dnvch  zwei  Bedingungen  definirt  und  die  Geschwindigkeit  eines 
Sjstempunktes  für  den  Verlauf  der  Bewegung  bekannt  ist,  zu 
finden:  a.  das  Momentancontrum  C  für  eine  beliebige  Lage  des 
Systems  in  der  Ebene  der  Bewegung,  b.  den  Ort  (C)  aller  Mo- 
mentancentra  in  derselben,  c.  zu  einem  Momentancentrum  C  den 
Punkt  r  des  Systems,  welcher  im  Laufe  der  Bewegung  als  Mo- 
mentancentrum in  C  eintritt,  sowie  die  Lage  des  Systems,  für 
welche  dies  geschieht,  d.  den  Ort  (i^)  aller  Punkte  V  im  System, 
e.  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  nebst  deren  Tangente 
oder  Normalen  in  irgend  einem   ihrer  Punkte,    f.  die  Euveloppu 
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irgend  einer  Geraden  und  ihre  Tangente,  g.  die  Geschwindigkeit 
eines  beliebigen  Punktes. 

Wir  werden  bald  die  Lösung  dieser  Aufgaben  für  einzelne  Bestimmungs- 
arten geben  und  durch  Beispiele  erläutern. 

§.  5.  Wenn  ein  ebenes  System  2  sich  in  einer  Ebene  £'  bewegt,  so 
heisst  dies  soviel,  als  die  Elemente  von  £^  Punkte,  Geraden  etc.  fallen  nach 
imd  nach  einem  bestimmten  durch  die  Definition  dieser  Bewegung  gegebenen 
Gesetze  entsprechend  mit  gewissen  gleichartigen  Elementen  von  2^  zusammen. 
Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  £'  selbst  in  einem  dritten  Systeme  2"  ruhend 
oder  in  Bewegung  begriffen  gedacht  wird,  wenn  £,  2!  zusammen  als  ein 
Gesammtsystem  an  dieser  Buhe  oder  Bewegung  theilnehmen.  Allein  ebenso, 
wie  2  seinen  Ort  in  2'  verändert,  ist  dies  auch  bei  2^  der  Fall,  welches 
zugleich  in  2  sich  bewegt.  Es  bewegen  sich  beide  Systeme  in  einander,  die 
Bewegung  des  einen  zieht  die  de»  andern  nach  sich,  da  Bewegung  über- 
haupt ein  relativer  Begriff  ist.  (S.  Einleitung  §.  7.)  Wir  gelangen  leicht 
zur  Kenntniss  der  Bewegung  von  ^  in  ^,  indem  wir  beiden  Systemen  als 
einem  Gesammtsystem  eine  gewisse  gemeinsame  Bewegung  hinzufügen,  welche 
keinen  Einfluss  auf  die  relative  Bewegung  beider  gegen  einander  ausüben 
kann.  Dazu  wählen  wir  am  einfachsten  in  jedem  Augenblick  die  Bewegung 
von  2  m  2^  ^  d.  h.  die  Elementarbewegung  von  2  um  die  Momentanai^ 
(C,  J^)  in  umgekehrtem  Sinne.  Dadurch  kommt  2^  zur  Buhe  und  sieht  man, 
dass  die  Bewegung  von  2^  in  ^  in  dem  Bollen  der  Curve  C  auf  der  jetzt 
ruhenden  Curve  T  besteht  und  zwar  im  umgekehrten  Sinne  erfolgend.  Für 
die  beiden  relativen  Bewegungen  von  2  und  2'  in  einander  haben  daher 
die  Curven  C  und  T  wechselweise  dieselbe  Bedeutung.  Während  bei  der 
Bewegung  von  2  und  2!  ein  Punkt  A  von  2  eine  Curve  u  beschreibt, 
geht  bei  der  Bewegung  von  2'  xn  2  diese  Curven  fortwährend  durch  den 
Punkt  A ,  wie  durch  einen  festen  Punkt  hindurch  oder  was  dasselbe  ist,  es 
zeichnet  der  feste  Punkt  A  des  ruhenden  Systems  2  in  dem  beweglichen 
System  2'  dieselbe  Curve  d  und  während  im  ersten  Falle  eine  Curve  h 
in  2'  eine  Enveloppe  K'  erzeugt,  an  welcher  sie  rotirend  hingleitet,  so  gleitet 
im  andern  Falle  diese  Curve  K'  über  Ä  berührend  hinweg.  Um  den  ein- 
facbsten  Fall  dieser  Gegensätze  zu  erwähnen,  wollen  wir  hervorheben,  dass, 
wenn  bei  der  Bewegung  von  ^  in  ^'  ein  Punkt  A  von  2  m  2'  eine  Gerade 
d  beschreibt,  diese  Gerade  d  während  der  Bewegung  von  2^  in  2?  fort- 
während durch  den  Punkt  A  hindurchgeht  und  umgekehrt,  wenn  eine  Gerade 
Ä;  von  2  m  2'  fortwährend  durch  einen  Punkte  K  geht,  im  andern  Falle 
K*  sich  in  A;  bewegt.  Es  spricht  sich  hierin  eine  gewisse  Wechselseitigkeit, 
ein  gewisser  Umtausch  der  die  beiden  Bewegungen  bedingenden  und  der  durch 
die  Bewegung  erzeugten  geometrischen  Gebilde  aus,  den  wir  mit  dem  Namen 
des  Dualismas  der  Bewegung  beteiohnen,  indem  wir  dabei  auf  Chasles 
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verweisen  (Aper9u  historique,  Note  XXXIV,  p.  408),  welcher  zuerst  auf  ihn 
aufmerksam  gemacht  hat  Von  den  beiden  Bewegungen,  der  von  2^  in  ^ 
und  der  von  2^  in  2^  soll  jede  die  Umkehrung  der  andern  heissen. 

§.  6.  Zwei  Systempunkte  -4,  B  (Fig.  89.)  bewegen  sich  auf  zwei 
gegebenen  Curven  (a),  (/3)  der  Ebene  der  Bewegung,  man  soll  die 
Aufgaben  des  §.  4.  für  die  hiedurch  definirte  Bewegung  des 
Systems  Z  behandeln. 

Da  die  Normalen  der  Bahnen  aller  Systempunkte   entsprechend   einer 

bestimmten  Stellung  des  Systems  durch 
das  Momentancentrum  gehen ,  so  erhftlt 
man  dies  als  Durchschnitt  der  Nor- 
malen an  die  Curven  (a),  (ß)  in  den 
Punkten  A^B,  Die  continuirliche Beihe 
aller  dieser  Normalendurchschnitte,  ent- 
sprechend den  verschiedenen  Lagen  der 
Punkte  -4,  B  auf  den  Curven  (a),  (/3) 

ygr_  bildet  die   Curve  (C) .  —  Die  Punkte 

Fig.  8u.  A ,  B   und   das   Momentancentrum   C 

bilden  ein  Dreieck  ABC,  welches  im  Allgemeinen  für  jede  Lage  des  Systems 
ein  anderes  sein  wird.  Construirt  man  nun  im  beweglichen  System  über 
ili?  als  Basis  die  Dreiecke  ABT  congrueut  mit  den  verschiedeneu  Dreiecken 
ABC ^  so  decken  sich  aufeinanderfolgend  während  der  Bewegung  diese  mit 
jenen  und  sind  folglich  die  Ecken  F  derselben ,  welche  A  B  gegenüberliegen, 
die  Systempunkte,  welche  mit  den  Momentancentris  zusammentreffen.  — 
Behufs  Lösung  der  dritten  Aufgabe  wird  man  von  dem  gegebenen  Momentan- 
centrum C  die  Normalen  6M,  CB  auf  die  Curven  (c^),  (/3)  fallen  und  das 
Dreieck  ABC  m  das  bewegliche  System  2^  AB  übertragen;  der  System- 
pnnkt,  mit  welchem  C  zusammenfallt,  ist  der  gesuchte  Punkt  F,  Lassen 
sich  von  C  an  eine  oder  die  andere  der  Curven  (a) ,  {§>)  mehrere  Normalen 
legen,  so  entscheidet  die  bekannte  Länge  ^  JB ,  welche  Verbindungslinie  der 
Fusspunkte  werden  muss,  welche  zwei  von  den  verschiedenen  Fusspunkten 
der  Normalen  zu  wählen  sind.  —  Da* das  Bogenelemcnt,  welches  ein  be- 
liebiger Systempunkt  M  beschreibt,  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  um  das 
Momentancentrum  C  augesehen  werden  muss,  so  folgt,  dass  die  Bahn  des 
Punktes  M  von  sämmtlichen  Kreisen,  welche  aus  den  Momentancentris  C 
mit  den  Abständen  CM  derselben  von  den  entsprechenden  Lagen  des  be- 
schreibenden Punktes  M  beschrieben  werden  können,  berührt  wird.  Die 
Bahn  des  Punktes  M  ist  also  die  Enveloppe  derselben.  Die  Euveloppe  einer 
Oeraden  des  Systems  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  auf  die  einzelnen 
Lagen  der  Oeraden  von  den  betreffenden  Momentancentren  gefällten  Nor- 
malen.   Die  Geschwindigkeit   eines   beliebigen  Systempunktes   ist  bekannt, 
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sobald  die  Winkelgeschwindigkeit  o  um  das  Momentancentrum  gefunden  ist. 
Ist  Va  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  und  r«  sein  Abstand  Yom  Centrum  C, 

so    folgt    (0    aus    (O  >  ra  =  Va' 

Behufs  der  analytischen  Behandlung  der  vorstehenden  Aufgaben 
nehmen  wir  in  der  festen  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  der 
X ,  y  und  in  dem  beweglichen  Systeme  ein  anderes  der  x  ,  y  an.  Das  erste 
sei  beliebig  gewählt,  der  Ursprung  des  zweiten  aber  sei  die  Mitte  der  Ge- 
raden AB  und  seien  AB  und  die  in  ihrer  Mitte  errichtete  Senkrechte  die 
Axen  der  x  und  y  .  Die  Coordinaten  des  Punktes  A  auf  der  Curve  (a) 
seien  Xa,  yai  ^Is  Functionen  irgend  einer  Yariabeln  ia  gedacht,  durch  deren 
Elimination  die  Gleichung  der  Curve  (a)  in  der  gewöhnlichen  Form  gefunden 
würde ;  die  Coordinaten  von  B  auf  der  Curve  (/3)  seien  in  ähnlicher  Weise 
^^1  yfi  und  als  Functionen  einer  andern  Variabein  t^  gegeben.  Ist  alsdann 
a  der  constante  Abstand  AB  beider  Punkte,  so  besteht  zunächst  die  Gleichung 

{xß  -  xaf  +  (y^  -  y„)»  =  a»  (l) 

und  werden  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprunges  0'  sein: 

^{xa  +  Xß),  \{ya  +  yi). 
Charakterisirt  man  ausserdem  die  specielle  Lage  des  beweglichen  Coordinaten- 
Systems  gegen  das  feste  durch  den  Winkel  A,  welchen  die  positiven  Axen 
der  Xy  X   mit  einander  einschliessen,  sodass  also 

cos  X  sin  X  ,^v 

= =  a,  (2) 

Xfi  —  Xa        yß  —  ya 

80  bestehen  zwischen  den  Coordinaten  x ,  y  eines  Punktes  der  festen  Ebene 
und  denen  x\  y  des  mit  ihm  in  einer  speciellen  Lage  des  Systems  zu- 
sammenfallenden Punktes  die  Gleichungen: 

x=^\{xa  +  Xfi)  +  X  cos  X  —  ysmX^  .  . 

y  =  ^{ya  +  y/i)  -{'X  smX  +  y  cobX.  ^  ^ 

Bedeuten  x^  y  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  C,  so  sindo;',  y 
die  Coordinaten  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  F  und 
müssen  Xy  y  den  Gleichungen  der  Normalen  aU'  (a),  (ß)  in  den  Punkten 
Ay  B  genügen,  nämlich 

{X  —  Xa)Xa  +  (y  —  ya)ya  =  0,  ,^. 

{x  —  Xfi)xß  +  (y  —  yß)yfi  =  0, 

worin  die  Accente  Differentiationen  nach  ta^  tß  resp.  bedeuten.  Mit  Hülfe 
der  Gleichung  (l)  kann  eine  von  den  Grössen  tat  ^(i  eliminirt  werden,  sodass 
aus  (3)  und  (4)  durch  Entfernung  von  Xy  y  noch  zwei  Gleichungen  übrig 
bleiben,  welche  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  durch  die  andere 
dieser  Grössen  darstellen.  Eliminirt  man  auch  diese  noch,  so  bleibt  eine 
Gleichung  für  den  Ort  (C).    Um  die  Gleichung  '  T>  m  finden, 
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liat  man  statt  %  ^  y  nur  x^y  zu  eliminiren.  —  Bedeuten  (v\  y  die  Coordinaten 

eines  bestimmten  Systempunktes,  so  sind  x^  y  Coordinaten  der  Punkte  seiner 

Bahn;  die  Gleichung  dieser  erhält  man  aus  (3)  (ohne  (4)  zu  Hülfe  zu  nehmen) 

durch  Elimination  der  Gruudvariabeln.    Man  kann  ta  und  t^  einander  gleich 

und  als  ihren  gemeinschaftlichen  Werth  die  von  einem  beliebigen  Momente 

an  gerechnete  Zeit  betrachten. 
§.  7.   Beispiele. 

1.  Ein  unveränderliches  ebenesSystem  bewegt  sich  in  einerEbene 
80,  dasB  Ewei  seiner  Punkte  A^  B  (Fig.  90)  fortwährend  auf  zwei  in  der 
Ebene  festen,  unter  dem  Winkel  X  sich  in  einem  Punkte  0  schnei- 
denden Geraden  (a),  (ß)  bleiben.  Man  soll  das  Momentancentrum  (C,  F) 
für  eine  beliebige  Lage  des  Systems  und  seine  Orte  (0),  (F)  in  der 
Ebene  der  Bewegung  und  im  System,  die  Bahn  eines  beliebigen 
Bystempunktes  und  seine  Geschwindigkeit  finden. 

o.    Der  Schnittpunkt  der  Normalen   in  Ay   B  auf  die  Bahnen  (a) , - {ß)  dieser 

Punkte  ist  das  Momentancentrum  (C,-  F)  für  die 
durch  die  Lage  der  Geraden  AB  charakterisirte 
Lage  des  Systems.  Das  Viereck  OACB  ist  ein 
Sehneuviereck  und  OC  der  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises.  Derselbe  gibt  die  Entfernung 
-^  des  Momentancentrums  vom  Schnittpunkte  der  festen 
Geraden  an  und  bleibt  für  alle  Lagen  des  Systems 
constant,  OC  ^='  AB  :  Bin  l.  Daher  ist  der  Ort  (C) 
der  Momentancentra  in  der  Ebene  der  Beweg^g 
ein  Kreis,  um  0  mit  dieser  Länge  als  Radius  be- 
Fig.  90.  schrieben. 

h.  Jeder  Punkt  r  des  Systems,  der  im  Laufe  der  Bewegung  Momentancen- 
imm  wird,  bildet  mit  A,  B  ein  Dreieck,  von  constanter  Basis  ^^,  in  welchem 
der  Gegenwinkel  dieser  Seite  constant  gleich  n  —  l  ist.  Daher  ist  der  Ort  (P) 
aller  dieser  Punkte  ein  Kreis,  welcher  diesen  Winkel  über  AB  als  Peripherie- 
winkel fiasst.  Dieser  Kreis  (F) ,  dessen  Radius  XAB:  sin  X,  also  halb  so  gross  als 
der  BadiuB  des  vorigen  ist,  geht  während  der  Bewegung  fortwährend  durch  0  und 
berührt  den  vorigen  Kreis  (C)  so,  dass  beide  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinschafb- 
lichen  Tangente  fallen.  Die  Bewegung  des  Systems  kann  daher  ebenso  gut  durch 
das  Rollen  eines  Kreises  auf  der  Innenseite  eines  anderen  von  doppelt  so  grossem 
Radius  definirt  werden,  als  durch  die  Bewegung  der  beiden  Punkte  u4,  B  auf  den 
Geraden  (a),  (ß).  Die  Bewegung  ist  eine  periodische  und  kehren  dieselben  Lagen 
des  Systems  nach  zwei  vollen  Umläufen  des  rollenden  Kreises  wieder.  Sie  kann 
in  doppeltem  Sinne  erfolgen. 

c.  Um  die  Bahn  eines  Systempunktes  M  zu  bestimmen  (Fig.  91),  ziehen  wir 
durch  ihn  den  Durchmesser  MO'  des  rollenden,  dem  System  angehörenden  Krei- 
set (F).  Dieser  Durchmesser  schneidet  (F)  in  den  beiden  Systempunkten  P  und 
Qf  welche  als  solche  unveränderliche  Abstände  von  den  Punkten  A  und  B  haben. 
Daher  sind  auch  die  Bogen  PB  und  (JA  und  folglich  auch  die  Peripheriewinkel 
PUB  und  QOA  unveränderlich.  Da  nun  die  Punkte  A  und  B  auf  den  festen 
Geraden  (a),  (ß)  fortrücken,  so  behalten  die  Geraden  PO,  QO  während  der  Be- 
wegung dieselbe  Lage  in  der  Ebene  der  Bewegung,  d.  h.  es  rücken  P  und  Q 
^gieSehlMli  auf  iwei  festen  und  überdies  zu  einander  senkrechten  Geraden  OP^OQ 
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Fig.  91. 


dieser  Ebene  fort.  Nach  einem  bekannten  Satze  beschreiben  aber  die  Punkte  M 
einer  Geraden  AB^  wenn  zwei  Punkte  A^  B  derselben  sich  auf  zwei  festen,  zu 
einander  senkrechten  Geraden  bewegen,  Ellipsen^  deren  Hauptazenrichtungen 
die   festen    (xeraden   sind  und  deren  Mittelpunkt  also  ihr  Schnittpunkt  ist.     Die 

Hdlbazen  dieser  Ellipsen  sind  MP  und  MQ^  wie 
man  sieht,  wenn  man  den  Durchmesser  MO'  in  den 
Lagen  betrachtet,  wo  er  mit  OP  oder  OQ  zusam- 
menfällt. 

Der  Mittelpunkt  0'  des  rollenden  Kreises  beschreibt 
einen  Kreis  um  0,  alle  Punkte  des  Innenraumes  des  rol- 
^^1  lenden  Ejreises  beschreiben  Ellipsen,  für  welche  die  Summe 
ihrer  Halbaxen  gleich  dem  Durchmesser  dieses  Kreises  ist, 
alle  Punkte  des  Aussenraumes  solche,  für  welche  die 
Differenz  der  Halbaxen  gleich  diesem  Durchmesser  ist, 
alle  Punkte  des  Umfanges  aber  gerade  Strecken  als  Ellipsen  von  verschwindenden 
kleinen  Axen. 

Alle  Punkte  eines  und  desselben  Durchmessers  des  rollenden  Kreises  erzeugen 
Ellipsen  von  denselben  Hauptaxenrichtungen,  alle  Punkte  eines  mit  dem  rollen- 
den Kreise  concentrischen  Kreises  Ellipsen  Ton  gleicher  Länge  der  Hauptaxen. 

Ist  der  Durchmesser  des  rollenden  Kreises  a  und  d  der  Abstand  des  die  El- 
lipse beschreibenden  Systempunktes  vom  Mittelpunkte  0'  desselben,  so  sind  \a-\-d 
und  +  (i^  —  ^  ^16  Halbaxen  und  ist  also  2  ad  das  Quadrat  der  Excentricität 
der  Ellipse.  Scheitel  und  Brennpunkte  aller  Ellipsen,  welche  von  den  Punkten 
eines  mit  O'  concentrischen  Kreises  beschrieben  werden,  liegen  auf  Kreisen  um  0 
als  Mittelpunkt. 

d.  Wenn  ein  ebenes  System  mit  einem  seiner  Kreise  auf  einem  festen  Kreise 
in  der  Ebene  rollt,  so  heissen  die  Bahnen  der  Systempunkte  Cycloiden  und  zwar 
Epicycloiden ,  wenn  die  Kreise  auf  verschiedenen  Seiten  ihrer  gemeinsamen  Tan- 
gente liegen,  Hypocycloiden,  wenn  sie  auf  dieselbe  Seite  der  Tangente  fEdlen.-  Bei 
unserer  Bewegung  findet  das  letztere  statt;  die  von  den  Systempunkten  beschrie- 
benen Ellipsen  sind  Hypocycloiden,  entsprechend  dem  Verhältniss  der  Radien  der 
Kreise  gleich  1:2. 

e.  Ist  Va  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A^  welcher  sich  auf  der  Geraden 
(a)  bewegt,  so  hat  die  Winkelgeschwindigkeit  o  um  das  Momentancentrum  C  die 
Grösse  m  =^  Va  i  CA  und  wenn  8  der  Abstand  MC  des  Systempunktes  M  von  C 
ist,  so  hat  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M  den  Werth  v  =  (08  =»  VaS  i  CA, 
Ihre  Richtung  ist  das  in  M  auf  CM  errichtete  Perpendikel. 

f.  Behufe  der  analytischen  Behandlung  des 
Problems  wählen  wir  den  Schnittpunkt  0  (Fig.  92.) 
zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems,  die  Gerade  (a)  und  die  zu  ihr  senkrechte 
des  Punktes  0  zu  Axen  der  x  und  y.  Der  Kreis 
um  das  Dreieck  GAB  schneidet  die  y-Axe  in 
einem  Punkte  B'  und  AB'  ist  Durchmesser  des- 
selben, also  constant  gleich  AB  i  «ml.  Während 
A  auf  {x)  sich  bewegt,  läufk  daher  B'  auf  der  jz-Axe 
und  können  die  Bewegungen  von  A  und  B^  auf 
den  Coordinatenajcen  den  Bewegungen  ▼'^  ^  ^^'i  B  behufs  der  Definition  der  Be- 
wegung des   Systems  snbstitirirt  fi  Titte   C^  von  AB>    wählen   wir 
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sam  Urspmng  eines  zweiten  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x^  y\  dessen 
Axen  der  x  und  y  die  Gerade  0'  A  und  das  auf  ihr  in  0'  errichtete  Perpen- 
dikel seien.  Diese  Axen  gehören  dem  beweglichen  System  an,  so  dass  ihre  Lage 
in  der  Ebene  der  (xy)  die  Lage  desselben  charakterisirt.  Als  individualisi- 
renden  Parameter  dieser  Lage  wählen  wir  den  Winkel  ^,  den  die  x-ksA  mit 
der  X'kiR  bildet,  positiv  in  dem  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung.  Nach  den 
allgemeinen  Transformationsformeln  der  Coordinatensysteme  bestehen  alsdann 
zwischen  den  veränderlichen  Coordinaten  x^  y  eines  Systempunktes  M  bezüglich 
des  festen  Coordinatensystems  zwischen  den  während  der  Bewegung  unveränder- 
lichen Coordinaten  x\  y  desselben  Systempunktes,  welche  seine  Lage  im  System 
markiren,  den  Coordinnten  x^^  y^  des  beweglichen  Ursprungs  0'  und  dem  Winkel 
a  der  Axen  die  Gleichungen 

X  =  Xq  -\-  x'  cos  cc  —  y  sin  a 
y  =  yo  +  y  cos  a  +  x  sin  a 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  der  positive  Drohungssinn  des  Winkels  a  von  der 
positiven  a;-Axe  zur  positiven  y-kxe  hingewandt  sei.  In  unserem  Falle  wird 
a  Ol  —  ^  und  wenn  AB'  =  a  gesetzt  wird,  ist  x^  =*  \a  cos  i/»,  yo  ^  ^a  sin  ^. 
Demnach  bestehen  zwischen  den  beiderlei  Coordinaten  x,  y  und  x\  y  die  Glei- 
chungen 

ic  ==  (^  a  +  o:')  cos  i/;  +  y  sin  i/; , 

y  r=^  2/'  cos  V»  +  (i«  ~  x)  sin  V, 

welche  die  von  M{x'y)  beschriebene  Curve  so  darstellen,  dass  ihre  Coordinaten 
X,  y  als  Functionen  von  tp  erscheinen.  Indem  man  }p  aus  ihnen  eliminirt  (man 
Buche  sin  ^,  cos  ^  und  setze  deren  Quadratsumme  der  Einheit  gleich),  erhält  man 
eine  Gleichung  in  x^  y  für  sie,  nämlich: 

[(ia  -  «' )«  +  s/'T  x^  -  2ay'  xy  +  [(i  a  +  x'y  +  y'»]  y«  =»  [{a^  -  {x"'  +  y'«)]« . 

In  derselben  bedeuten  die  Coefficicnten  von  x^  und  y'  die  Quadrate  der  Abstände 
d,  if  des  Punktes  M  von  A  und  B'  und  der  Absolutwerth  des  Coefficienten  von 
xy  den   vierfachen   Inhalt  J  des  Dreiecks  AB'  M,    Wir  schreiben  daher,  wenn 

ausserdem  noch  der  Abstand  (.r'*  +  y'*)*  des  Punktes  M  von  0'  mit  d  bezeich- 
net wird,  die  Gleichung  einfacher: 

d^x^  -  \Jxy  +  d'^y^  =  [Ja«  -  d^y . 

Sie  bedeutet  eine  centrale  Curve  zweiter  Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte  in 
0.    Dieselbe  ist  elliptisch,  denn  die  Determinante  der  Coefficienten 

ist  nicht  positiv.  Man  sieht  dies,  indem  man  bedenkt,  dass  für  «^  AMB'  =  cd 
die  Grosse  ^^  sin  (»«.2/,  also  D  =  —  4/*  cotg*  w  ist.  Für  w  ==  ^w  wird  D=0, 
mithin  dUf  ai  ay.  Die  Gleichung  der  Curve  zeigt  hiefür  auf  der  linken  Seite 
das  vollständige  Quadrat  {ßx  —  ^ yY  und  rechts  die  Null,  da  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  AMB'  der  Abstand  d  ^^  \a  wird.  Die  Curve  degenerirt  also  in 
die  doppelt  zu  rechnende  Gerade  {dx  —  d'yy  =«  0  u.  s.  w. 

g.  Um  die  Enveloppe  einer  Systemgeraden  zu  finden,  ziehen  wir  zu  ihr  paral- 
lel einen  Durchmesser  des  beweglichen,  dem  Dreieck  AOB  (Fig.  91)  umschriebenen 
Kreises  und  w&hlen  die  beiden  zu  einander  senkrechten  Geraden,  auf  welchen  die 
Endpunkte  des  Durchmessers  fortrücken,  zu  Coordinatenaxen.   Ist  alsdann  e  der  Ab- 
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stand  der  Systemgeraden  vom  Mittelpunkte  O  und  '^  der  individualisirende  Win- 
kel derselben  mit  der  Aze  der  x^  so  ist 

Ä  sin  '^  +  y  cos  ^  =  ^a  sin  2^  +  c, 

wie  leicht  zu  sehen,  ihre  Gleichung.  Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  ist  diese 
Gleichung  nach  ^  zu  di£ferentiiren  und  die  differentiirte  Gleichung,  nämlich 

X  cos  ^  —  2/  sin  ^  =»  a  cos  2  ^ 

mit  ihr  zu  verbinden.  Das  System  beider,  oder  auch  die  aus  ihnen  durch  Elimi- 
nation von  '^  hervorgehende  Gleichung,  stellen  die  Enveloppe  dar.  Man  kann  die 
beiden  Gleichungen  durch  die  beiden  folgenden,  aus  ihnen  durch  algebraische 
Combinationen  hervorgehenden  ersetzen : 

X  ^=»  a  cos*  -^  +  c  sin  i/», 
y  =  a  sin*  V'  +  ^  cos  ^ . 

Für  e  =  0  erhält  man  rc^  +  y"^  =  a^,  die  sogenannte  Astrois,  eine  Curve 
6.  Grades  mit  vier  in  gleichem  Abstände  vom  Co«rdinatenursprnng  auf  den  Azen 
liegenden  Spitzen.  Sie  ist  die  Enveloppe  des  Durchmessers,  welchen  wir  mit  unse- 
rer Systemgeraden  im  Abstände  e  parallel  legten.  Die  Enveloppe  dieser  System- 
geraden, deren  Tangenten  alle  mit  den  Tangenten  der  Astrois  parallel  sind,  hat 
eine  dieser  nicht  unähnliche  Gestalt. 

h,  das  System  aller  Bahnen  sämmtlicher  Systempunkte  bildet  eine  Schaar 
unter  sich  verwandter  Curven.  Es  enthält  gerade  Strecken  als  Degenerationen 
von  Ellipsen.  Dieser  Umstand  macht  die  hier  behandelte  Bewegung  für  die 
Technik  wichtig,  indem  man  sie  zu  „GeradfÖhrungen^*  benutzen  kann.  L&sst 
man  ein  cylindrisches  Zahnrad  im  Innern  eines  anderen  von  doppelter  Grösse 
laufen,  was  man  dadurch  erreichen  kann,  dass  man  ihre  Mittelpunkte  durch  eine 
um  diese  drehbare  Schiene  verbindet  und  das  kleine  Rad  durch  eine  Kurbel  um 
seinen  Mittelpunkt  in  Bewegung  setzt,  so  beschreibt  jeder  Punkt  des  Umfanges 
des  kleinen  Rades  mit  oscillirender  Bewegung  eine  gerade  Strecke  gleich  dem 
Durchmesser  des  grossen  Rades. 

t.  Die  Eenntniss  der  Epi-  und  Hypocycloiden  reicht  bis  zu  Ptolemaeus  hin- 
auf, ohne  dass  man  ihre  Eigenschaften  sorgfältig  studirt  hätte.  Erst  Gardano 
(geb.  1501  zu  Pavia,  gest.  1576,  Prof.  der  Medicin  zu  Bologna)  untersuchte  sie 
sorgfältiger;  er  hat  insbesondere  die  im  Vorstehenden  behandelte  hypocycloidische 
Bewegung  zuerst  gefunden  und  bewiesen,  dass,  wenn  ein  Kreis  in  einem  anderen 
von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  rollt,  jeder  Punkt  des  ersteren  eine  Gerade 
beschreibt.  (S.  Cardanus,  opus  novum  de  proportionibus  numerorum,  motuum 
etc.,  prop.  173,  p.  188.)  Später  hat  Schooten  (16..  bis  1659),  Prof.  zu  Leyden, 
in  seinem  Werke:  De  orgauica  conicarum  sectionum  in  piano  descriptione 
tractatus.  Lugd.  Batav.  1646.  p.  14  sqq.  denselben  Gegenstand  behandelt. 
Seitdem  ist  er  in  allen  Schriften  über  Rouletten,  organische  Erzeugung  von 
Curven  etc.  zu  finden.  Wir  machen  noch  auf  einige  Schriften  aufmerksam,  welche 
von  Interesse  sind:  De  la  Gournerie,  Note  sur  des  th^orämes  de  Schooten  et 
do  la  Hire.  Journal  de  r£cole  polytechn.  Cah.  39,  p.  255  und  P.  Serret,  des 
M^thodes  en  G^omötrie,  Paris*  1855,  pp.  4  und  61;  Rittershaus,  über  Eilipso- 
graphen, Verhandl.  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfl.  in  Preussen.   1874. 

2.  Ein  unveränderliches  ebenes  System  bewegt  sich  in  einer 
Ebene  so,  dass  ein  Punkt  A  desselben  auf  einem  Kreise  (a)  und  ein 
anderer  Punkt  B  auf  einem  Durohmester  (|3)  desselben  fortrückt;  man 
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soll  die  Curven  (C),  (r),  sowie  die  Bahn  aud  die  Geschwindigkeit  eines 
beliebigen  Sjstempunktes  3f,  welcher  auf  der  Geraden  AB  liegt,  er- 
mitteln (EurbelbewegnDg). 

a.  Daa  Momentancentmm  C  (Fig.  93.)  ist  der  Schnifctpnnkt  der  Normalen  OC 

nnd  B  C  des  Kreises  (a)  und  der  Geraden  (ß) 
in  Ä  und  B.  Für  den  Kreismittelpunkt  0 
als  Pol  und  (ß)  als  Polaraze  eines  Polar- 
coordinatensystems , 

^COB  ^»,  OC=Q 

-'^.^  -  ^/fJ  erhält  man  aus  dem  Dreieck  AOB^  worin 
^•^'     die    coDstante   Länge    AB  '=  a    und    der 
Radius  des  Kreises  r  sei: 

^^«-  ^*-  a«  =  Ö5*  +r^  -2r  .OB  .  cos  «• 

wegen  OB  ea  ^  cos  «O*  die  Polargleichung  der  Curve  (C),  nämlich: 

Q{Q  —  2r)  cos*  ^  ==  a'  —  r*. 

In   rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y   für  0  als  Ursprung  und  (ß)  als  a;-Axe 
ergibt  sich  hieraus,  da  9*  =  o;*  -|-  t/',  cos  d"  ^=  x  :  q  ist:  / 

(a;«  +  yi)  (ic»  +  r«  —  a*)«  =  4r«  a;*.  /«  V  iW   ^»^"^^^ 

Die  Cnrve  (C)  ist  mithin  von  der  6.  Ordnung.    Sie  hat  verschiedene  Formen,  je 

nachdem  a  :  r  ^  1. 

h,  Ffir  die  Curve  (F)  nehmen  wir  A  als  Pol,  AB  als  Polaraxe  eines  dem 
beweglichen  System  angehörigen  Polarcoordinatensystems  an  und  setzen 

Ar  ==  Qi  nnd  ^  BAT  =  »i  . 

Dann  ist 

Q  sin  -©•  cos  ^  =  a  sin  ^, ,  9  =  ^j  +  r 

und  wenn  hiemit  ans  der  obigen  Polargleichung  der  Curve  (C)  die  Coordinaten  q 
nnd  ^  eliminirt  werden,  erhält  man  als  gesuchte  Polargleichung  für  (F): 

a«  (9i  —  2ry  sin«  «•,  =  (a«  —  r«)  (^J  —  a») . 

Die  Elimination  erfolgt  leicht,  indem  man  zunächst  beide  Seiten  der  Gleichung 
ffir  (C)  von  Q  {q  —  2r)  subtrahirt,  die  so  gewonnene  Gleichung  mit  derselben 
Gleichnng  für  (C)  multiplicirt  und  dann  9  sin  d"  cos  '&  =»  a  sin  <8'j  einsetzt  In  recht- 
winkligen Coordinaten  mit  A  als  Ursprung  und  AB  «Ab  x-Axe  erhält  man  eine 
Gleichung  6.  Grades.  ^!^-I.  u'    rUi'".'-*^* 

c.  Für  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktos  M  (x\  y)  sei  die  Mitte  O' 
von  AB  der  Ursprung  und  AB  die  x'-Axe  des  mit  dem  System  verbundenen 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  ^  ABO  ==»  rp  der  individualibirende  Para- 
meter. Unter  Beibehaltung  des  bereits  angewandten  Coordinatensystems  der  x,  y 
in  der  festen  Ebene  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Punktes  0' 

Xq  =»  r  cos  d"  -{-  \a  cos  ^ ,    y^  =  ^  a  sin  i/> , 

worin  wegen  r  sin  d*  aa  a  sin  '^  für  r  cos  ^  zu  setzen  ist  (r*  —  a*  sin^  v»)^-  Diese 
Grossen  in  die  allgemeinen  Transforroationsformeln  Beisp.  1,  /'eingesetzt,  geben  für 
die  Coordinaten  op,  y  von  M  in  der  festen  Ebene  und  damit  als  Gleichungen  für 
die  Bahn  von  Mi  ^ 
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rc  ==  (r"  —  a*  sin*^)*  +  (^  a  +  «')  cos  -^  +  y  sin  ^ 

y  =  y    cos  V^  +  (i a  —  x)  sin  ^. 

Liegt  M  auf  J.jB,  so  ist  j/'  =  0  und  wird  die  Gleichung  der  Bahn  in  x^  y: 
für  die  Mitte  0'  von  ^J3  ist  o;'  =»  0  nnd  beschreibt  dieser  Pankt  die  Carve 


X  =  Via^  —  y*  +  2  Vir«-y». 

Die  Garven,    welche  die  Punkte  von  ^£  im  Falle,  dass  a  >=  r  ist,  beschrieben, 
sind  Ellipsen,  nämlich 

x  =  (4  a  +  rc')  cos  ^  +  y  sin  t^ 
y  =  y    cos  1/^  +  (i  a  —  x')  sin  '^ 

a.  s.  w. 

d)  Eh  sei  (Or   die  Winkelgeschwindigkeit,   mit  welcher  sich  der  Radius  OÄ 
des  Kreises  um  0  zur  Zeit  t  dreht,  gegeben;  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Ä 

ist  dann  <or  .  OÄ  und  wenn  man  diese 
als  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  <D  um 
die  Momentanaxe  (C,  F)  entspringend 
ansieht,  so  besteht  die  Gleichung 

(0  .  CA  =  (Or  .  OA, 

aus  welcher 

OA 


Fig.  94. 


(0 


CDr 


CA 


folgt.    Die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  D  ist  daher 

CD 


V 


CA 

CB 
CA 


Diesen  Ausdruck  kann 


m  ,  CD  =^(0r.  OA  • 

Für  den  Punkt  B  insbesondere  wird  v  =  cor  .  OA  • 

CB 

man  vereinfachen,  indem  man  das  Verhältniss  -^y-j  mit  Hülfe  der  ähnlichen  Drei- 

OK 
ecke  CBA  und  ORA  durch  das  gleichbedeutende  jy^  ersetzt,  wobei  £^ den  Durch- 
schnitt der  Geraden  AB  mit  dem  zu  OX  senkrechten  Durchmesser  OY  bedeutet. 
Dadurch  wird  nämlich  t;  =  o)r.  OK  =  tor  »  BN,  wenn  KN  parallel  OX.  Die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  B  ist  demnach  proportional  OK  und  kann  man 
über  OX  leicht  die  Gurve  construiren,  deren  Ordinaten  BN,  mit  cor  multiplicirt, 
die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  B  seinen  verschiedenen  Lagen  entsprechend 
angeben. 

Um  den  Ausdruck  für  v  für  die  Rechnung  etwas  zweckmässiger  zu  gestalten, 
setzen  wir  Winkel  ABO  =  ß,  AOB  =:  9"  und  bemerken,  dass  aus  dem  Dreiecke 
OAK  sich  ergiebt: 

OK^OA'  "°  ^^  t  ^^  =-  0 ^  (sin  -^  +  cos  «•  .  tg (?) , 

cos  (J  ^  ^  '^    ' 

OA       sin  ß 


oder  wenn  man 


und  hiemit 


AB       sin<& 

OK^r  /"sin  ^  +  m 


m  setzt  und  OA  mit  r  bezeichnet 

sin  ^  cos  d*    \ 
—  m»  sin*  -^Z 


l/T 
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V  =  (OrT  lai 


y  1  -  m*  sin*  «•  / 


wild. 

unter  VoraoBsetzuDg  eines  coDstanten   cor  wollen  wir  mit  Hülfe  dieses  Ans- 

dmckes  von  v  die  mittlere  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  B  bestimmen.  Der 
Mittelwerth  einer  Function  f{9')  von  d"  zwischen  den  Grenzen  d-Q  und  9"^  ist  nach 
Cap.  III,  §.  8. 

Da  nun  v  für  entgegengesetzte  d"  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  annimmt  und 
in  Bezug  auf  9"  periodisch  ist,  so  entsprechen  alle  verschiedenen  Werthe  von  t;, 
welche  überhaupt  vorkommen,  Winkeln  9  zwischen  0  und  n  und  wird  demnach 

n  n 

fidr  T 

n 

0  u 

Das  zweite  Integral  in  diesem  Ausdrucke  verschwindet,  da  die  Elemente  dessel- 
ben diesseits  und  jenseits  des  Argumentes  9  =^  \n  entgegengesetzt  gleich  sind; 
das  erste  Integral  hat  den  Werth  2  und  wird  also  schliesslich  der  gesuchte  Mit- 
telwerth 

2 


* 

V 


a*-    A^A    I         rsin  «•  COS  ^  d^\ 
sm  9  d9  +  m  I  —  I  • 

J   >/l-w»Bin»^/ 


* 

V 


n 


(Orr\ 


derselbe  ist  unabhängig  von  m,  dem  Verhältniss  des  Kreisradius  zum  Abstände 
der  Punkte  A  und  B  (Länge  der  Eurbelstange). 

Für  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  findet  man  als  Nähe- 
nmgswerth  des  ihm  entsprechenden  Winkels  9  bis  zu  den  Grössen  der  Ordnung 


m'  genau  9 


—  m  und  mit  derselben  Annäherung  den  Maximalwerth  selbst: 


3.   Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  zwei  seiner  Punkte  A^ 


Fig.  115. 


B  anf  den  umfangen  zweier  Kreise  (a),  {ff)  fortrücken  (Fig.  96),  die  Cur- 
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ven  (C),  (r),  sowie  die  Bahn  eines  Systempunktes  D  zu  bestimmen, 
welcher  auf  der  Geraden  AB  liegt. 

Der  Schnittpunkt  der  Normalen  beider  Kreise  in  Ä  und  B  liefert  das  Momen- 
tancentrum 0;  hiernach  erhält  man  leicht  durch  Zeichnung  die  Curve  (C7);  eben- 
so die  Curve  (F),  indem  man  über  AB  &}b  Basis  in  irgend  einer  Lage  dieser  Ge- 
raden die  sämmtlichen  Dreiecke  ACB  construirt.  Man  erkennt  leicht,  dass  beide 
Gurven  von  derselben  Art  sind.  Die  sämmtlichen  Dreiecke  0(70'  nämlich  haben 
dieselbe  Seite  00'  und  sind  auf  den  Seiten  00,  O'C  die  Segmente  OA,  OB  von 
unveränderlicher  Länge.  Construirt  man  daher  über  AB  in  irgend  einer  Lage 
alle  Dreiecke  ACB  und  verlängert  die  Seiten  CA,  CB  über  A  und  B  hinaus  um 
die  Radien  der  Kreise,  so  liegen  die  Enden  der  Verlängerungen  auf  zwei  Kreisen, 
welche  um  A  und  B  mit  denselben  Radien  beschrieben  sind  und  haben  diese 
Enden  constanten  Abstand  gleich  00\  Daher  ist  der  Ort  der  Punkte  F  eben- 
falls der  Ort  der  Normalen  zweier  um  A,  B  beschriebener  Kreise  in  den  Punkten, 
welche  den  constanten  Abstand  00^  besitzen.  Lässt  man  also  das  einemal  das 
ebene  System  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  Geraden  AB  auf  den 
beiden  um  0,  0'  beschriebenen  Kreisen  laufen,  das  anderemal  so,  dass  die  Enden 
der  Geraden  00'  auf  zwei  um  A  und  B  mit  denselben  Radien  beschriebenen 
Kreisen  bleiben,  so  vertauschen  die  Curven  (C)  und  (F)  ihre  Rollen,  sodass  das 
einemal  (F)  auf  (0),  das  anderemal  (C)  auf  (F)  hinrollt. 

Es  seien  die  Radien  der  beiden  Kreise  (a),  (ß)  gleich  r,  r ,  ihr  Centralabstand 
00'  =>  &,  der  Abstand  AB  =>  a  und  mögen  die  veränderlichen  Entfernungen  00, 
O'C  des  Momentancentrums  von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  mit  q  und  q  be- 
zeichnet werden.  Es  ist  dann  leicht,  eine  Gleichung  für  die  Curve  (0)  in  dem 
bipolaren  Coordinatensystem  der  ^,  q  aufzustellen.  Aus  den  beiden  Dreiecken 
ABC  und  OO^C  erhält  man  nämlich,  wenn  ^  OCO^  =  cd: 

a«  =  (^  ^  r)«  -f  {q  —  r')«  —  2  (^  —  r)  (q  —  r)  cos  co 

6«  =  ^«  -|-  Q*  —  2  QQ    cos  <D, 

woraus  durch  Elimination  von  m  die  gesuchte  Gleichung  hervorgeht.  Bezeichnet 
man  weiter  AC  und  BC  mit  q^  und'  (f\,  sodass  also  ^  =■  9i  +  r,  9'  =^^q\  -|-  r , 
so  erhält  man  durch  Einführung  von  q^  und  9'^  an  die  Stelle  von  q  und  q'  die 
Gleichung  der  Curve  (F)  in  Bezug  auf  das  dem  beweglichen  System  angehörige 
bipolare  Coordinatensystem  der  q^  ,  ^'i  . 

Zu  der  Gleichung  für  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  würde  fol- 
gende Betrachtung  führen.  Es  sei  0  der  Ursprung  des  festen  Coordinatensystems 
der  x^  y  und  00'  die  a;-Axe;  femer  sei  die  Mitte  von  AB' ^ex  Ursprung  des  be- 
weglichen Coordinatensystems  der  x^  y  und  AB  die  Axe  der  x\  endlich  seien  X 
und  fi  die  Winkel  AOO'  und  OUB^  sowie  ^  der  Winkel,  unter  welchem  AB 
gegen  0(J  geneigt  ist.    Dann  sind  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs: 

r  cos  X  -\-  ^a  cos  1^ ,   r  sin  il  +  ^  a  sin  -^ 

und  folglich  nach  den  bekannten  Formeln  für  die  Transformation  der  Coordinaten: 

a;  =  r  cos  Z  -f  ("i  a  +  4)  cos  -^  —  1?  sin  '^ 

y  =  r  sin  X  4-  ij  cos  ^  -f  (^a  -j-  4)  sin  ^, 

wozu  noch  die  folgenden  Gleichungen  hinzutreten: 

r  cos  X  -(-  r  cos  fi  +  a  cos  -^  =  6 
r  sin  X  —  r  sin  f*  +  a  sin  ^  »»  0  . 

Aus  diesen,  vier  Gleichoogen  sind  X,  ^  und  ^  sa  eliminiren,  um  die  geeaehte 
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Gleichung  zu  finden.  Die  Bahn  eines  Systempnnktes  I>,  welcher  auf  der  Geraden 
AB  liegt,  bildet  eine  Schleife,  welche  symmetrisch  liegt  gegen  00\  sodass  der 
Doppelpunkt  in  diese  Gerade  fällt.  Diese  Corvo  geht  in  eine  Lemniscate  über, 
wenn' der  beschreibende  Punkt  die  Mitte  von  AB  ist,  die  Kreise  sich  rechtwink- 
lig schneiden  und  die  Länge  von  AB  gleich  dem  Central  abstände  00'  ist. 

Die  vorliegende  Aufgabe  findet  eine  wichtige  Anwendung  durch  dasWatt'scbe 
Parallelogramm.    Zieht  man  nämlich  (Fig.  9G)  durch   0'  eine  Parallele  zu  AB^ 

sowie  durch  A  und  den  die  Schlei- 
fcneurve  beschreibenden  System- 
punkt 2)  auf  AB  Parallelen  AG 
und  I)H  zu  OB,  so  bleibt  GH 
y^^^^'^^:^^^       I        ~~^-^ö'  j      während  der  Bewegung  gleich  J.I>, 

/  >/\"^-^^  \b^^  I      noithin  constant  und  wenn  man  die 

f  )  \^  /        ^^^^  Punkte  A,  G,  H^  D  zu  einem 

\  J  \.  y  Parallelogramm   verbindet,   dessen 

\^  y  ^- — --  Seiten   um    seine    Ecken    drehbar 

sind,  so  bedarf  man  blos  noch  der 

Fig.  96. 

unveränderlichen  Geraden  0  A  und 
G  Gy  um  mit  Hinweglassung  aller  übrigen  Figurtheile  den  Punkt  Z)  zu  nöthigen, 
die  Schleifencarve  zu  beschreiben.  In  der  Nähe  des  Doppelpunktes  ist  die  Schleife, 
wenn  die  Dimensionen  des  Apparates  zweckmässig  gewählt  werden,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  nahezu  geradlinig;  dieser  Umstand  ist  der  Grund  für  die  praktische 
Anwendbarkeit.  Zieht  man  noch  0'  D,  so  besteht  für  die  Lage  des  Schnittpunktes 
K  dieser  Geraden  mit  AG  die  Proportion  (J K  \  (J D  =^  B A  \  BD  und  ist  folg- 
lich das  Verhältniss  (J  K  \  O'  I)  constant.  Daher  beschreibt  der  Punkt  K  eine 
der  Schleifenlinie  des  Punktes  Z>  ähnliche  Curve  und  kann  also  der  Punkt  K 
ähnlichen  Zwecken  dienen,  wie  der  Punkt  D. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Aufgabe  von 
Nr.  2,  sie  geht  in  jene  über,  wenn  der  Kreis  um  0'  in  eine  durch  den  Punkt  0 
gehende  Gerade  übergeht,  indem  r  =  cx>  wird. 

§.  8.  Bisher  haben  wir  immer  angenommen,  dass  die  Bewegung  des 
Systems  in  der  Ebene  dadurch  definirt  sei,  dass  zwei  seiner  Punkte  sich 
auf  zwei  gegebenen  Curven  bewegen.  Die  Bewegung  kann  aber  noch  auf 
mannigfache  andere  Weisen  definirt  werden;  so  z.  B.  dadurch,  dass  eine  be- 
stimmte Curve  des  Systems  während  der  Bewegung  fortwährend  zwei  gegebene 
Curyen  oder  auch  eine  Curve  doppolt  berührt.  Von  dem  Zustandekommen 
einer  solchen  Bewegung  gewinnt  man  auf  folgende  Weise  eine  deutliche 
Vorstellung.  Man  bringe  die  bewegliche  Curve  mit  der  ersten  festen  Curve 
zor  Berührung  und  lasse  sie  berührend  längs  derselben  so  lange  hinglei- 
ten, bis  sie  in  eine  Lage  gelangt,  in  welcher  sie  auch  die  zweite  berührt; 
hierauf  drehe  man  sie  unendlich  wenig  um  den  Berührungspunkt  mit  der 
ersten,  sodass  sie  mit  einem  unendlich  nahen  Punkte  zur  Berührung  kommt 
und  lasse  sie  wiederum  längs  der  ersten  gleiten  (es  wird  dies  jetzt  nur 
um  eine  unendlich  kloine  Strecke  erforderlich  sein),  bis  sie  die  zweite 
Curve  von  neuem  berührt  u.  s.  f.  £s  entspringt  hieraus  die  sehr  allge- 
meine Aufgabe: 
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Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  dass 
eine  gegebene  Curve  desselben  fortwährend  zwei  feste  Curven 
berührt,  man  soll  die  Curve  (6*)  der  Momentancentra,  die  zu- 
gehörige Curve  (JT)  und  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunk- 
tes, sowie  die  Tangentenconstruction  der  letzteren  finden. 

In  der  allgemeinen  Aufgabe  sind  eine  Menge  von  Einzelaufgaben  ent- 
halten, welche  daraus  hervorgehen,  wenn  man  die  festen  Curven  oder  die 
bewegliche  Curve  oder  beid^  zugleich  specialisii-t  und  die  Degenerations- 
fälle mit  berücksichtigt.  Lassen  wir  zunächst  die  bewegliche  Curve  allgemein 
und  specialisiren  die  festen.  Wenn  die  eine  von  diesen  sich  auf  einen  Punkt 
reducirt,  so  erhält  man  die  Bewegung  eines  Systems,  bei  welcher  die  be- 
weglicJhe  Curve  eine  feste  Curve  berühi*t  und  fortwährend  durch  einen  festen 
Punkt  hindurchgezogen  wird;  reduciren  sich  beide  Curven  auf  Punkte,  so 
entsteht  die  Bewegung,  bei  welcher  eine  Curve  des  beweglichen  Systems 
fortwährend  durch  zwei  feste  Punkte  hindurchgeschoben  wird ;  reducirt  sich 
nur  eine  der  festen  Curven  auf  einen  Punkt,  welcher  aber  auf  der  andern 
liegt,  so  berührt  die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  immer  in  demsel- 
ben Punkt  und  schiebt  sich  durch  den  Berührungspunkt  hindurch.  Werden 
die  beiden  fest.en  Curven  congruent  und  fallen  in  eine  zusammen,  so  fallen 
auch  ihre  Beiilhrungspunkte  mit  der  beweglichen  zusammen,  dann  berührt 
die  bewegliche  diese  feste  so,  dass  das  Gleiten  an  derselben  ausgeschlossen 
ist  und  sie  auf  ihr  hinrollt;  dann  ist  die  feste  der  Ort  der  Momentancen- 
tra selbst  und  die  bewegliche  die  Curve  (F),  Dies  liefert  zugleich  eine  eben- 
so einfache  Construction  für  die  Curve  (T)  wie  für  die  Curve  (C). 

Mit  diesen  mannigfachen  Specialisirungen  der  festen  Curven  können 
sich  Specialisirungen  der  beweglichen  combiniren.  Diese  kann  sich  z.  B. 
auf  zwei  Punkte  reduciren,  oder  auf  eine  Gerade  und  einen  Punkt,  oder 
eine  Curve  und  einen  Punkt  oder  sie  kann  in  zwei  Gerade  zerfallen  und 
dgl.  m.  Diese  Uebersicht  soll  nur  die  Beichhaltigkeit  des  hier  vorliegenden 
Stoffes  andeuten;  einige  Einzelheiten  wollen  wir  jetzt  noch  besprechen. 

§.  9.    Beispiele. 

1.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  eine  seiner  Geraden 
fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  ein  Punkt  auf  ihr 
längs  einer  festen  Geraden  fortrückt;  man  soll  die  Curven  (0),  (F) 
und  die  Bahn  eines  Systempunktes  bestimmen  (Concholdenbewegung). 

Von  den  beiden  festen  Curven  des  vorigen  §.  hat  sich  die  eine  auf  eine  Ge- 
rade g  (Fig.  97.),  die  andere  auf  einen  Punkt  0  reducirt,  den  man  als  einen  ver- 
schvrindenden  Kreis  ansehen  kann;  die  bewegliche  Curve,  welche  beide  berührt, 
zerfällt  in  eine  Gerade  und  einen  auf  ihr  liegenden  Punkt  B,  der  gleichfoHs 
als  unendlich  kleiner  Kreis  gelten  kann.  Die  Normalen  auf  g  in  B  und  auf  die 
bewegliche  Gerade  in  0  liefern  das  Momentancentrum  C;  indem  man  im  System 
über  der  beweglichen  Geraden  in  irgend  einer  ihrer  Lagen,  s.  B.  in  der  zu  g  senk- 
rechten Lage  OB^  Dreiecke  B^  TD  congnient  den  Dreiecken  BCO  oonstroirt,  erhält 
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man  die  Pnnicte  F.     Die  Curve  (C7)  ist  eine  Parabel.    Sind  nämlich  B^  0  und  eine 
Parallele  zu  g  durch  0  gelegt,  die  Axen  der  a;,  y  eines  festen  Coordinatensystems 

und  ist  xif  =  BOBf^  der  veränderliche 
Winkel,  welcher  die  Lage  der  beweg- 
lichen Geraden  charakterisirt,  so  er- 
hält man  für  die  Goordinaten  x,  y 
r     X  des  Punktes   C  aus   den   Dreiecken 

OB^B  und  OCP,  wenn  0  und  g  den 
Abstand  a  besitzen^ 

mithin  y*  =»  ax,  Brennpunkt  und 
Directrix  der  Parabel  stehen  von  O 
um  ^a  ab.    Für  die  Curve  (F)  sei 


B.n  =  BO 


Fig.  97. 


X 


und 


dann  ist 


X 


BF^  OG=^y, 


n 


a 


tg^ 


cos  1p     "        cos  '^ 

und  folglich  wird  die  Gleichung  dieser  Curve :  a'  (ä*  +  y*)  =  ^*»  oder  in  Polar- 
coordinaten  für  B^  als  Pol  und  B^  0  als  Polaraxe  9  cos''  ^  =»  a.  Man  erhält  da- 
her Punkte  der  Curve  iX),  indem  man  in  B.^  dem  Schnittpunkte  der  Richtung 
des  Badiusvectors  mit  der  Scheiteltangente  der  Parabel  ein  Perpendikel  KK  auf 
die  Richtung  des  Radiusvectors  errichtet,  indem  B^K  =^  q  wird. 

um  die  Bahn  eines  Systempunktes  zu  bestimmen,  sei  Bq  der  Ursprung  des 
festen  Coordinatensystems  der  x,  t/,  OBq  die  positive  Richtung  der  rc-Aze,  die 
Gerade  g  die  y-Axe,  B  der  Ursprung  des  beweglichen  Sxstems  der  x\  y\  OB  die 
positive  Richtung  der  x';  dann  sind  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs 
dSB-O,  y  am  aig  iff  und  mithin  geht  die  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktes 
durch  Elimination  von  ip  aus  den  Gleichungen 

a;  =  x'  cos  ip  —  y  sin  tp 

y  =  a  tg  «^  +  y  cos  ^  +  a;'  sin  «^ 

hervor.  Für  y'  =»  0,  d.  h.  für  die  Punkte  der  beweglichen  Geraden  erhält  man 
die  Concholden  des  Nicomedes,  nämlich 

x^  y^  z=i  {a  -}-  xy  (a;'*  —  x^. 

2.  Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  sei  dadurch  bestimmt, 
dass  eine  Gerade  desselben  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  Ä 
geht,  während  eine  andere  zu  ihr  senkrechte  Gerade  des  Systems 
einen  festen  Kreis  berührt,  dessen  Mittelpunkt  B  nicht  mit  A  zu- 
Bammenfällt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  Kreis  hiebei  nichts  Wesentliches  ist.  Denn  da  die 
Tangente  des  Kreises  immer  constanten  Abstand  vom  Mittelpunkte  hat,  so  kann 
eine  Linie  des  Systems  mit  ihr  parallel  gezogen  werden,  welche  in  allen  Lagen 
desselben  durch  den  Mittelpunkt  hindurchgeht.  Demnach  kommen  die  Bedingun- 
gen der  Bewegung  des  Systems  darauf  hinaus,  dass  zwei  zu  einander  senkrechte 
Gerade  des  Systems  durch  zwei  feste  Punkte  Ä,  B  hindurchgehen. 

Da  die  Punkte  Ay  B  bIs  verschwindende  Kreise  angesehen  werden  können. 
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welche  von  den  beiden  beweglichen  Geraden  berührt  werden,  so  folgt,  dass  der 
Schnittpunkt  der  Normalen  der  Geraden  in  A  nnd  B  das  Momentancentrum  und 
ein  Kreis  über  AB  als  Durchmesser  den  Ort  der  Momentancentra  darstellt.  Ist 
ferner  O'  der  Schnittpunkt  der  beweglichen  Geraden,  so  bleibt  in  dem  Rechtecke 
AO'BC  die  Diagonale  0' C  ^=  AB  constant,  daher  liegen  die  Systempunkte  F 
von  dem  Sjstempunkte  0'  alle  um  die  constante  Strecke  AB  ^Ih  und  bilden  also 
einen  um  0'  mit  AB  als  Radius  beschriebenen  Kreis.  Demnach  kann  die  vorlie- 
gende Bewegung  definirt  werden  durch  das  Rollen  eines  Kreises  auf  einem  ande- 
ren von  halb  so  grossem  Durchmesser,  wenn  sie  so  erfolgt,  dass  beide  Kreise  auf 
derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen. 

Die  vorliegende  Bewegung  ist  die  Umkehrung  der  Bewegung  §.  7,  1.  Wäh- 
rend dort  der  kleinere  Kreis  im  Innern  des  grossen  roUt^  rollt  hier  der  grössere 
auf  dem  kleineren.  Der  Umtausch  der  Bedeutung  der  Curven  ((7)  und  (F)  spricht 
sich  in  den  die  Bewegung  definirenden  Bedingungen  aus. 

Um  den  Dualismus  auch  in  den  analytischen  Ausdrücken  zu  erkennen,    sei 

A  (Fig.  98)  der  Ursprung  und  AB  die  x- 
Axe  des  festen,  0'  der  Ursprung  des  be- 
weglichen Coordiuatensystems ,  dessen  x- 
und  y'-Aien  mit  den  beiden  durch  A  und 
B  gehenden  Geraden  zusammenfallen  mögen. 
Ist  ^  0' AB  =  ^,  AB  =»  o,  so  bestehen 
für  ein  Paar  zusammenfallende  Punkte  (x,  y) 
xmd  {x\  y)  der  festen  Ebene  und  des  be- 
weglichen Systems  die  Gleichungen: 

a;'  =  (x  —  a)  cos  i^  -|-  y  sin  -^ 
y  ssn  y  cos  tp  —  X  sin  ii>y 

aus  welchen  durch  Elimination  von  tft  folgt: 

[x  {x  —  a)  +  y^Y  =  [^^'  +  yy'y  +  [y^'  —  («  -  a)  y'y . 

Sind  nun  x  und  y  constant ,  so  stellt  diese  Gleichung  in  x  ,  y  einen  Kegelschnitt 
dar;  derselbe  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  Ellipse.  Sind  x\  y  constant,  so  stellt 
sie  den  Ort  eines  Systempunktes  in  der  festen  Ebene  dar;  derselbe  ist  eine  Curvo 
vierten  Grades;  für  y  =«  0  wird  dieselbe  einfach,  nämlich 

ix^  +  y«)  x^  =  [xix  —  a)  -f  y«]« 

und  ihre  Polargleichung  in  ^,  i^  wird  für  A  als  Pol 

Q  s=i  a  cos  t/;  +  oj' ; 

sie  ist  mithin  eine  Pascal'sche  Schneckenlinie.  Nämlich  a  cos  ^  ist  die  Sehne 
AO'  VI  dem  Kreise  über  AB  als  Durchmesser  und  sind  alle  Sehnen  der  Art  um 
dieselbe  Strecke  zu  verlängern,  um  zum  beschreibenden  Punkte  zu  gelangen^  wel- 
ches eine  der  Erzeugungsarten  jener  Curven  ist.  Statt  dass  das  System  mit  dem 
grösseren  Kreise  auf  dem  kleineren  hinrollt,  kann  man  sich  einen  andern  Kreis 
von  derselben  Grösse,  wie  der  feste  über  diesen  hinrollend  denken;  indem  er  als 
dem  System  angehörig  betrachtet  wird;  er  bestimmt  dessen  Bewegung  ebenso, 
wie  sie  vorher  bestimmt  wurde.  Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Systempunkte 
Epicycloiden  beschreiben,  welche  der  Gattung  angehören,  für  welche  der  rollende 
Kreis  gleich  dem  festen  ist.  Die  Punkte  des  Umfangs  des  rollenden  Kreises  be- 
schreiben gewöhnliche  Cardioiden,  die  übrigen  Curven,  die  in  ihrer  Gestalt  sich 
diesen  annähern. 


Fig.  98. 
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Die  Yorliegende  Bewegung  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Constniction  der  Oval- 
werke (EllipsendrehbaDk),  einer  sinnreichen  Erfindongvon  Leonardo  da  Vinci.*) 

§.  10.  Von  den  Entwickelangen  der  letzten  §§.  lassen  sich  zahllose 
geometrische  Anwendnngen  machen.  So  z.  B.  auf  die  Construction  der  Tan- 
genten der  Fnsspunktcurven,  indem  man  den  Pol  und  die  Grundcurve  als 
die  festen  Corven  ansieht,  längs  welchen  zwei  zu  einander  senkrechte  Ge- 
rade, die  Tangente  der  Grundcurve  und  das  vom  Pol  auf  sie  gefällte  Per- 
pendikel hingleiten.  Ehenso  kann  man  vermöge  jenes  Dualismus  zu  jeder 
Erzengnngsart  einer  Curve  sofort  noch  eine  zweite  angeben. 

§.  11.  Sind  die  Curven  (C)  und  (J")  selbst  gegeben,  sowie  irgend 
eine  AnfEUigslage  von  (T)  auf  (C),  so  sind  blos  die  Bahnen  der  System- 
punkte  zu  finden.  Diese  Aufgabe  heisst  das  Problem  der  Rouletten;  es 
besitzt  zwei  Umkehrungen,  welche  eintreten,  wenn  die  Gattung  der  zu  er^ 
zeugenden  Curven  und  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Curven  ((7), 
(r)  gegeben  ist 

Ein  wichtiger  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  Curve  (C)  eine  Ge- 
rade, die  Curve  (T)  ein  Kreis  ist.  Die  Systempunkte  beschreiben  hiebei 
bekanntlich  Cycloiden  und  zwar  gemeine,  gestreckte  oder  'verschlungene  Cy- 
cloiden,  je  nachdem  sie  der  Peripherie,  dem  Innenraume  oder  dem  Aussen- 
ranme  des  rollenden  Kreises  angehören. 

Bei  dem  Hinrollen  der  Curve  (F)  auf  der  Curve  (C)  beschreibt  jeder 
Punkt  D  des  Systems  ein  Element  DD'  (Fig.  09)  seiner  Bahn  als  Kreis- 
bogen um  das  Momentancentrum  C  als  Mittelpunkt. 
Der  Kreis,  welchem  dies  Element  angehört,  hat  mit 
jener  Bahn  blos  dies  Element  oder  also  die  Tangente 
gemein  und  ist  nicht  etwa  der  Krümmungskreis  der- 
selben. Der  Krtiramungsmittelpunkt  ergibt  sich  viel- 
mehr, wenn  man  die  Normale  DC,  welche  durch  das 
Momentancentrum  C  geht,  mit  der  folgenden  Normalen 
D'C\  welche  durch  das  folgende  Momentancentrum 
geht,  zum  Durchschnitte  K  bringt. 

Im  Uebrigen  kennt  man  eine  sehr  elegante  Methode,  um  den  Krüm- 
mongshalbmesser  der  Bahnen  der  Systempunktc  zu  finden. 

Hier,  wo  wir  blos  von  den  Bahnen  der  Systempunkte  im  Allgemeinen 
and  von  den  Geschwindigkeiten,  welche  blos  von  den  ersten  Bahnelementen 
abhftngen,  handeln^  wollen  wir  diese  Theorie  der  Krümmungshalbmesser, 
welche  die  Betrachtung  der  ersten  und  zweiten  Bahnelcmente  erfordert, 
noch  nicht  entwickeln;  wir  werden  sie  vielmehr  der  Theorie  der  Beschleu- 


*)  VgL  Chasles,  Apercu  historique,  Note  XXXIV,  woselbst  sich  noch  manche 
Einielheiien  über  den  Dualismus  der  Bewegungen  finden.  Ueber  die  Schnecken- 
linien  des  Pascal  ebendas.  und  Note  XXI. 
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nigung  anfügen,  Welche  selbst  auf  Constructionen  dieser  Gattung  hinleitet, 
da  auch  sie  von  zwei  aufeinanderfolgenden  Geschwindigkeiten,  resp.  Bogen- 
elementen,  abhSngt. 

§.12.  Das  Problem  der  Rouletten,  nämlich,  wenn  die  beiden  auf  ein- 
ander rollenden  Curven  (C),  (F)  gegeben  sind,  die  Bahn  fi  eines  beliebigen 
Punktes  M  des  beweglichen  Systems  zu  finden,  ist  zweier  ümkehrungen 
fUhig:  l)  wenn  die  Bahn  fi  eines  Systempunktes  M  und  die  feste  Curve  (C) 
gegeben  ist,  die  rollende  Curve  (f)  zu  finden,  durch  deren  Bewegung  über 
(C)  hin  M  die  Bahn  fi  beschreibt  und  2)  wenn  fi  und  (T)  gegeben  sind, 
die  Curve  (C)  zu  finden,  auf  welcher  (f)  rollen  muss,  damit  M  die  Curve 
(i  beschreibe. 

Die  erste  dieser  Aufgaben  kann  in  vielen  Fällen  folgendermaassen 
behandelt  werden.  Ist  (CqFq)  das  Momentancentrum  für  irgend  eine  Lage 
Mq  des  beschreibenden  Punktes  auf  seiner  Bahn  fi  (Fig.  100),  so  ist  CqMq 
die  Normale  der  Curve  fi  in  Mq]  gelangt  M  von  Mq  nach  üf,  so  wickelt  sich 
der  Bogen  FqF  auf  den  Bogen  CqC  ab,  so  dass  F  und  C  zum  Momentan- 
centrum ftlr   die  Lage  M  zusammentreten.    MqF  wird  zur  Normalen  MC 

von  fi  in  M.  Da  die  Curven  (C)  und  ft  gegeben  sind, 
so  kann  CM  =  l  als  Function  des  Bogens  CqC  oder 
irgend  einer  anderen  Grösse  gefunden  werden  und 
hiemit  erhalt  man  tg  (CqCM)  =  f(l).  Nun  muss  aber 
nach  der  Abwickelung  des  Bogens  FqF  der  Winkel 
CqFMq=CqCM  werden;  daher  muss  tg  (FqFMq)  =  f{l) 
werden.  Nimmt  man  nun  M  zum  Pol  eines  Polarcoordinatensystems,  MqFq 
zur  Polaraxe,  FqMF=  d^  zum  Polar winkel  und  MqF  =  r  zum  Radiusvector, 
so  ist  bekanntlich 

und  M  l  =  r;  es  besteht  daher  für  die  Curve  F  die  Differentialgleichung 

Sie  liefert 

fir) 


"-f 


dr. 
r 


Beispiele. 

1.    Es   seien  (0)  und  n  gerade  Linien,    welche  unter  dem   Winkel  a  gegen 
einander  geneigt,  sich  in  0  schneiden  (Fig.  101).    Hier  ist  tg  {CqCM)  =  ^ir  —  a, 

mithin   -^ —  =  cotg  a  und  folglich  r  «=  ulc^*^".    Die   Curve   (F)  ist  also   eine 

logarithmischö  Spirale,  deren  Tangenten  unter  dem  Winkel  \n  —  te  gegen  die 
Badienvectoren  des  Poles  der  Spirale  geneigt  sind.  Der  Pol  beschreibt  die  G^ 
rade  f*.    Für  den  Ponkt  0  ist  r  »  0,  mithin  mnss  OF  gleich  dem  Bogen  der 
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Spirale  yom  Pol  bis  Tsein.    Rollt  also  eine  logarithmiscbe  Spirale  über 
eine -Gerade,  so  beschreibt  ihr  Pol  gleichfalls  eine  Gerade. 


X 

a 


X 

a 


2.    f*  sei  eine  Eettenlinie  y  ==  \a{e    +c       )  und  {C)  ihre  Directrix  (Fig.  102). 


X 

a 


X 

a. 


Man  hat  für  sie  ^—  =  ^  (e^  +  e      ")  =  —  d.  h.  sin  Cq  CM  =.  — ,  so  dass  das  vom 

u  X  et  2/ 

Fnnpunkte  P  der  Ordinate  auf  die  Tangente  gefällte  Perpendikel  gleich  a  ist. 


Fig.  101. 


Fig.  10». 


Femer  ist  l  sin  {C^CM)  =»  y,  mithin  l  sin*  (Cq  CM)  =  a.    Entnimmt  man  hieraus 
den  Werth  von  ig  (F^FM)  =y ,  so  wird  die  Differentialgleichung  von  (F): 


dr        V  r  —  a 


Seilt  man 


r  —  a 
a 


u\  also  dr  =  2audu,  so  erhält  man 

du 


id&  =^ 


also 


1  +u 


2  » 


^  ^  =  arctg  u  -\-  C . 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  sei  &  =  0  fär  r  *=^  a]  hief^r  ist  u  =  0,  also 
C  a«  0.    Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  {F)  ist 

2a 


r=.a(l  +  tg*id)  = 


a 


cos*  i  -O-       1  +  cos  «•  * 

also  eine  Parabel.    Rollt  eine  Parabel  über  eine  Gerade,   so  beschreibt 
ihr  Brennpunkt  eine  Eettenlinie. 

In  den  Abhandlungen  der  königl.  böhmischen  Gesellsch.  der  Wissenschaften, 
6.  Folge,  B.  III  (1869)  behandelt  Lieblein  die  interessante  Frage:  „Auf  welcher 
Curve  {C)  muss  ein  Kreis  (F)  rollen,  damit  jeder  Punkt  des  beweglichen  Systems 
einen  Kreis  beschreibe?**  Die  Abhandlung  führt  den  Titel:  „Ueber  den  Zusam- 
menhang verschiedener  Transformationsformeln  für  elliptische  Integrale  mit  einem 
Probleme  der  Geometrie." 

§.  18.  Um  Untersuchungen  über  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  im  be- 
weglichen ebenen  System  analytisch  durcliführen  zu  können,  bezieht  man  die 
Punkte  des  Systems  auf  zwei  Coordinatensysteme,  die  wir  als  rechtwinklige  Paral- 
lelcoordinatensysteme  annehmen  wollen,  nämlich  auf  ein  festes  (absolutes)  in  der 
Ebene  der  Bewegung  befindliches  der  x,  y  mit  den  Azen  OX,  OY  und  ein  im 
beweglichen  System  festes,  mit  diesem  bewegliches  der  x\  y  mit  den  beweglichen 
Azen  ty  X\  €t  Y\  Sind  Xi ,  yi  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs  O' 
in  Besng  auf  die  festen' Axen,  und  sind  a,  b\  a\  h'  die  Richtungscosinusse  der 
Bgbbll,  XtelwBik.  L  16 
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o2  +  62=l,    a*  +  6'*=l,    aa+66'  =  0.     (1) 


X-  und  der  y'-Axe  gegen  die  x-  und  y-Axen,  nämlich  die  Cosinnsse  der  Winkel 
(X'X),  (X' Y),  (y'X),  (V  Y),  so  bestehen  die  Transformationsgleichungen 

X  =  Xj^  -\-  ax'  +  ay 

3/  =  2/1  +  &^'  +  b'y 

Für  den  Systempunkt  (a;\  y)^  dessen  absolute  Coordlnaten  x^  y  sind,  sind  die 

Componenten  Vx^  f^y  seiner  Geschwindigkeit  v  parallel  den  absoluten  Coordlnaten 

dx  dy       .  .  .     ^        /dx\^    ,    /dy\^ 

"'  =  -dt '  "*  =  ^ "»''  "*  ♦'*  =  {dt)  +  {dl)  ■ 

Die  Componenten  Vx'i  Vy'  von  v  parallel  den  beweglichen  Axen  sind  die  Pro- 
jectionen  von  v  oder  [??x]  +  [vy]  auf  diese  Axen,  nämlich 


dx    ,    ,dy 


,  da;   ,    .,  dy 

''"'==«    de  +  ^  dt 


(2) 


ci«    •    ^  dt'    ^^ 

Um  diese  Componenten  zu  entwickeln,  diflferentiiren  wir  die  obigen  Transfor- 
mationsformeln nach  der  Zeit  t  und  berQcksichtigen ,  dass  x\  y  constant  nach  t 
sind,  w^eil  der  Systempunkt  im  System  seine  Lage  nicht  ändert.     Dies  liefert: 

dx       dx^  ,  da         ,  da      dy di/,    ,      ,  dh         ,  dh' 

Tt^  di'^^    di'^^   'dt'   lit^  dt  '^'^    d't^^   Tt' 

da  dh       ^      ,da'        ,,  dh' 


dt 


dt 


da'       ,db'  /  ,du    .    . 

"^  dt  +^7/> («  d^  +  ^ 


dt 

,  da 
t 


dt 

,  dh 
dt 


y 


CD. 


(3) 


worin  co  vorläufig  eine  blosse  Abkürzung  sein  soll.     Hiemit  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  drei  letzten  dieser  Gleichungen 


dx.    ,    ,    dy.    ,         , 
*  dt   ^       dt  ^      ^ 

,  d.r,  ,  dy, 


(*) 


Die  Coordinaten  x^ ,  y'j,  des  Punktes ,  dessen  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  Null 
ist,  d.  h.  des  Mittelpunktes  F  der  Geschwindigkeiten  oder  des  Momentancentrums, 
als  Punkt  des  Systems  aufgefasst,  genügen  den  Gleichungen  t?  •  ==  0 ,  v  ,  =  0 ,  d.  h. 


^  dt  +^  dT  +  '^^/o^o 


a 


,  d:r 


'(ilfi 


oder 


,<i.r,    ,    ,,  dyi 
a.x,  =  a  -^^    +  h  -^- 


t    ^      dt 


(a.r, 


0 


-   CO 


dx^        .    dy, 
y^-''-di+^  ~dt 


(5) 


Hiedurch  wird  die  Lage  dieses  Punktes  im  System  bekannt.  Um  die  Coordl- 
naten Xq^  y^  des  Momentan  centrums  in  der  festen  Ebene  zu  finden,  hat  man  die 
Werthe  von  Xq  ,  y^  in  die  obigen  Transformationsformeln  (1)  einzuführen ,  wo- 
durch man  findet: 


.ah 
iüX^  =  (ax.  4-      ,  ,, 


«y©  =  «2/i  + 


h  a 
h  a 


dt 

dx^ 
~di 


Es  Ist  aber,  wenn  a  =  cos  a  gesetzt  wird, 

h  »  sin  er,  a  —  cos  {^n  -}-«)"■  —  sin  a,  6'  =•  cos  cf, 


.la 
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mithin 


a  b 

SB  1  lind  folglich 

1  ^Vi 

dx 

(6) 


Subtrahirt  man  die  Gleichnngen  (6)  von  (4),  so  kommt 

^r'  =  ö>  (y  —  J^o) 

tjy,  =^  ca  (x  —  rcy) 
nnd  hieraus,  wenn  der  Abstand  des  Punktes  {x\  y)  von  F  mit  r  bezeichnet  wird, 
nftmlich  r  -  \{x'  -  O'»  +  (y'  -  y^Y]^  ist, 

Es  ist  mithin  cd  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  Momentancentrum  (6\  F). 

§.14.  Zieht  man  von  irgend  einem  festen  Ursprünge  0  nach  den  End- 
punkten Jlf,  M!  des  Bogenelementes  MM'  =  ds,  welches  der  Punkt  M  im 
Zeitelemente  dt  beschreibt,  Radienvectoren  r  y  r  -}-  dr  ^  so  ist  der  Elementar- 
sector  OMM'  «=  dÄ'««  ^r^J-O*,  wenn  ^  MOM'  =  d&.  Diese  unendlich 
kleine  Grösse  dS  ist  das  Differential,  welches  der  von  0  nach  M  gezogene, 
im  Allgemeinen  veränderliche  Radiusvector  r  in  irgend  einer  Zeit  /  beschrieben 

hat.     Den    Quotienten    — -  nennt  man  die  Sectoren-  oder  Flächen- 
rtf 

geschwindigkeit  des  Punktes  3/  in  Bezug  auf  0  als  Ursprung  der 

Sectoren  zur  Zeit  /.    Es  ist  daher  die  Sectorengeschwindigkeit 

dS       ,    ^dd" 
dt       ^      dt 

Ist  0  das  Momentcentinim  C,  so  wird  sie  ^  r^co,  da  alsdann  -—    die  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Momentanaxe  darstellt. 

Für  rechtwinklige  Coordinaten  x^  y  mit  0  als  Ursprung  hat  man  nach 
einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie 


Sect.  MOM'  =  i 

mithin  für  die  Sectorengeschwindigkeit 

dS  xdy  -^^ydx /    dy 

dt  "^  *  dt  ~^V  dt' 


§.  15.    Ausser  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  spielt 

bei  der  Bewegung  unseres  Systems  noch  eine  andere  Geschwindigkeit  eine 

Bolle,  nftmlich  die  Geschwindigkeit  u  mit  welcher  die  Momentanaxe 

wechselt.   Sie  ist  der  unendlich  kleine  Abstand  des  der  Zeit  /  entsprechenden 

10» 


X    y 

dx  dy 

dx\ 
'  ^  dt) 

-i 

X    y 
dx  dy 

Jt  7ii 
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Momentancentrains  von  dem  folgenden,  der  Zeit  t-\-  dt  entsprechenden,  dividirt 
durch  das  Zeitelement  dt  Dieser  Abstand  ist  das  Bogenelement  da  der 
Curve  (C)  oder  (F)  und  daher 

da 
dt 

Diese  Geschwindigkeit  ist  durch  die  Krümmung  der  Curven  {€)  und 
(r)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  um  das  Momentancentrum  verknüpft. 
Sind  nfonlich  Je,  ds'^  die  Contingenzwinkel  der  Curven  (C)  und  (J"),  und 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  liegen  die  Krümmungskreise  der  beiden  Curven, 
die  man  für  die  Elementarbewegung   den  Curven   selbst  substituiren  kann, 

da  sie  mit  ihnen  zwei  aufeinander- 
folgende Bogenelemente  gemein 
haben,  auf  derselben  Seite  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente  (Fig. 
103),  so  stellt  de  —  de'  die  Ele- 
mentaramplitude dd^  der  Rotation 
um  das  Momentancentrum  dar,  wenn 
der  positive  Sinn  der  Drehung  nach 
der  Seite  der  gemeinschaftlichen 
***  Tangente    hin    angenommen    wird, 

auf  welcher  die  Krümmungskreise  liegen.    Nun  ist 

d^ 

CO  = ; 

di' 

daher  erhält  man  zunächst  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  in  diese: 

dd^ 
da 

dd^  kann  man  den  relativen  Contingenzwinkel  der  Curven  (C) ,  (F)  und  den 
Quotienten  von  dd^  durch  das  gemeinschaftliche  Bogenelement  da  die  relative 
Krümmung  derselben  nennen.  Demnach  stellt  das  Verhältniss  der  Win- 
kelgeschwindigkeit umdieMomentanaxe  zur  Wechselgeschwindig- 
keit derselben  die  relative  Krümmung  der  Curven  (C)  und  (f)  dar, 
die  während  der  Bewegung  des  Systems  aufeinander  rollen.  Das 
umgekehrte  Verhältniss  u  :  co  ist  eine  Länge,  die  als  Radius  der  relativen 
Krümmung  angesehen  werden  kann,  wenn  man  die  Analogie  der  gewöhn- 
lichen Krümmung  einer  Curve  mit  der  relativen  Krümmung  vollständig  durch- 
führen will.  Durch  die  eben  entwickelte  Abhängigkeit  von  Sl  und  U  erhellt, 
dass  beide  zusammen  constant  oder  variabel  sind,  je  nachdem  es  die  relative 
Krümmung  der  Curven  (C) ,  (T)  ist  oder  nicht  ist  und  dass  die  eine  aus  der 
andern  folgt;  sobald  diese  Curven  und  ein  Pftar  homologe  Punkte  derselben 
gegeben  sind,  nebst  dem  Sinne,  in  welchem  Iftngs  der  Curve  (C)  die  Punkte 


u 
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der  Curve  (J*)  sich  auflegen  oder  dem  Sinne  der  Aufeinanderfolge  der  Momentan- 
centra.  Die  relative  Krümmung  kann  positiv  oder  negativ  oder  Null  sein  und 
der  verschiedenen  Beschaffenheit  ihres  Vorzeichens  entspricht  ein  positiver  oder 
negativer  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  co;  dem  Durchgang  durch  Null 
entspricht  ein  momentanes  Verschwinden  und  eine  ümkehrung  des  Sinnes 
dieeer  Grösse.  Nun  sind,  wenn  die  Krümmungshalbmesser  der  Curven  (C),  (J*) 
mit  Qf  q'  bezeichnet  werden,  die  Krümmungen  dieser  Curven 

1.       ^i      1  —  ^' 
Q        d(S      Q         d(S 

und  mithin  wird  die  relative  Krümmung  die  Differenz  dieser  Krümmungen, 
nftmlich 

^?  _  J_  _  A 
d(S        Q         q'  ^ 

also  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser  der 
Curve  {r)  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  der  Krümmungshalbmesser  der 
Curve  (C)  ist.  So  lange  also  der  Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen 
Curve  (r)  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  in  dem  Aussenraume  der 
Strecke  zwischen  dem  Berührungspunkte  der  Curven  und  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte der  festen  CSirve  (C)  sich  befindet,  erfolgt  die  Rotation  des 
Systems  mit  positiver,  sobald  er  auf  dieser  Strecke  selbst  liegt,  mit  negativer 
Winkelgeschwindigkeit  und  der  Durchgang  derselben  durch  den  Krtimmungs- 
mittelpunkt  von  (C)  bezeichnet  den  Sinneswechsel  derselben. 

Fällt  der  Krümmungskreis   der   Curve   (J*)   auf  die    entgegengesetzte 

Seite   der  gemeinsamen  Tangente   (Fig.  104),    so    stellt 

de  '}'  ds'    die    Elementaramplitude    dd'   dar    und    genügt 

also  ein  Zeichen  Wechsel  von  de    und  in  Folge  dessen  von 

q\  um  die  entwickelten  Formeln  diesem  Falle  anzupassen. 

Hierbei  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  von  (F)  immer 

in    dem    Aussenraume   jener    Strecke    und    kann    oo    das 

Fig.  104.  Zeichen  nicht  wechseln.    Geht  q  mit  Zeichenwechsel  durch 

das  Unendliche  hindurch,  so  wechselt  deswegen  oo  nicht  das  Zeichen. 

Die  Combination  der  entwickelten  Formeln  liefert  die  Gleichung 

oll 


u         o         o 


welche  allgemein  gilt,  wenn  man  q  als  von  gleichem  oder  entgegengesetztem 
Zeichen  mit  q  ansieht,  je  nachdem  die  KrUmmungsmittelpunkte  beider  Curven 
auf  dieselbe  Seiten  oder  auf  entgegengesetzte  Seite  der  gemeinsamen  Tangente 


246  Relative  Bewegung  in  der  Ebene.  II.  Th.,  Gap.  V,  §.  1. 

V.   Capitel. 

Die  relative  Bewegung  in  der  Ebene. 

§.  1.  Ein  ebenes  unveränderliches  System  bewegt  sich  in  der  Ebene 
und  sei  seine  Bewegung  hinsichtlich  der  Bahnen  seiner  Punkte,  ihrer  Ge- 
schwindigkeiten, der  Curven  (C),  (JT),  der  Winkelgeschwindigkeit  o  um 
(C,  JT)  und  der  Wechselgeschwindigkeit  u  des  Momentancentrums  für  jede 
Zeit  bekannt;  ein  Punkt  bewege  sich  unabhängig  von  diesem  System  in 
derselben  Ebene  und  sei  seine  Bewegung,  was  die  Bahn  und  Geschwindigkeit 
betrifft,  gleichfalls  für  jede  Zeit  bekannt.  Während  nun  Punkt  und  System 
sich  bewegen,  trifft  der  Punkt  mit  immer  anderen  Punkten  des  Systems  zu- 
sammen, so  dass  er  im  System  eine  bestimmte  Punktreihe  durchwandert, 
d.  h.  im  System  eine  bestimmte  Bahn  beschreibt.  Diese  Bewegung  des 
Punktes  im  System  heisst  seine  relative  Bewegung  und  die  Bahn,  welche 
er  in  ihm  beschreibt,  nämlich  die  continuirliche  Folge  der  Systempnnkte, 
mit  welchen  er  während  der  Bewegung  zusammentrifft,  seine  relative  Bahn 
im  System  oder  in  Bezug  auf  das  System.  Dieser  relativen  Bewegung 
gegenüber  heisst,  wenn  auch  nicht  ganz  passend,  die  Ortsveränderung  des 
Punktes  in  der  Ebene,  in  welcher  Punkt  und  System  sich  bewegen,  seine 
absolute  Bewegung,  seine  Bahn  in  ihr  seine  absolute  Bahn  und  diese 
Ebene  selbst  die  absolute  Ebene.  Damit  kann  freilich  nicht  gemeint  sein, 
dass  diese  Ebene  noth wendig  ruhe;  es  braucht  dies  keineswegs  der  Fall  zu 
sein.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  seine  Bahn  beschreibt,  d.  h.  der 
Quotient  des  Bogenelementes  der  relativen  Bahn  durch  das  Zeitelement  heisst 
die  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes. 

Bewegen  sich  zwei  ebene  Systeme  zugleich  in  derselben  Ebene,  so 
nimmt  jedes  im  andern  successive  andere  und  andere  Lagen  an  und  beschreibt 
jeder  Punkt  des  einen  im  andern  eine  relative  Bahn.  Die  Ortsveränderung 
des  einen  Systems  im  andern  heisst  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
dieses.  Es  hat  jedes  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  das  andere.  Die 
Bewegung  jedes  Systems  in  der  gemeinsamen  Ebene  der  Bewegung  heisst 
seine  absolute  Bewegung. 

Bewegen  sich  drei  Systeme  zugleich  in  einer  Ebene,  so  hat  jedes  in 
Bezug  auf  jedes  andere  eine  relative  Bewegung.  Da  aber  das  andere  selbst 
eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  das  dntte  hat,  so  kann  man  von 
relativer  Bewegung  zweiter  Ordnung  des  ersten  in  Bezug  auf  das  dritte 
reden  etc. 

§.  2.  Die  Aufgaben  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  ein  System,  welche  hieher  gehören,  sind:  1.  Wenn  gegeben  ist  die  ab- 
solute Bahn  des  Punktes,  seine  Lage  auf  derselben  und  seine  Geschwindigkeit 


X 
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zu  jeder  Zeit,  sowie  die  absolute  Bewegung  des  Systems,  dessen  Momentan- 
centrum und  Winkelgeschwindigkeit  um  dasselbe  zu  jeder  Zeit,  die  relative 
Bahn  und  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes  zu  finden ;  "2.  wenn  gegeben 
ist  die  relative  Bahn  des  Punktes  im  System  und  seine  relative  Geschwindig- 
keit für  jede  Zeit,  sowie  die  Lage  und  der  Geschwindigkeitszustand  des 
Systems  für  jede  Zeit,  die  absolute  Bahn  und  absolute  Geschwindigkeit  des 
Punktes  zu  finden. 

Aehnlich  sind  die  Aufgaben,  welche  die  relative  Bewegung  zweier 
Systeme  betreffen:  1.  Wenn  gegeben  sind  die  absoluten  Bewegungen  zweier 
Systeme  für  jede  Zeit  d.  h.  die  Lagen  der  Systeme  und  ihr  Geschwindigkeits- 
zustand durch  die  Curven  (C),  (F)  und  die  Winkelgeschwindigkeit  um  C, 
die  relative  Bewegung  des  einen  in  Bezug  auf  das  andere ,  d.  h.  die  relativen 
Curven  (C),  (f)  und  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  zu  finden,  2.  wenn 
die  absolute  Bewegung  des  einen  und  die  relative  Bewegung  des  anderen 
in  Bezug  auf  dieselbe  fUr  jede  Zeit  gegeben  sind,  die  absolute  Bewegung 
des  andern  Systems  zu  finden. 

Für  die  Behandlung  dieser  Aufgaben  ist  ein  Princip  von  Wichtigkeit, 
welches  wir  bei  Gelegenheit  der  Umkehrung  der  Bewegung  (§.  Ö.)  bereits 
benutzt  haben  und  welches  die  Bestimmung  der  relativen  Bewegung  auf  die 
einer  absoluten  Bewegung  zurückführt.  Das  bewegliche  System  sei  -^,  P 
der  Punkt ,  um  dessen  relative  Bewegung  in  2^  es  sich  handelt  und  falle  P 
zur  Zeit  /  mit  dem  Systempunkte  ^)  zusammen,  d.  h.  er  habe  die  Lage  2> 
auf  seiner  relativen  Bahn.  Ertheilt  man  nun  dem  System  ausser  der  vor- 
handenen noch  eine  weitere  Elementarbewegung,  so  würde  vermöge  dieser 
der  Systempunkt  j)  sich  von  F  entfernen;  ertheilt  man  daher  F  dieselbe 
Bewegung,  welche  der  mit  ihm  eben  vereinigte  Systenipunkt  j>  durch  die  zu- 
gefügte Bewegung  annimmt,  so  bleibt  F  mit  |)  verbunden  und  entfernt 
sich  von  ihm  blos  in  Folge  seiner  absoluten  Bewegung,  d.  h.: 

Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  be- 
wegliches System  wird  nicht  geändert,  wenn  man  dem  System 
noch  irgend  eine  andere  Bewegung,  dem  Punkte  aber  zugleich  in 
jedem  Momente  diejenige  Bewegung  ertheilt,  welche  der  in  diesem 
Momente  mit  ihm  zusammenfallende  Systempunkt  vermöge  der 
zugefügten  Bewegung  annimmt. 

Wfthlt  man  zu  der  zuzufügenden  Bewegung  in  jedem  Momente  die- 
jenige, welche  der  vorhandenen  Elementarbewegung  des  Systems  eutgegen- 
gesetzt  ist,  so  gelangt  das  System  zur  Ruhe,  während  sich  die  absolute 
Bewegung  des  Punktes  mit  der  ihm  zu  ertheilenden  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  zu  der  relativen 
Bewegung  oombinirt  und  ergibt  sich  daher  weiter: 
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Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  System 
ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  aus  der  absoluten  Bewegung 
desselben  und  derjenigen  Bewegung,  welche  der  Bewegung  des 
mit  dem  Punkte  in  diesem  Momente  zusammenfallenden  Sjstem- 
punktes  entgegengesetzt  gleich  ist  Da  das  System  hiebei  ruht,  so 
geschieht  die  Bestimmung  der  relativen  Bewegung  in  demselben  hiedurch, 
wie  die  einer  absoluten  und  ist  mithin  dieser  Satz  das  Mittel,  um  die  Be- 
stimmung der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  auf  die  einer  absolu- 
ten zurückzufuhren. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  diese  Betrachtungen  auf  die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  anwenden.  Die  relative  Be- 
wegung eines  Systems  in  Bezug  auf  ein  anderes  System  wird  nicht 
geändert,  wenn  mau  beiden  in  jedem  Momente  ein  und  dieselbe 
Elementarbewegung  ertheilt. 

Die  relative  Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein  an- 
deres System  ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  aus  der  abso- 
luten Bewegung  des  ersteren  und  der  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  zweiten,  nämlich  die  aus  diesen  beiden  Elementar- 
bewegungen resultirende  Elementarbewegung. 

§.  3.  Die  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  Lösung  der  obigen  Auf- 
gaben über  die  relative  Bewegung  eines  Punktes   oder  Systems  ist  leicht. 

Es  sei  für  irgend  eine  Lage  des  Systems  ((7,  F)  (Fig.  105) 
iCF)  \      I    das   Momentcentrum  und  j^p'  d^s  Element,  welches   der 

mit  dem  Punkte  P,  dessen  relative  Bewegung  zu  be- 
stimmen ist ,  zusammenfallende  Systempunkt  p  beschreiben 
würde;  kehrt  man  die  Elementarbewegung  des  Systems 
um,  so  stelle  2)py^  das  dieser  umgekehrten  Bewegung  ent- 
Fig.  iur>.  sprechende  Bahnelement  desselben  Punktes  dar.  Der  Punkt 

P  beschreibe  nun  das  Element  PP'  seiner  absoluten  Bahn  während  der 
Elementarbewegung  des  Systems;  die  Diagonale  PP^  des  unendlich  kleinen 
Parallelogramms  PP"  i\j;^  stellt  alsdann  das  Element  der  relativen  Bahn  dar 
und  P',  Pj  sind  die  correspondirenden  Orte  des  Pimktes  P  am  Ende  der 
Elementarbewegung  auf  der  absoluten  uud  relativen  Bahn.  Wiederholt  man 
dieselbe  Construction  für  die  folgende  Elementarbewegung  des  Systems,  so 
ergibt  sich  ein  weiteres  Paar  correspondirender  Orte  etc.  und  können  auf 
diese  Weise  beliebig  viele  Punkte  der  relativen  Bahn  bestimmt  werden.  J 
Soll  andererseits  aus  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  nnd  der 
Bewegung  des  Systems  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  gefunden  werden, 
so  folgt  ebenso  einfach,  dass  das  Element  der  absoluten  Bahn  die  Diagonale 
des  unendlich  kleinen  Parallelogramms  ist,  dessen  Seiten  das  Element  der 
relativen  Bahn  und  das  Element  sind,  welches  der  mit  dem  PonktSi  um 
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dessen  absolute  Bewegung  es  sich  handelt,  zusammenfallende  Systempunkt 
Yermöge  der  Elementarbewegung  des  Systems  beschreibt. 

Befindet  sich  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe,  so  ist  PP'  =  0  und 
ftllt  das  Element  PP^  der  relativen  Bahn  mit  dem  Elemente  2Uh  ^^^  Bahn 
des  Systempunktes  zusammen,  welche  dieser  vermöge  der  umgekehrten  Be- 
wegung des  Systems  beschreiben  würde;  da  dies  von  allen  Elementen  gilt, 
so  folgt,  dasB  die  relative  Bahn  im  System  überhaupt  mit  der  umgekehrten 
Bahn  des  Systempunktes  übereinkommt. 

Soll  der  Punkt  P  sich  in  relativer  Ruhe  befinden,  so  muss  PP^  ver- 
schwinden, folglich  PP"  mit  pp'  zusammenfallen,  es  muss  P  mithin  an  der 

Bewegung  des  Systems  theilnehmen. 
§.  4.    Beispiele. 

1.  Es  sei  PP'P'  .  .  .  (Fig.  106)  die  absolute  Bahn  eines  Punktes  P; 
ein  System  2  besitzt  eine  Translationsbewegung,   vermöge  welcher 

/  alle  Punkte  desselben  Bahnen  congruent 

\  /  und  parallel  Ä  Ä' Ä"  .  .  .,  der  Bahn  eines 

•©e '/^  Systempunkts    Ä    beschreiben;    es    seien 

^y  4\--^      ,  --'  ferner  P,  A\  P',  AI  \  P" ,  Ä' \  ...  correspon- 

1    y^''^!^'!^'  ^^^      dirende  Lagen  von  P  und  A^  die  in  belie- 

biger Menge  aufgefunden  werden  können; 
'^-v*    ^  die  relativen  correspondirenden  Orte  des 

^»fir-  106.  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  System  oder 

also  dessen  relative  Bahn  im  System  zu  bestimmen. 

Zieht  man  A  A\  Ä  P  und  mit  diesen  Geraden  parallel  Pp^ ,  Ap^ ,  so  ist  p^ 
der  Ort,  an  welchen  der  mit  P  zusammenfallende  Systempunkt  p  vermöge  der 
dem  System  zu  ertheilenden  entgegengesetzten  Translationsbewegung  gelangen 
würde,  während  P  selbst  auf  der  absoluten  Bahn  nach  P'  gelangt.  Durch  YoU- 
endnng  des  Parallelogramms  PP'  P^p^  ergibt  sich  daher  der  dem  Punkt  P*  ent- 
sprechende relative  Ort  P^.  Die  Construction  ist  gleich  gut  anwendbar  für  ver- 
schwindend kleine  Abstände  PP\  pp^^  wie  für  endliche,  also  für  die  Elementar- 
bewegongen  so  gut  wie  für  Bewegungen  von  endlichen  Bahnstrecken  und  da  bei 
Translationen  alle  homologen  Partien  der  Figuren  sich  parallel  bleiben,  so  kann 
man  die  Sehnen  der  Bogen  oder  die  Bogen  selbst  zur  Bildung  der  Parallelogramme 
verwenden.  Ebenso  gut  hätte  mau  auch  die  Parallelogramme  A  Pp  A  und  Pp  P'  Pj 
benntxen  können;  man  hätte  dann  ppi'  als  die  Bahn  des  Systempunktes,  welche 
dieser  in  Folge  der  direkten  (nicht  umgekehrten)  Translation  beschreibt  und  die 
absolute  Bewegung  aus  der  Bewegung  des  Systempunktes  und  der  relativen  Be- 
wegung zusammengesetzt  gedacht,  während  nach  der  vorigen  Construction  die 
relative  Bewegung  aus  der  absoluten  und  der  entgegengesetzten  Bewegung  des 
Systempunktes  als  Resultante  hervorgehend  gedacht  wird. 

Man  kann  die  Construction  auf  verschiedene  Weise  fortsetzen.  Einmal  kann 
man  AA" Pp^  und  pP'' P^p^  bilden  und  erhält  mit  Hülfe  der  Lage  j)^  des  Punkts^, 
welche  der  umgekehrten  Translation  A  A"  entspricht,  den  Punkt  P,  der  relativen 
Bahn,  welcher  durch  die  direkte  Translation  mit  P"  zusammengeführt  wird;  oder 
man  führt  die  Construction  für  den  mit  P'  zusammenfallenden  Systempunkt  P, 
unter  Zugrundelegung  der  Translation  A'A'*  aus,  muss  alsdann  aber  den  gewon- 
nenen relativen  Ort  in  die  ursprüngliche  Lage  des  Systems  zurückversetzen,  da  die 
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Construction  annimmt,  dass  das  System  bereits  die  Translation  AA'  ausgeführt 
habe  und  T^  sich  in  K  befinde. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe,  so  reducirt  sich  die  absolute  Bahn  PJP^  F^\.. 
auf  diesen  Punkt,  fällt  die  relative  Bahn  FF^P^  ...  mit  der  entgegengcsetiten 
Translationsbahn  pp^  2^s  •  •  • »  zusammen  und  ist  der  directen  Translationsbahn 
Pp'p"  • ' '  symmetrisch  gleich  in  symmetrischer  Lage.  Ein  passendes  Specialbcispiel 
hiezu  bietet  die  jährliche  Bewegung  der  Erde  dar.  Wenn  dieselbe  keine  Axen- 
drehung  besässe,  so  wäre  sie  ein  in  Translation  begriffenes  System  nnd  die  Trans- 
lationsbahn wäre  die  Ellipse,  welche  ihr  Mittelpunkt  um  den  Sonnemnittelpnnkt 
als  Brennpunkt  im  Laufe  des  Jahres  beschreibt.  Wird  nun  der  Sonnenmittelpnnkt 
als  in  absoluter  Ruhe  befindlich  angenommen,  so  ist  dessen  relative  Bahn  in  Bezug 
auf  die  Erde  eine  symmetrisch  gleiche  und  symmetrisch  liegende  Ellipse,  welche 
vom  Sonnenmittelpunkte  um  den  Erdmittelpunkt  als  Brennpunkt  im  umgekehrten 
Sinne  der  Bewegung  der  Erde  beschrieben  wird. 

.  2.    Es  sei  FF'F" .,.  (Fig.  107)  die  ebene 

\  /  absolute  Bahn  einesPunktes  P,  ein  System 

^.  /  27  in  derselbenEbene  besitze  eine  Rotation 

__..j3):r-:::--:/f''  um  den  Punkt/),  und  seien  0, pOp\ pOp\... 

.'''""  /  \p      r     "^-^     die  Amplituden  der  Rotation,  welche  den 

(  /..;^'\    /\  /    absoluten  Lagen  P,  P',  P"  ...  entsprechen, 

"-  -.  ^f::'[,y:___\\/\j.i^  man  soll  die  relativen  Orte  des  Punktes  P, 

^M     ^      '   ^  also  dessen  relative  Bahn  im  System  be- 

°  stimmen. 

Construirt   man    die  Orte  P^Pyip^- .",  welche  der  mit  P  zusammenfallende 

Systempunkt  p  in  Folge  der  entgegengesetzten  Rotation  einnimmt^  so  liefern  die 

krummlinigen  Parallelogramme  PPP,jy,,  FF" F^2hi"  •  ^i«  relativen  Orte  P,,  Pj... 

und  damit  beliebig  viele  Punkte  der  relativen  Bahn. 

Ist  der  Punkt  F  in  absoluter  Ruhe,  so  reducirt  sich  die  absolute  Bahn  auf  den 
Punkt  P  und  fallt  die  relative  Bahn  mit  der  ent<gegengesetzten  Rotationsbahn  des 
mit  p  zusammenfallenden  System punkt es  zusammen.  Ein  Beispiel  hiezu  bietet  die 
tägliche  Bewegung  der  Erde  dar.  Würde  die  Erde  im  Räume  nicht  fortschreiten, 
so  wäre  sie  ein  System,  welches  blos  eine  Rotation  um  ihre  Axe  besitzt.  Wird  nun 
der  Sonnenmittelpunkt  als  absolut  ruhend  angesehen,  so  ist  seine  relative  Bahn 
in  Bezug  auf  das  System  ein  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Erdaxe  ist,  und 
im  umgekehrten  Sinn  der  Erdrotation  beschrieben  wird  (scheinbare  Bewegung  der 
Sonne  um  die  Erde). 

§.  5.  Die  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  heisst 
dessen  relative  Geschwindigkeit;  man  erhält  sie,  indem  man  das  Bogen- 
eleraent  der  relativen  Bahn  durch  das  Zeitelement  dividirt  und  ihre  Richtung 

ist  die  Tangeute  der  relativen  Bahn.  Nach  Cap.  IIL, 


>^' 


y 


§.  15.  ist   die  absolute  Geschwindigkeit  t;  eines 
^'  '^'        /        Punktes  die  Resultante  aus  seiner  relativen  Ge- 


vj     ~  seh  windigkeit  Vi  und  der  Geschwindigkeit  v^  des 

^'^«-  ^^'^-  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und 

wird   aus  beiden  mit  Hülfe  des  Parallelogrammes   der  Geschwindigkeiten 

gefunden  (Fig.  108).    Trägt  man  nun  i;^  ^  entgegengesetiten  Sinne  ao^ 
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80  ergibt  sich  ein  zweites  Parallelogramm,  in  welchem  die  relative  Ge- 
schwindigkeit v^  Diagonale  ist,  während  v  und  —  v.^  Seiten  sind.  Man  erhält 
daher  folgenden  Satz: 

Die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist  die  Resul- 
tante aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  desselben  und  der  im 
entgegengesetzten  Sinn  genommenen  Geschwindigkeit  des  mit 
ihm  zusammenfallenden  Punktes  des  Systems,  auf  welches  die 
relative  Bewegung  sich  bezieht. 

Projicirt  man  das  erstere  der  beiden  Parallelogramme  auf  irgend  eine 
Axe,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien  die  Projection  der 
absoluten  Geschwindigkeit  durch  die  Summe  der  Projectionen  der  relativen 
Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit  des  Sjstempunktes  dargestellt. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit 
auf  irgend  eine  Axe  gleich  ist  der  Differenz  zwischen  der  Pro- 
jection der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit 
des  Systempunktes,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  gleich 
der  Summe  der  Projectionen  der  absoluten  Geschwindigkeit  und 
der  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  des 

Systempunktes. 

§.  6.    Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  Schwimmer  will  vom  Punkte  O  vom  Rande  einesFlussufers 
aus  den  Punkt  H  auf  dem  gegenüberliegenden  Ufer  in  gerader  Linie 
mit  constanter  (absoluter)  Geschwindigkeit  v  schwimmend  erreichen. 
Die  constante  Geschwindigkeit  des  Flusses  sei  v^y  in  welcher  Richtung 
gegen  den  Strom  und  mit  welcher  relativen  Geschwindigkeit  r,  muss 
er  im  Strome  schwimmen,  um  das  Ziel  zu  erreichen? 

Ist  6^  F,  Bi  Vi  (Fig.  109)  die  Geschwindigkeit  des  Stromes  (des  Systempunktes, 
welcher  'mit  dem  beweglichen  Punkte  zusammenfällt) ,  GVi  ^^  v^  die  gesuchte 
relative  Geschwindigkeit  nach  Grösse  und  Richtung,  so  muss  die  Diagonale  GYs^v 
des  Parallelogramms  über  GV^  und  GV^  in  die  Richtung  GH  fallen.  Hicdurch 
bestimmt  sich  die  relative  Geschwindigkeit  Vj  und  ihre  Richtung. 


i^% 


1^:. B 

7U-\  tl 

tig.  109.  Fig.  110. 

Ist  V  der  Grösse  nach  nichb  gegeben,  so  hat  die  Aufgabe  unendlich  viele 
Lösungen.  Die  vortheilhafteste  Lösung  wird  diejenige  sein,  welche  die  kleinste 
relative  Geschwindigkeit  v^  liefert.  Man  erhält  sie,  indem  man  für  r,  F  die  Nor- 
male auf  Gif  wählt. 

2.  Ein  Punkt  M  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  v^  eine 
Gerade  AB  [(Fig.  110);  ein  zweiter  Punkt  N  bewegt  sich  mit  der  Ge- 
tohwindigkeit  v  mit  M  in  einer  Ebene  nach  einer  noch  näher  zu  be- 
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stimmenden  Richtung.  Wie  ist  die  Richtung  der  Bewegung  von  N  z\k 
bestimmen,  damit  er  mit  M  zusammentreffe?  Die  relative  Geschwindigkeit 
t-i  von  N  in  Bezug  auf  ein  TranslationsBybtem ,  welchem  M  angehört,  muss  fort- 
während durch  M  gehen.  Nun  ist  die  absolute  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  N 
die  Resultante  aus  der  relativen  v^  und  der  Geschwindigkeit  v,  des  Punktes  M, 
Ist  also  NV^  =  v^  und  beschreibt  man  mit  NV  =  v  aus  JV  einen  Kreis,  so  liefert 
V^  V}jiNM  den  Punkt  V  des  Kreises,  so  dass  NV  die  Richtung  ist,  welche  der 
Punkt  N  einschlagen  muss  und  die  Vollendung  des  Parallelogramms  NV^VV^  die 
relative  Geschwindigkeit  NV^  =  r,  des  Pimktes  N', 

Aus  der  Figur,  worin  G  der  Schnittpunkt  von  JVF  mit  AB  sei,  folgt 

MG  :  NG  =  t?2  :  ü. 

Es  ist  also  der  Punkt  G  so  zu  finden,  dass  das  Verhältniss  seiner  Abstände  von 
den  Punkten  3f ,  N  ein  gegebenes  v.^ :  v  sei.  Der  Ort  der  Punkte  G  ist  bekanntlich 
ein  Kreis,  mit  dem  Mittelpunkte  auf  N  My  welcher  Kreis  die  Strecke  NM  nach  dem 
Verhältniss  v^  :  v  harmonisch  theilt,  nämlich  so,  dass  für  dib  Schnittpunkte  P,  Q 
mit  NM  die  Proportion  besteht  NP  :  FM  =  NQ  :  MQ. 
Wann  wird  die  Lösung  unmöglich? 

§.  7.  Für  die  analytische  Behandlung  kommt  das  Problem  der  relativen 
Bewegung  auf  das  Problem  der  Coordinatentransformation  zmUck.  Man 
denkt  sich  nämlich  zwei  Coordinatensysteme,  von  denen  das  eine  der  absoluten 
Ebene ,  das  andere  dem  beweglichen  System  angehört.  Die  Coordinaten  eines 
beweglichen  Punktes  in  Bezug  auf  das  erste  geben  seinen  Ort  im  absoluten 
Räume  an  und  heissen  seine  absoluten  Coordinaten,  die  Coordinaten  desselben 
Punktes  in  Bezug  auf  das  andere  bestimmen  seinen  Ort  im  beweglichen 
System  und  sind  seine  relativen  Coordinaten.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese 
Coordinaten  sich  ändern,  bestimmt  die  Bewegung  der  einen  oder  der  andern 
Art.  Die  absoluten  Coordinaten  des  Punktes  seien  x,  y^  die  relativen  der- 
selben x\  y\  die  Bewegung  des  Systems  werde  durch  die  Bewegung  des 
Ursprungs  der  relativen  Coordinaten  und  der  Axen  des  relativen  Coordinaten- 
Systems  bestimmt.  Da  letztere  in  verschiedenen  Fällen  einfacher,  in  anderen 
complicirter  ist,  so  behandeln  wir  dieselben  der  Reihe  nach. 

1.    Das  bewegliche  System  besitze  blos    eine   Translation  (Fig.  111); 
^^,  hiebei  bewegen  sich  die  Axen  der  x'j  y  parallel  mit 

sich;    wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  die  Axen 

fir^j  beiderlei  Coordinaten  als  mit  einander  resp.  parallel 

an.    Sind  x^^  y^    die   Coordinaten   des    beweglichen 

-^     Ursprungs,   so   hängen  sie  mit  den  Vorigen  durch 

^        ^i®  Gleichungen  zusammen; 


y 


o 


0 


X, 

Fig.  111.  a'i  -f  0.'  -  a;  =  0,  y^  +  /  —  y  —  0, 


welche  mau  findet,  indem  man  den  Umfang  des  Dreiecks,  gebildet  von 
den  Anfangspunkten  der  beiden  Coordinateusysteme  und  dem  Punkte  (o^^^jp), 
auf  die  absoluten  oder  auf  die  relativen  Axen  projicirt,  gleich  Null  BeUtü 
Die  relativen  Coordinaten  sind  daher: 
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/ 


sind  also  die  absoluten  und  die  Coordinaten  des  relativen  Ursprungs  als 
Functionen  irgend  einer  Grösse  z.  B.  der  Zeit  gegeben,  so  erhält  man  hiedurcb 
die  relativen  Coordinaten  als  Functionen'  derselben  Grösse. 

2.  Das  bewegliche  System  besitze  blos  eine  Bewegung  um  einen  festen 
Pnnkt  (Fig.  112).  Wir  nehmen  denselben  zum  Ursprung  der  absoluten  und 
der  relativen  Coordinaten  x^y\  x\  y  und  bestimmen  die  Lage  der  aj'-Axe 
gegen  die  festen  Axen  der  rr,  y  durch  die  Winkel,  welche  sie  mit  ihnen 
bildet,  deren  Cosinuse  a,  h  6eien,  ebenso  die  Lage  der  y-Axe  gegen  die- 
selben durch  ihre   Neigungswinkel,    deren   Cosinusse  a,  1/  sind.    Die   vier 

Grössen  a,  6;  a',  b'  hängen  von  der  Bewegung  des 
Systems  ab  und  sind  unter  sich  durch  3  unab- 
hängige Belationen  verbunden,  vermöge  welcher  sie 
auf  eine  reducirbar  sind.  Projicirt  man  unter 
Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  den 
Linienzug  der  Coordinaten  x' ,  y  und  zurück  nach 
dem  Ursprung  auf  die  absoluten  Axen,  und  anderer- 
seits den  Linienzug  der  x^  y  und  zurück  zum  Ursprung  auf  die  relativen 
Axen,  so  erhält  man: 

X  =  ax'  -f-  ay  x'  =  ax  -{-  hy 

y  =  hx  +  Vy  y  =  dx  +  Vy , 

wobei  die  Relationen  bestehen: 

«2  -f  6«  =  1  rt»  +  o'*  =  1 

o'«  +  6'«  =  1  6«  -f.  V^  =  1 

ad  -f-  66'  =  0  a6  +  dl)  =  0 

von  denen  jedesmal  die  zwei  ersten  ausdrücken,  dass  a,  6, .  . .  Richtungs- 
cosinus einer  Geraden  sind,  während  die  zwei  letzten  die  Rechtwinkligkeit 
der  Axen  darstellen. 

3.  Besitzt  das  bewegliche  System  die  allgemeinste  Bewegung,  so  genügt 
eine  Combination  der  beiden  vorigen  Fälle ,  um  die  relativen  Coordinaten  zu 
bestimmen.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  den  Ursprung  der  beweglichen 
Axen  zwei  Hülfsaxen  der  £,  ?;,  welche  während  der  Bewegung  den  festen 
Axen  fortwährend  parallel  bleiben,  so  hat  man,  wie  bei  2.: 

,.  .       und  zugleich: 

y  =al^  +  h^]  ^i  =  y  —y^^ 

mithin  aus  diesen  Gleichungen  zusammen: 

X  =a{x  —  Xi)  +  h(y  —  yj 
y'  =  d(x  —  x^)  +  h\y  —  yj . 
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§.  8.    Die  Differentiation  der  Formeln  des  §.  7.  liefert  die  Componenten 

(l  X       (l  w       (l  ^ 

-     ,    -     ,  -^   der  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung. 
(//       dt       dt 

1.  Bei  einer  Translationsbewegung  des  Systems  sind  sie  daher 

dx  dx       dxi       dy        dy       dy^ 

dt  ~dl'^dt'     ~di  ~  dt  "  dt' 

Da  die  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Ursprungs  (xi ,  y^)  die  Translaüons- 
geschwindigkeit  des  Systems,  also  die  Geschwindigkeit  jedes  Systemponktes 
angibt,  so  erkennt  man  hierin  die  üebereinstimmung  mit  dem  Satxe  §.  5.,  a.  K 

2.  Besitzt   das  System    eine  Rotation   um    einen  Punkt,   den   festen 
Ursprung,  so  ist  nach  Nr.  2.  des  §.  7.: 

dx' 
dt 
dy 
dt 
Hierin  bedeuten  die  Glieder 


t        \    dt^     dtJ^  V    dt  ^^  dtJ' 
(       (  ,dx       ,,cly\        f    da  dh^ 


dx  dy         ,dx         ,dy 

dt^      dt'  dt^       dt 

dx     dy 
die    Projectionssummen    der   Componenten   -— ,   -—  der  absoluten  Oeschwin- 

dt     dt 

digkeit  auf  die  beweglichen  Axeu;  also  die  Projectionen  dieser  Geschwin- 
digkeit selbst  auf  diese  Axen.    Die  übrigen  Glieder 

da    .       dh  da    ,       dl/ 

bedeuten,  wie  sofort  gezeigt  werden  soll,  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  mit  dem  Punkte  (rr,  y)  zusammenfallenden  Systempunktes  parallel 
den  beweglichen  Axen.  Zu  dem  Ende  gestalten  wir  sie  etwas  um,  indem 
wir  Xf  y  ausdrücken  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

X  =  ax'  -f-  a'y  ,     y  =  hx'  +  h'y\ 

sie  hierauf  ordnen  und  die  aus  der  Differentiation  der  Nebenrelationen 

entspringenden  Gleichungen 

dt  ^      dt  '  dt  ^       dt 

da  dh'  (  ,da        r,  dh\ 

dt  ^       dt  \     dt  ^       dtJ 

benutzen.    Dadurch  nehmen  sie  die  Form  an: 

/    da  dh'\    ,  f^'^^^i3'^^\   ' 
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Für  den  Sjstempunkt,  welcher  zur  Zeit  t  mit  dem  Punkte  (xy)  zusammen- 

tällt,  sind  x'f  y   nach  t  constant,  weil  er  im  System  seine  Lage  nicht  ändert. 

Daher  erhält  man  für  ihn  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel 

den  unbeweglichen  Axen,  indem  man  bei  der  Differentiation  der  Gleichungen 

X  =  ax  -f-  ay  y     y  =  bx  -{-  h  y 

blos  a,  a\  b^b'  als  veränderlich,  x\  y    aber  als  constant  ansieht.    Dieselben 

sind  daher 

,da    ,      ,da  ,  db    ,      ,db' 

Indem  man  dieselben  auf  die  beweglichen  Axen  projicirt,  d.  h.  sie  resp.  mit 
a,  &;  a\b'  multiplicirt  und  addirt,  liefern  sie  uns  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  parallel  den   beweglichen  Axen,   nämlich: 

/    da  db'\    ,        (  ,da         ,db\    , 

\     dt    ^        dtJ^  '      \    dt^        dt) 

Dies  sind  aber  genau  die  entgegengesetzten  von  den  oben  gefundenen  Werthen, 
w.  z.  b.  w. 

3.  Ganz  ebenso  führt  die  Differentiation  der  Gleichungen  Nr.  3.  in  §.  7. 
zur  Eenntniss  der  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  in  einem 
System,  welches  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  hat,  welche  in  der 
Ebene  möglich  ist;  nämlich: 

dx' 


dt 


dy         (  ^<n,,.dri\        (   da'  db'\ 

dl dx        dXy      dri dy d^ 

Tt  ^  dl  ~  dt'    Tt~~di       ~di' 

Die  Grössen  ^  =  x  —  x^,  '^  =  V  —  Vi  stellen  die  relativen  Coordinaten  in 
Bezug  auf  ein  bewegliches  System  dar,  dessen  Axen  der  $,  i}  fortwährend 

den  festen  Axen  der  x^y  parallel  bleiben  und    , . ,  -7:  sind  die  Componen- 

dt      dt 

ten  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Punktes  x^  y  in  Bezug  auf  diese  Axen. 
§.  9.  Um  die  relative  Elementarbewegung  eines  ebenen  Systems  2^ 
in  einem  andern  System  Z^  zur  Zeit  t  zu  erhalten,  ertheilen  wir  beiden 
Systemen  zusammen,  wie  einem  Gesammtsysteme,  die  entgegengesetzte  ab- 
solute Elementarbewegung  von  2^  um  dessen  Momentancentrum.  Die  aus 
der  absoluten  Elementarbewegung  von  2^  und  der  entgegengesetzten  ab- 
soluten Elementarbewegung  von  2^  resultirende  Bewegung  ist  die  relative 
Elementarbewegung  von  2^  in  Bezug  auf  2^ ;  ihr  Momentancentram  ist  das 
relative  Momentancentrum  und  der  Ort  aller  relativen  Momentancentra  bildet 
eine  relative  Curve  (C)  in  2^ ,  welche  in  Bezug  auf  die  relative  Bewegung 
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von  2^1  in  £.j  als  ruhend  anzusehen  ist.  Mit  dem  relativen  Momentancentnim 
niilt  ein  gswisser  Punkt  F  von  £^  zusammen  und  sämmtlicbe  Ponkte  dieser 
Art  bilden  eine  gewisse  Curvc  (/'),  welche  über  die  Curve  (C)  hinrollt,  um 
die  relative  Bewegung  von  Z^  gegen  £^  wie  eine  absolute  Bewegung  zu 
bestimmen.  Die  beiden  Curvcu  (C)  und  (F)  haben  aber  eine  doppelte  Be- 
deutung. Während  nUmlich  für  die  relative  Bewegung  von  ^^  in  2]^  die 
Curve  (C)  ruht  und  (/')  sich  über  sie  hinbewegt,  ruht  für  die  relative  Be- 
wegung von  Z^  in  2^  jene  und  bewegt  sich  diese  über  sie  ihn,  aber  in  entgegen- 
gesetztem Sinne.  Sind  nämlich  C^  und  C^  die  Moment ancentra  der  absoluten 
Bewegungen  von  Z^  und  £.j  und  &}| ,  ca^  die  Winkelgeschwindigkeiten  dieser 
Systeme  um  sie,  so  liefern  coj  luu  C\  und  —  m  um  C^  zusammen  die 
Momontunaxo  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit  O]  — co^  um  sie  fUr  die 
relative  Bewegung  von  2^i  und  Ä  und  is.t  C^C :  G'C^g  =  —  <o^  :  ©^ .  Ebenso 
liefern  aber  —  Wj  um  ( \  und  cog  um  C^  die  relative  Momentanaxe  C  von 
^  gogeu  2,\  und  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  —  Wi  +  ®a  ^^™  sie, 
so  zwar,  dass  Ci  C"  :  6'"(  ^  =  w^  •  —  ^i  •  Es  theilen  also  beide  Centra  C 
und  (y  die  Strecke  6\  C^  in  demselben  Verhältniss  und  fallen  daher  zusammen 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  um  C"  ist  entgegengesetzt  gleich  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  cy . 

Diese  Betrachtungen  gelten  ebenso  für  zwei  körperliche  Systeme  J^,  2^, 
welche  in  Parallolbowegung  sich  befinden;  statt  „Momentancentram"  ist  nur 

„Momentanaxe"  zu  setzen  und  die  Mtmientanaxcn  sind  alle  einander  parallel 

Beispiel. 

Zwei  Systeme  2/,  ,  2^  rotireu  fortwährend  um  zwei  parallele  Axen, 
2\  um  (\  ,  2^  um  C,,;  dor  Abstand  dieser  Axen  sei  a  und  es  besitze  lur 
Zeit  t  das  Systi'm  2',  die  Winkelgeschwindigkeit  Wj  um  0^,2^  die 
WinkelgOHchwindigkcit  co.^  um  CT..  Man  verlaugt:  1.  die  Lage  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  für  die  relative  Momentanaxe  C  von  ^  in 
Bezug  auf  2^ ,  2.  dasselbe  für  die  relative  Bewegung  von  2^  in  Being 
auf  2,  und  3.  die  Beschaffenheit  der  relativen  Flächen  ((7)  und  (F)  für 
den  Fall,  dass  das  Verhältniss  (o,  :  (o.  der  Winkelgeschwindigkeiten 
während  der  Dauer  der  Bewegung  constant  bleibt 

Um  die  relative  Momentanaxe  von  2\  gegen  Z,  und  ihre  Winkelgeschwindigkeit 
zu  finden,  habtn  wir  die  Kesultante  zu  ziehen  von  (o^  um  (7|  und  von  — t»,  um 
(\ ;  dieselbe  ist  co^  —  w^ ,  ihre  Axe  fiillt  in  die  Kbone  Cj  C^ ,  ist  parallel  mit  C, 
und  C,  und  stehen  ihre  Abstände  von  diei^cn  Axen  im  Verhältnisse  lo,  :  «i  .  Sind 
to^  und  (0.J  gleichen  »Sinnee!,  so  iVdlt  die  Momentanaxe  in  den  an  den  Parallelstreifen 
t\  C,  angrenzenden  Aussenraum,  welcher  der  Axe  der  grösseren  Winkelgeschwin- 
digkeit anliegt;  i«ind  sio  eutgegcngeiietzten  Sinnes ,  so  fUUt  sie  in  den  Parallel- 
stn'ifcn  selbst.  Für  letzteren  Fall  wird  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  ab, -{-s,. 
Soll  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Bewegung  fort- 
Wilhrend  constant  bleiben ,  so  behält  auch  die  Momentanaxe  fortwährend  constante 
Abstände  «',  a"  von  i\^  C, ,  für  welche 

a         a 


(O^  O)} 
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ist  und  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Momentanaxen  und  der  Geraden  des 
Systems  S^ ,  welche  nach  und  nach  in  diese  eintreten,  zwei  Ereiscylinder  mn  C^ ,  (7, 
mit  den  Badien  a ,  a\  welche  sich  längs  der  Momentanaxe  berühren.  Haben  to^ 
nnd  Ol,  gleichen  Sinn,  liegt  mithin  die  relative  Momentanaxe  in  dem  Aossenraume 
von  C|0,,  so  wird,  wenn  cd,  die  grössere  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet: 


mid  folglich 


a    —  a 


09«  „  (Ol 


o,     a    = —  o 


0>|    —  (Dg  ö^i    —  ^% 


und  berühren  sich  die  Gylinder  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaftlichen  Tan- 
gentenebene; haben  aber  oni  and  co,  entgegengesetzten  Sinn,  so  liegt  die  Momentan- 
axe im  Parallelstreifen  nnd  wird  also: 


o  = ^ —  a,     a    — 


eoi  -f-  o)j  <»i  +  «"a 

die  Gylinder  berühren  sich  anf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  gemeinschaftlichen 
Tangentenebene. 

Für  die  relative  Bewegung  von  £^  in  Bezug  auf  2?i  erhält  man  dieselben  Axen 
und  Gylinder,  sie  vertauschen  nur  ihre  Bollen  und  die  relative  Winkelgeschwindig- 
keit wird  CD,  —  eoj  . 

Einige  Literatur  über  die  Bewegung  ebener  Systeme. 

Nicomedes  (150  v.  Ghr.)  fand  die  Gonchoide  und  die  Gonchoidenbewegung. 
Gartesius  bemerkte  zuerst  das  Momentancentrum  bei  der  Erzeugung  der  Gydoide 
(Lettres  de  Descartes,  T.  11,  p.  39,  Ausg.  v.  1724).  Joh.  BernouUi  gebührt  die 
Entdeckung  des  Momentancentrums  für  die  allgemeine  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene  (De  ccntro  spontaneo  rotationis.  Opera  Joh.  Bemoulli, 
T.  IV,  p.  266;  1742).  Hieran  reihen  sich,  wenn  auch  vorzugsweise  der  räumlichen 
Bewegung  gewidmet:  d*Alembert,  Traitä  de  la  präcession  des  ^quinoxes  (1749), 
in  welchem  Werke  zuerst  eine  „axe  instantanä  de  rotation*^  vorkommt;  Euler, 
Dicouverte  d^un  nouvean  principe  de  M^canique  (M^m.  de  TAcad.  de  Berlin, 
a.  1760);  Du  mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour  d'un  axe  variable 
(M^m.  de  TAcad.  de  Berlin,  a.  1758);  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigi- 
dorom  (1765);  Formulae  generales  pro  translatione  quacunque  corporum  rigidorum 
(Novi  Gommentarii  Acad.  Petropolit.  a.  1795,  t.  XX). 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  folgende  Arbeiten  von  Ghasles: 

1.  Note  sur  les  propriätäs  g^n^rales  du  Systeme  de  deux  corps  semblables 
entr  eux,  et  plac^  d'une  mani^re  quelconque  dans  Tespace;  et  sur  le  däplacement 
fini,  ou  infiniment  petit,  d*un  corps  solide  libre;  communlqu^  ä  la  soc.  philom. 
6.  Febr.  1831  (Bulletin  des  sciences  math.  p.  F^russac,  Nov.  1830). 

2.  Propriät^s  gäometriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit  d*Hn  corps 
solide  libre  dans  Tespace.  (Gomptes  rendus  de  TAcad.  des  sciences  de  Paris,  T.  XVI, 
p.  1420—1432^  ann^e  1843.) 

3.  Propriätds  relatives  au  d^placement  fini  quelconque,  dans  Vespace,  d'une  ^ 
figure  de  forme  invariable.    (Gomptes  rendus  de  TAcad.  de  Paris,  T.  LI:  5.  D^- 
1860,  10.  D^c.  1860;  T.  LH:  21.  Jan.  1861,  4.  Fevr.  1861,  18.  Mars  1861.) 

4.  Th^r^mes  gän^raux  sur  le  ddplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 
(Gomptes  rend.  T.  LXXX,  p.  846.  6.  F^vr.  1876.) 
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5.  Th^oremes  relatifs  au  d^placement  d'nne  fignre  plane  dont  deuz  poisU 
glissent  sur  deuz  courbes  d'ordre  et  de  classe  quelconque.  (Comptea  rend.  LXXXU, 
p.  431;  21.  Fevr.  1876.) 

Die  beiden  letztgenannten  Abhandlungen  geben  eine  grosse  Menge  von  SBten 
über  Ordnung  und  Classe  der  bei  der  ebenen  Bewegung  erzengten  Curven,  insbe- 
sondere bestimmen  sie  die  Ordnung  der  Curven  (C7),  (F).  Ghasles  bedient  sich 
zur  Entwickelung  seiner  Sätze  des  von  ihm  entdeckten  „Princips  der  Correspondeni^. 

An  die  Chaslos'sche  Arbeit  Nr.  2  reiht  sich  unmittelbar  an: 

Jonqui^res,  Propriätäs  g^ometriques  relatives  au  mouvement  infininaent  petit 
d*un  Corps,  in  seinem  Werke:  Mälanges  de  Geometrie  pure.  Paris  1866,  p.  1—61 
(enthält  eine  Entwickelung  der  Beweise  zu  der  genannten  Chaslea'schen  Abhaadlnng.) 

6 risse,  Sur  le  d^placement  fini  quelconque  d'une  Ügnxe  de  forme  invaziable 
(Journal  de  math.  pures  et  appliqu^es  p.  Liouville,  2°^*  S^e,  T.  19.  1874).  Be- 
weise der  in  der  Chasles'schen  Abhandlung  Nr.  3  aufgestellten  Sätse. 

Möbius,  Ueber  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen.  (Grelle, 
Journ.  der  reinen  und  angew.  Maihem.  B.  XVIII,  S.  189—212.  (1886.) 

Chelini,  Dci  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  spostamento  di  nna  figmmdi 
forma  invariabile.  (Memorie  dell'  Accad.  di  Bologna  1862),  sowie  dessen  Elementi 
di  Meccanica  razionale,  Bologna  1860. 

Stegmann,  Geometrische  Untersuchungen  über  Drehung.    Marburg  186S. 

Kesal,  Traite  de  cindmatique  pure,  Paris  1862  und  Traitä  de  mtomiqne 
generale.    Paris  1873. 

Aronhold,  kinematische  Mittheilungen.  Gmndzüge  der  kinematischen  Geo- 
metrie. Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Prensien. 
Berlin  1872. 

Ueber  das  Problem  der  Rouletten  und  seine  Umkehrungen: 

Steiner,  Zum  Krümmungsschweqjunkte  ebener  Curven.  (Crelle's  Jonm.  B.  21, 
p.  33  u.  101.) 

Besant,  Nouv.  Ann.  de  mathdm.  2^  Sdrie.  T.  XI,  p.  258,  T.  X,  pp.  284,  824, 
432,  474,  553.  Diese  Untersuchungen  sind  auch  besonders  erschienen  anter  dam 
Titel:  Notes  on  Roulettes  and  Glissettes.   Cambridge  1870. 

Gigon,  Roulettes  ext^rieures  et  int^rieures.    Nouv.  Ann.  2"*  Ser.  T.  VH,  p.  462. 

Zahlreiche  Aufgaben  über  die  ebene  Bewegung  yon  verschiedenen  Autoren  in 
den  Nouv.  Annales  de  Mathe m. 

Aoust,  Analyse  inlinitvsimale  des  courbes  planes.    Paris  1873. 


VI.    Capitel. 

Die  sphärisohe  Bewegung  eines  nnver&nderliohen  System«  und 

ihre  G^esohwindigkeiten. 

§.  1.  Die  Lehren  über  die  Aequivalenz  der  Rotationen  und  Winkelgeachwin* 
digkeiten  um  Azen,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  reichen  hin,  um  die 
Eigenschaften  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  rSnmliohen  Systems,  wel- 
ches um  einen  Punkt  rotirt,  zu  studiren,  soweit  sie  die  Bahnen  disr  Punkte 
und  die  Geschwindigkeiten  betreffen.    Bei  dieser  Bewegong  beschreibeD  die 
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l^Ulkte  des  SjatemE  sphärische  Bahnen,  welche  concentrischen  KugelflSchen 
aogehGren,  deren  gemeinBamer  Mittelpiinkt  jener  Funkt  ist.  Ein  aphärbcher 
Schutt  des  Systems ,  um  diesen  Mittolpuakt  geführt,  bewegt  sich  in  seiner 
i  Kngelfläcbe  utid  die  Bahnen  aller  auf  einer  durch  den  Mii^elpunkt 
1  Geraden  des  Systems  sind  ähnliche  Cnrven.  Es  gentigt  daher,  die 
Bewegung  eines  einzigen  solchen  sphärischen  Schnittes  zn  untersuchen,  mn 
die  Bswegung  aller  System  punkte  kennen  xa  lernen  und  kommt  das  Problem 
der  Rotation  eines  unveränderlicbeu  Systems  um  einen  Punkt  auf  das  ein- 
fachere der  Bewegung  eines  sphBrisohen  Systems  auf  der  KugelflSche  zui'Qck. 
Eine  solche  Bewegung  nennen  wir  eine  sphBrJsche  Bewegung.  Sie  kdnnte 
auch  wohl  conische  Bewegung  oder  Bewegung  im  StralenbUndel  heissen, 

2.  FUr  die  Bewegung  des  sphBrischen  Systems  auf  der  Kugelfläche 
,  £^,  £^,  . .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  weiche  dasselbe  durchlauft:  die 
Bew^nng  aus  der  Lage  £,  in  die  Lage  £^  ist  aequivalent  einer  Rotation  um 
einen  bestimmten  Punkt  C,  der  Kugelflüche,  auf  welcher  die  Bewegung  er- 
folgt (oder  um  seinen  Gegenpunkt,  oder  um  beide),  die  Bewegung  aus  der 
Lage£,  in  die  Lage  £^  aeijuivaient  einer  Rotation  um  ein  zweites  Centrum 
Cs  0.  s.  f,  Wühlt  man  die  Lagen  i;,,  £.,  ^,  .  .  .  immer  dichter  und 
dichter,  so  h&ufen  sich  die  Rotati onsc«ntra  C,,  C^  .  .  .  gleichfalls  und 
werden  die  Amplituden  für  die  Rotation  aus  einer  Lage  des  Systems  in  die 
nlchatfolgende  immer  kleiner.  In  der  Grenze  gebt  die  Folge  der  Rotationen 
in  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  und  die  Folge  der  Contra  C  in  eine 
eontinuirliobe  Curve  (C)  auf  der  fegten    KugelflSche  Über. 

Während  der  Rotation  um  C\  iUllt  ein  gewisser  Syatempunkt  Tj  mit  C^ 
während  der  Rotation  um  C^  ein  anderer  Systempiuikt  /',  mit 
I.  f.  Bei  dem  Grenzen II bergange  erhält  mau  daher  noch  eine  zweite, 
dem  beweglichen  System  angehSreude  Curve  (D,  deren  l'unkte  während 
der  Bewegung  des  Systems  nach  und  na.cU  mit  den  Punkten  der  Curve  (C) 
susammentrefien.  In  dem  Momente,  in  welchem  die  verschwindend  kleine 
liotatiou  lim  <7,  beginnt,  ist  I\  in  C^  eingetreten  und  verlätist  /*,  den  Punkt  C, ; 
daher  haben  beide  Curven  die  Bogenelet&eute  (7,  f '^  und/',/',  gemein,  d.h. 
nie  berühren  sich  in  C\  .  Fügt  man  diesen  Betrachtungen  tiber  die  Bewegung 
des  sphärischen  Systems  die  ents|irecbende  über  die  Bewegung  des  körper- 
lichen Systems  um  den  Ku  gel  mitte  Ip  unkt  hinzu,  so  gelaugt  man  dazu,  die 
folgenden  Sätze,  welche  den  Sätzen  in  Cap.  IV,  §,  '2.  analog  sind,  aufzustellen. 
Jede  Bewegung  eines  unverlinderlicben  sphärischen  Systems 
auf  setuer  Kngetfläche  ist  aeqnivalent  einer  continuirlichen  Folge 
vnn  Butaiionen  um  die  Erneugnngslinion  einer  bestimmten  Kegel- 
rUche,  deren  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  und 
W«)ebe  durch  eine  bestimmte  aaf  der  Kugelfl&ohe  liegende  Cu: 
(C)  hindurchgeht,  oder  auuh: 
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Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  rSumlichen  Systems 
um  einen  Punkt  ist  aequivalent  einer  continuirlichen  Folge  von 
Rotationen  um  Axen,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen  und  die 
£rzeugung&linien  einer  bestimmten  von  der  speciellen  Natnr  der 
Bewegung  abhängigen  Kegelfläche  des  absoluten  Baumes  sind. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen  Systems 
auf  seiner  Kugelfläche  ist  aequivalent  dem  Bollen  einer  bestimm- 
ten Curve  (r)  des  beweglichen  Systems  auf  einer  bestimmten 
Curve  (C)  der  festen  Kugelfläche. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Systems 
um  einen  Punkt  ist  aequivalent  dem  Rollen  einer  bestimmteUt 
dem  beweglichen  System  angehörenden  Kegelfläche  (F)  auf  einer 
bestimmten  Kegelfläche  (C)  des  absoluten  Baumes,  welche  mit 
jener  den  Punkt,  um  welchen  das  System  sich  bewegt,  zum  ge- 
meinschaftlicben  Mittelpunkte  hat. 

§.  3.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  bestimmte 
Gerade  C  des  Kegels  (6*) ,  um  welche  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Botatio« 
ausfährt,  um  in  die  folgende,  jener  unendlich  nahe  Lage  zu  gelangen.  Diese 
Gerade  heisst  die  jener  Lage  entsprechende  Momentanaxe  des  Systems 
und  die  unendlich  kleine  Botation  um  sie  die  Elementarbewegung  des 
Systems.  Die  Momentanaxe  ist  eine  Doppellinie  der  beiden  aufeinander- 
folgenden unendlich  nahen  Lagen  des  Systems  und  sänmiÜiche  Momentan- 
axen  laufen  durch  den  allen  Lageu  gemeiusamen  Doppelpunkt,  nftmlioh  den 
Punkt,  um  welchen  das  System  sich  überhaupt  bewegt.  Vermöge  der  Ele- 
mentarbewegung beschreibt  jeder  Systempuukt  ein  Element  seiner  Bahn  als 
einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  dei 
von  ihm  auf  die  Momentanaxe  gefällten  Perpendikels  ist  Dieser  Kreisbogen 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Bichtung  seiner  Tangente  ist  senk- 
recht zu  der  Ebene  ^  welche  durch  dies  Perpendikel  und  die  Momentanaxe 
gelegt  werden  kann,  d.  h.  die  Ebene,  durch  den  beschreibenden  Punkt  und 
die  Momentanaxe  gelegt,  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes.  Daher 
schneiden  sich  die  Normalebeuen  der  Bahnen  sämmtlicher  System- 
punkte in  den  Punkten,  welche  ein  und  derselben  Lage  des  Systems 
angehören,  in  der  dieser  Lage  entsprechenden  Momentanaxe.  um 
also  die  Normalebene  und  die  Tangente  an  die  Bahn  eines  Systempunktes 
zu  construiren,  bedarf  es  uur  der  Aufsuchung  der  eutitprechenden  Momen- 
tanaxe. 

Für  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems  auf  seiner  Kugelfliohe 
ändert  sich  blos  die  Nomenclatur  ein  wenig.  Die  Momentanuxe  wild  ver- 
treten durch  zwei  Punkte,  von  denen  jeder  als  Momentancentrnm  aage- 
seheu  werden  kann.    Vermöge  der  Elementarbewegung  beschrttbt  der  Sysism- 


JI.  Th.,  Cap.  Vl.g, »,     Mowentaojiif,     Normal  ebenen  der  Bahnen. 


261 


luiikt.  das  Element  eioea  Kreisbogens ,  der  um  das  Momentattcentrum  mit 
lern  spliftriBchen  AliBlainle  dea  Systemptiuktes  von  diesem  beschrieben  werden 
Ann.  Die  apbariHchen  Normalen  d«r  Bahnen  aller  Punkte  laufen 
Inrch  das  zugehörige  Momeutancentrum.  Die  Normalebenen  der 
lahoen  aller  Punkte  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  der  Mo- 
len tan  axe. 

Ist  d9  die  unendlich  kleine  Amplitude  der  Element arbewegimg,  so  ial 

d» 
die  Winkelgeschwindigkeit  oi    um    ilie    M^omentanaxe  <»  '^  'T'    ^^"^   ^^   ^^' 

Jiwindigkeit  v  der  Punkte  im  Abstünde  r  von  dieser  Axe  v  =  tar.  Die 
tunkte  der  Axe  selbst  haben  die  Gesell  windigkeit  Null;  aie  kann  daher 
»ich  die  Axe  der  Geschwindigkeiten  heissen. 

Die  Punkte  eines  sphärischen  Häuptkreises  (eines  grössten  Kreises 
der  KogelflSche,  einer  sphärischen  Geraden)  beschreiben  vermöge  der  Ele- 
mentarbewegung um  die  Momentanaie  C  mit  der  Amplitude  d9  Bngen- 
»lemente  verschiedener  Richtungen.  Nur  dann,  wenn  der  Hauptkreis  durch 
das  Momentancentrum  geht,  ist  die  Neigung  aller  gleich  ^n.  Unter  den 
Funkten  des  Hauptkreises  sind  nur  zwei,  deren  Bahnelement  in  den  Haupt- 
kreis fallt,  ntlmlich  die  Pusspunkte  Pder  vom  Moraentancentrum  auf  ihn  ge- 
miten  sphärischen  Normalen.  Nach  dem  Parallelogramm  der  Winkelga- 
ich  wind  igkeiten  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ni  um  die  Momentanaxe  C 
lequivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit  w,  um  den  durch  P  gehenden 
parchmesser  der  Kugel  und  einer  Winkelgeschwindigkeit  o>^  um  den  zur 
EEbene  des  Hauptkreiees  senkrechten  Durchmesser  oder  was  dasselbe  ist, 
9  Winkelgeschwindigkeit  a  ist  aeijuiralent  cj,  um  einen  Fusspunkt  P 
r  Normalen  und  co,  um  den  Pol  Q  des  Hauptkreiaes.  Vermöge  u,  gleitet 
r  Uanptkreis  in  sich,  vermJJge  nij  rotirt  er  um  P.  Nur  die  Haupt- 
,  welche  durch  C  gehen,  gleiten  nicht.  Die  Punkte  P,  für  welche 
^toB  Oloitcn  stattfindet,  heissen  Gleitungspunkte  des  Hauptkrelsea. 

Der  Hauptkreis  umhüllt  wUbrend  der  Bewegimg  eine  sphärische  Curve, 
ie  Pusspunkte  der  sphärischen  Normalen  sind  die  Berührungspunkte  mit  der 
loTeloppe.  Aebuliohea  gilt  von  der  Enveloppe  irgend  einer  sphärischen  Cur«; 
lia  Fusspunkte  der  vom  betreffenden  NTomentancentrum  atif  sie  gefällten 
Rortn^len  sind  die  tlerührungspunkto  mit  der  Enveloppe  und  Gleituugspunkte. 
für  jede  Lage  des  beweglichen  sphärischen  Systems  auf  der 
Engetflüche  suhneideu  aicb  daher  die  Normalebenen  aller  Enve- 
lOppen  in  einer  Geraden,  der  Momentanaxe  und  also  die  sphUri- 
lehen  Normalen  im  Momentuncentrum.  Jede  Ebene  des  Rotattous- 
mnkteii  umhüllt  eine  Kegelfläche;  die  Normalebenen  dieser  Kegelflächen 
^hen  alle  durch  die  Momenfanaxe. 

bt  r  der  sphSrische  Abstand  CM  eines  Punktes  M  eines  sphärischen 
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Hauptkreises  vom  Momentancentrum  C,  so  beschreibt  dieser  Panki  ein 
Bogenelement  sin  r  .  d'9'  und  wenn  CM  mit  dem  Hauptkreise  den  Winkel  if 
bildet,  so  ist  sin  r  sin  tf;dO  die  Projection  dieses  Bogenelementes  auf  den 
Hauptkreis.  Nun  ist  aber  sin  r  sin  tf;  =  sin  |7  der  Sinus  der  sphftrischeD 
Normale  p^  welche  vom  Centrum  C  auf  ihn  gefUlt  wird,  daher  ist  die  Pro- 
jection des  Bogenelementes  smp  .  d^  unabhftngig  von  ^ ,  d.  h.  unabhBngig 
von  der  Lage  des  Punktes  M  auf  dem  Hauptkreise.  Die  Projectionen 
der  Bogenelemente,  welche  die  Punkte  eines  Hauptkreises  ver- 
möge der  Elementarbewegung  beschreiben,  auf  die  Richtung  des 
Hauptkreises  sind  daher  alle  einander  gleich,  nSmlioh  gleich  dem 
Bogenelemente,  welches  der  Fusspunkt  der  sphärischen  Normalen 

de 

beschreibt.    Indem  man  mit  dem  Zeitelemente  dt  dividirt,   wird  -7-  die 

dt 

Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Momentanaxe  und  %mp  .m  die 

Componente  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des   Hauptkreises  auf  die 

Richtung  seiner  Tangente.    Diese  Componente  ist  daher  für  alle  Punkte  des 

Hauptkreises  von  derselben  Grösse. 

In  Bezug  auf  die  sphärischen  Curven  (G),  {T)  und  die  Kegelflächen 
(O),  (r*),  welche  durch  ihr  Rollen  auf  einander  die  Bewegung  defi- 
niren,  gilt  derselbe  Dualismus,  wie  er  für  die  ebene  Bewegung  und  die 
Parallelbewegung  Cap.  lY,  §.  5.  nachgewiesen  wurde.  Die  Umkehmng  der 
Bewegung  erhält  man,  indem  man  die  bewegliche  Curve  oder  Fläche  (T) 
festlegt  und  die  Curve  oder  Fläche  (C),  welche  ursprünglich  unbeweglich 
war,  auf  ihr  in  umgekehrtem  Sinne  rollen  lässt. 

§.  4.  Nach  Cap.  1,  §.  13.  a.  £.  ist  ein  unveränderliches  System  ans  einer 
ersten  Lage  in  eine  zweite  übergegangen,  wenn  drei  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  desselben  in  ihre  neuen  Lagen  gelangt  sind.  Daher  ist  die 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  überhaupt  bestimmt,  wenn  die 
Bewegung  von  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist. 
In  dem  vorliegendem  Falle  der  Rotation  um  einen  Punkt  kann  man  den 
ruhenden  Punkt  als  den  einen  von  diesen  ansehen  und  bedarf  es  nur  noch 
der  Eelintniss  der  Bewegung  von  zwei  mit  diesem  nicht  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkten,  um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  ermitteln  zu  kOnnen. 
Da  die  Systempunkte  nur  sphärische  Curven  beschreiben  können,  so  ist  die 
Bewegung  des  Systems  bestimmt,  sobald  zwei  Curven  auf  zwei  mit  dem 
festen  Rotationsmittelpunkte  concentriscben  Kegelflächen  (die  auch  in  eine 
Kugelfläche  zusammenfallen  können)  als  Bahnen  zweier  Punkte  gegeben  sind. 
Statt  dessen  können  auch  die  beiden  Kugelflächen,  welche  diese  Curven  ent- 
halten und  im  Rotationsmittelpunkte  concentrisch  sind,  als  Orte  fllr  iwei 
Gerade  des  Systems  angenonmien  werden.] 
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Die  Bedingangen,  welche  eine  sphärische  Bewegung  definiren,  können 
anf  mannigfache  andere  Arten  gegeben  sein.  In  dieser  Hinsicht  ist  es  in- 
terressant  und  lehrreich,  die  Betrachtungen,  welche  wir  in  Cap.  IV.  für 
die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebene  oder 
für  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  durchgeführt  haben, 
tu  übertragen  auf  die  hier  vorliegende  Bewegung  eines  Systems  um  einen 
festen  Punkt  oder  die  Bewegung  eines  sphärischen  Systems  auf  seiner  Kugel- 
fläche. Das  Allgemeine  dieser  üebertragung  ist  sehr  leicht,  die  Lösung 
specieller  Aufgaben  complicirt  sich  aber  in  dem  Maasse,  als  die  Sphärik 
weniger  einÜEU^h,  als  die  ebene  Geometrie  ist. 

Sind  die  sphärischen  Curven  (C),  (F)  oder  die  Kegelflächen  (C),  (r) 
selbst  gegeben,  so  kommt  das  Problem  der  Bewegung  unseres  Systems  auf 
das  Problem  der  sphärischen  Rouletten  zuiilck.  Ist  z.  B.  (F)  ein  gerader 
Kreiskegel,  (C)  eine  Ebene,  so  sind  die  Bahnen  der  Systempunkte  sphärische 
Gycloiden.  Eine  sehr  allgemeine,  viele  Einzelprobleme  enthaltende  Aufgabe  ist 
die:  „Die  Bewegung  des  Systems  zu  bestimmen,  wenn  eine  Kegel- 
fläche desselben  zwei  andere  feste  Kegelflächen,  welche  mit  ihr 
den  Punkt,  um  den  das  System  sich  bewegt,  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben,  fortwährend  berührt.**  Die  Aufgabe,  bei  welcher 
an  die  Stelle  der  hier  genannten  Kegelflächen  andere,  beliebige  Flächen  treten, 
welche  von  einer  gleichfalls  beliebig  gewählten  Fläche  des  Systems  fort- 
während beruht  werden  sollen,  ist  nicht  allgemeiner,  als  die  vorstehende, 
weil  die  Tangentenkegel,  welche  von  dem  Rotationsmittelpunkte  an  die 
Flächen,  die  festen,  wie  die  beweglichen,  gelegt  werden  können,  jene  Flächen 
selbst  vertreten  können. 
§.  5.    Beispiele. 

1.    Ein  unveränderliches  System  rotirt  um  einen  Punkt  0  (Fig.  113), 
and  iwar  so,  dass  zwei  seiner  Geraden,  OÄ,  OB,  welche  durch  0  gehen, 

fortwährend  anf  zwei  festen,  unter  dem  Winkel  ^ 
gegeneinander  geneigten  Ebenen  00^  Xund  00^  Y 
bleiben;  die  Geraden  bilden  mit  einander  einen 
rechten  Winkel  und  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit <0|  bekannt,  mit  welcher  die  Gerade  OÄ  sich 
in  der  Ebene  OO^X  um  0  zur  Zeit  t  dreht,  man 
soll  die  Momentanaxe,  die  Winkelgeschwindig- 
keit m  der  Elementarbewegung  um  sie  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  co,  bestimmen,  mit  wel- 
cher die  Gepade  OB  in  der  Ebene  0(\  Y  sich  um 
0  dreht. 

Die  Lage  der  Momentanaxe  OC  ergibt  sich  als  die 
Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welche  durch  OA  und  OB 
senkrecht  zu  den  Ebenen  00^  Xund  00^  Y geführt  werden. 
Stellt  die  Figur  einen  Kugelschnitt  des  Systems  um  0  vom 
Radius  gleich  der  Einheit  dar  und  bezeichnet  man  die  Bogen  O^Ä  und  O^J?  mit 
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{  und  17 ,  so  besteht,  weil  AB  »»  4s,  swiKhen  (  und  17  die  Relation 

cos(co6i}4-ün(tini3CO«^aiO 
oder 

tg{tgi]Coe^  =  —  1. 

Während  des  Zeitelementes  dt  beschreiben  die  Punkte  Ä  und  B  die  Bogen. 
elemente  d(  und  di]  und  sind  mithin 

Differentiirt  man  daher  die  Torige  Gleichung,  wodurch  man  erhält: 

sm2{^^^  +  8m2ij  j^=.o, 

so  wird  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  »^  :  Oj , 

«,  sin  217 

o,  sin  2  £  * 

welches  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

tgEtgl7C06^=»—   1 

als  Function  von  £  darstellen  kann.    Man  erhält  nämlich 

.    ^  cos^  sin  2E 

sin  «  q  »       Sls*T-f^8*^«S*  { 

und  hiermit 

<o, cos  & 

Wj        1  —  sin*  &  sin*  { ' 

wodurch  c»,  gefunden  wird,  wenn  m^  bekannt  ist;  co,  ,  o»,  sind  die  Gresohwindig- 
keiten,  mit  welchen  J.,  B  sich  in  ihren  Bahnen,  den  Hauptkreisen  O^X  und  0,  Y 
bewegen ;  ihr  Verhältniss  to^ :  tOi  erreicht  sein  Maximum  für  |  s»  ^  s  und  sein  Mini-* 
mam  für  (  =»  0 . 

Indem    man  die  Geschwindigkeiten  oi| ,  <o,  der  Punkte  ^,  £  als  durch  die 
Winkelgeschwindigkeit  co  um  die  Momentanaxe  OC  erzeugt  ansieht,  hat  man 

«9,  CS  CD  sin  (^  C) ,     m^  =s  m  sin  (BC) 

und  hiemit  wird  das  Sinusverhältniss  der  Winkelabstände  der  Momentanaxe  C  von 
den  Geraden  OA,  OB: 

sin  (^C)  ^  1  —  sin*  ^  sin'  6 
sin  {BC)  ™  cos  ^ 

Bedeuten  yl,  B  Winkel  des  Dreiecks  O^AB,  so  hat  man 

sin  {A  C)  »  cos  £  :  sin  6\    cos  C  «=  —  gin  J.  sin  JB ,    sin  ^  =  sin  ^  sin  17 , 

sin  jB  =  sin  ^  sin  £ , 

und  man  erhält: 


•    ,  ^  i'fv        1  /       1  —  sin*  ^  sin*  { 

f    \  —  8m*  ^  sm*  I  sm*  n 


1  —  sin'  ^  sin'  { 


{sin*  17       /l  — sin'^sin'i  — sin*^8in'{cos«{' 
wenn  man  nämlich  17  mit  Hülfe  der  Gleichung  tg  £  tg  17  cos  ^  «»  —  1  eliminiri. 
Für   die   Winkelgeschwindigkeit  um  die   Momentanaxe   ergibt  sich   hieraus 
schliesslich 


a>i  ylT^^sin*  ^  sin'  6  —  sin*  ^  sin'  {  eoa«"g 

"  sin  {A  C) ""  "*  1  —  sin'  ^  sin'  { 
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Die  Ebene  des  beweglichen  Quadranten  umhüllt  einen  Kegel  zweiten  Grades, 
welcher  die  beiden  festen  Ebenen  längs  zwei  Stralen  berührt,  welche  mit  der 
Schnittlinie  der  festen  Ebenen  Winkel  ^n  bilden  und  welche  also  die  Lagen  der 
Stralen  OAy  OB  sind  für  die  Fälle,  wo  die  Ebene  des  Quadranten  mit  den  festen 
Ebenen  zusammenfällt*). 

Die  vorliegende  Aufgabe  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Behandlung  des  unter 
dem  Namen  des  Universal gelenkes  bekannten  Mechanismus,  einer  sinnreichen 
Erfindung  von  Cardano**).  Eine  Combination  zweier  Universalgelenke  liefert  die 
in  der  Nautik  verwandte  Gardanische  Aufhängung. 

2.  Die  vorige  Aufgabe  kann  als  ein  specieller  Fall  der  Umkehrung  der  fol- 
genden aufgefasst  werden: 

Ein  sphärisches  System  bewegt  sich  auf  der  Kugelfläche  so,  dass 
ein  Hauptkreis  desselben  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  geht 
und  ein  Punkt  dieses  Hauptkreises  einen  Kugelkreis  beschreibt,  man 
soll  das  Momentancentrum  (C7,  T),  die  Orte  (C)  und  (T),  u.  s.  w.  finden. 

Die  Cmkehrung  derselben  ist:  Ein  sphärisches  System  bewegt  sich  auf 
der  Kugelfläche  so,  dass  ein  Hauptbogen  von  constanter  Länge  mit 
seinen  Endpunkten  auf  einem  Hauptkreise  und  einem  Kugelkreise  fort- 
rückt, dessen  Mittelpunkt  auf  jenem  Hauptkreise  liegt. 

Die  Kegel  (C7),  {F)  sind  Kegel  vierten  und  achten  Grades.  Für  den  Radius  des 
Kugelkreises  gleich  \  n  degenerirt  der  Kegel  vierten  Grades  in  zwei  coincidirende 
Kegel  zweiten  Grades. 

Vgl.  Buka,  Ueber  das  sphärische  Kurbelgetriebe  und  seinen  Specialfall,  das 
Hooke'sche  Gelenk.    Inauguraldissert.    Göttingen  1876. 

3.  Ein  weiteres  Beispiel  entlehnen  wir  der  Bewegung  der  Erde,  die  Präces- 
sion  der  Nachtgleichen.  Wenn  der  bewegliche  Kegel  (F),  welcher  auf  dem 
festen  Kegel  (C)  rollt,  sich  auf  eine  Gerade  reducirt,  d.  h.  wenn  die  Momentanaxe 
r  im  beweglichen  System  eine  unveränderliche  Gerade  ist,  so  ist  das  Rollen  nicht 
mehr  möglich.  Denn  dasselbe  besteht  in  dem  fortlaufenden  Abwickeln  der  Ele- 
mente der  einen  Fläche  auf  der  andern;  eine  Gerade  hat  aber,  als  Kegelfläche  an- 
gesehen, keine  Flächenelemente.  Ist  daher  die  Momentanaxe  im  System  fortwährend 
ein  und  dieselbe  Gerade  F,  so  ist  auch  ihre  Lage  C  im  absoluten  Räume  immer 
dieselbe  und  das  System  rotirt  stets  um  dieselbe  feste  Axe.  Umgekehrt  reducirt 
sich  der  feste  Kegel  (C)  auf  eine  Gerade,  so  kann  die  Momentanaxe  F  im  System 
nicht  wechseln.  Beobachtet  man  daher,  dass  ein  System  sich  fortwährend  um  ein 
und  dieselbe  Gerade  des  Systems  dreht,  während  ihre  Lage  im  absoluten  Räume 
wechselt,  so  kann  diese  Gerade  nicht  die  Momentanaxe  sein  und  muss  die  Be- 
obachtung inexact  sein. 

Zerlegen  wir  die  Bewegung  der  Erde  in  die  Translationsbewegung,  vermöge 
welcher  ihr  Mittelpunkt  die  Ekliptik  beschreibt  und  die  Rotation  um  ihren  Mittel- 
punkt und  betrachten  «wir  die  letztere  Bewegungscomponente  für  sich.  Für  die 
gewöhnlichen  Bedürfnisse  der  Astronomie  genügt  es,  diese  Rotation  als  um  die 
Erdaxe,  die  Verbindungslinie  der  Pole,  erfolgend  anzusehen,  welche  unter  einem 


*)  Vgl.  Steiner,  systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Gestalten  von  einander,  S.  219.  —  Okatow,  über  die  Kegel  augenblicklicher  Dreh- 
axen  am  Universalgelenke  (Bullet,  de  TAcad.  de  St.  Pätersbourg,  1866). 

**)  Vgl.  Bedtenbacher,  Maschinenbau,  Bd.  I,  S.  357  u.  Taf.  XXI,  Fig.  12; 
Oraahof,  Theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  II,  S.  157—159. 
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Winkel  von  23^  27'  22''  gegen  die  Axe  der  Ekliptik  geneigt  ist.  Dieie  Axe  würde 
nach  dem  oben  Bemerkten  die  Momentanaze  sein,  wenn  sie  im  absolaten  Räume 
eine  feste  Richtung  beibehielte.  Genauere  Beobachtungen  haben  aber  sehr  bald 
geseigt,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  sondern  dass  sie  eine  Kegelfläche  um  die  Aze 
der  Ekliptik  beschreibt  und  zwar  mit  rückläufiger  Beweg^uig*  d.  h.  während  die 
Erde  von  Westen  nach  Osten  rotirt,  erfolgt  jenes  Fortschreiten  der  Erdaze 
um  die  Aze  der  Ekliptik  im  umgekehrten  Sinne.  Auf  der  Axe  der  Ekliptik 
steht  die  Ekliptik  selbst,  auf  der  Erdaze  die  Ebene  des  Aequators  senk- 
recht. Die  Schnittlinie  beider  ist  die  Aequinoctiallinie,  welche  senkrecht  ist  zur 
Ebene,  welche  durch  die  beiden  Axen,  die  Erdaze  und  die  Aze  der  Ekliptik  hin- 
durchgelegt werden  kann.  Mit  dem  Fortrücken  der  Erdaze  dreht  sich  diese  Ebene 
um  die  Axe  der  Ekliptik  in  rückläufiger  Bewegung  um  und  schreitet  daher  die 
Aequinoctiallinie  in  der  Ebene  der  Ekliptik  in  demselben  Sinne  fort  Das  Fort- 
rücken dieser  Linie  wird  die  Präcession  der  Nachtgleichen  genannt;  es  er- 
folgt sehr  langsam,  betrugt  50"  im  Jahr  (für  einen  Stemtag  0".1S6795)  und  würde 
ein  vollstöndiger  Umlauf  derselben  25868  Jahre  erfordern  (grosses  Platonisches  Jahr). 
Diese  Beobachtung  in  Verbindung  mit  den  obigen  Bemerkungen  über  die  Momentan- 
axe  eines  rotirenden  Systems  zeigt  deutlich,  dass  die  Erdaxe  nicht  die  Momentan- 
axe  der  Erdrotation  sein  kann,  dass  diese  Momentanaxe  vielmehr  im  System  der 
Erde  wechseln  muss,  dass  aber  der  Kegel  (F)  der  Momentanaxe  sehr  eng  sein 
werde,  damit  das  Rollen  desselben  im  Kegel  (6^)  des  absoluten  Raumes,  für  welchen 

die  Axe  der  Ekliptik  eine  besonders  wichtige  Be- 
deutung haben  wird,  so  langsam  erfolge,  wie  es  die 
Beobachtungen  zeigen.  Zugleich  zeigt  die  Rückläufig- 
keit  des  Phänomens ,  dass  der  schmale  Kegel  (F)  im 
Innern  des  weit  geöfi^neten  Kegels  (C)  um  die  Aze  der 
Ekliptik  rollt.  Ist  daher  ON  (Fig.  114)  die  Aze  der 
Ekliptik,  On  die  Erdaxe  und  OC{Or)  die  wirkliche 
Momentanaxe  odor  die  Berührungslinie  beider  Kegel, 
so  werden  diese  drei  Geraden  in  eine  Ebene  fidlen, 
zu  welcher  die  Aequinoctiallinie  W  W  senkrecht  ist 
Aus  der  bekannten  Winkelgeschwindigkeit  m  der  Erde 
um  ihre  Axe  On  und  der  Winkelgeschwindigkeit  m 
der  Ebene  ONn  um  die  Axe  der  Ekliptik  kann  daher 
die  Winkelgeschwindigkeit  St  um  die  Momentanaze 
Or  mit  Hülfe  der  Proportionen 

a 


(O 


CO 


sin  (rJST)       sin  (Fn)       sin  (Nn) 

und  des  Parallelogramms  leicht  gefunden  werden, 
welches  man  vollenden  kann,  indem  man  yon  O  ans 
auf  der  Axe  O  N  der  Ekliptik  die  Winkelgeschwindig- 
keit m  nach  dem  Nordpol  der  Ekliptik  hin,  die 
Winkelgeschwindigkeit  od  der  Erde  aber,  weil  im  um- 
gekehrten Sinn  erfolgend,  nach  dem  Südpol  der  Erde 
gerichtet  auf  der  Erdaxe  aufti^gt,  und  die  Diagonale  zieht.  Letztere  stellt  alsdann 
die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  wahre  Momentanaxe  OC  dar.  Ihr  Sinn  er- 
klärt die  Rückläufigkeit  der  Axe  On ,  indem  er  zeigt,  dass  der  schmale  bewegliohe 
Kegel  (F)  im  Innern  des  festen  Kegels  (C)  rollt 

Nimmt  man  den  Sterntag,  die  Umdrehungszeit  der  Erde,  als  ZeitfliahfliCi  ao  ist 


yig.  114. 


II.  Th.,  Gap.  VI,  f.  6.    Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaxe.  267 

0.186796 
""•^•'     "*   "^  180.60.60  ''  ' 

Ana  den  vorigen  PropoiüoDen  folgt  aber 

a>        sin  (FN)       ain  (Fn  +  -^w)         •    /xr  x      i     /t-i  \    i    ^      /xr  \ 
a>        sin  \i  n)  sm  (i  n) 

wodurch  man 

f^  rr*.^  =       «>'  Bin  (JVTn) 
*«  (^**)  =  Ol  -  »  coe  (i^n). 

erhält,  wo  (Nn)  »  28^27'  82"  ist.    Dies  liefert 

(Fn)  -»  0".0087 , 

sodass  also  fOr  die  gewöhnlichen  Bedürfnisse  der  Astronomen  die  Momentanaxe  F 
als  mit  der  Erdaxe  On  zusammenfallend  angesehen  werden  darf.  Weiter  folgt  ans 
den  Proportionen 

sin  (Nn) 

sm  (riv) 

Der  Kegel  (C)  um  die  Axe  der  Ekliptik  ist  übrigens  kein  Ereiskegel,  vielmehr  findet 
eine  geringe  periodische  Schwankung  der  Erdaxe  gegen  die  Axe  der  Ekliptik  statt, 
die  sogenannte  Nutation  der  Erdaxe,  die  aber  nur  9  Sekunden  Abweichung  von 
der  mittleren  Lage  beträgt  und  in  der  langen  Periode  von  18^  Jahr  erfolgt. 

In  dem  IV.  Theile  dieses  Werkes  werden  wir  auf  die  Probleme  der  Pi^cession 
und  Nutation  genauer  eingehen. 

§.  6.  Neben  der  Winkelgeschwindigkeit  ca  um  die  Momentanaxe  ist 
noch  eine  andere  Geschwindigkeit  von  Bedeutung ,  nämlich  die  Geschwindig- 
keit ,  mit  welcher  die  Momentanaxe  wechselt.  Die  Momentanaxen  bilden  im 
Baame  der  Bewegung  die  feste  Eegelfläche  (C) ,  auf  welcher  die  Kegelfläche 
(F)  des  Systems  hinrollt,  deren  Erzeugungslinien  die  Geraden  des  Systems 
sind ,  welche  der  Reihe  nach  Momentanaxe  werden.  Beide  Kegelflächen  haben 
den  Botationsmittelpunkt  0  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  und  berühren 
sich  zur  Zeit  t  längs  der  Momentanaxe  (C,  P) ,  d.  h.  sie  haben  die  Flächen- 
elemente CC\  rr"  gemein.  Bezeichnet  dö  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen 
auf  »einer  Kugel  vom  Radius  gleich  der  Einheit,  um  0  beschrieben,  welcher 
den  Winkel  (CC)  =  (Fr")  misst,  so  ist  die  Wechselgeschwindigkeit  tj; 
der  Momentanaxe 

da 

Sie  ist  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  in  0  errichtete  gemeinsame  Nor- 
male der  beiden  Kegel  und  ist  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co  durch  eine 
Gleichung  verbunden,  ähnlich  der  in  Cap.  IV,  §.  15.  entwickelten.  Legen 
wir  nämlich  in  der  Einheit  des  Abstaudes  von  0  senkrecht  zn  der  Erzeugungs- 
linie (C7,  r),  längs  welcher  die  Kegel  sich  berühren,  eine  Schnittebene  und 
bezeichnen  die  Contingenzwinkel  der  beiden  Schnittcnrven,  wie  dort  mit  de 
und  dt   und  ihre  Krümmungshalbmesser  mit  q  und  q\  so  stellt  unter  den- 
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selben  Bedingungen,  wie  dort  dS^de-^-de  die  Amplitude  der  Elementar- 
bewegung um  die  Momentanaxe  dar  und  erhält  man 

dS    _^       dB  +  ds'        1.1 


da 


dB  +  de' 1  j^ 

da       ^  V 


Q 


OrT 


.  <ry  y 


\\'X)bei  die  Vorzeichen  von  q^  q'  zu  berücksichtigen  sind,  je  nachdem  die 
beiden  Kegel  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe  Seite  ihrer  gemein- 
schaftlichen Tangentenebene  fallen.  Die  Summe  der  Krümmungen  entspricht 
dem  ersten  Falle.  Vermöge  dieser  Relation  kann  eine  der  Grössen  (o,  t^,  ^,  ^' 
gefunden  werden,  wenn  die  drei  andern  bekannt  sind  und  bleibt  dieselbe 
constant,  wenn  jene  constant  bleiben.     Sind  die  Kegel  so  beschaffen,  dass  die 

relative  Krümmung 1 — j-  durchweg  constant  bleibt,  so  werden  a>  und  tf; 

einander  proportional  und  sind  zusammen  constant  oder  variabel. 

Die  Ebene  der  beiden  Schnittcurven,  deren  Krümmungshalbmesser  q 
und  q'  sind,  ist  die  Tangentenebene  der  mit  der  Einheit  als  Radius  um  0 

beschriebenen  Kugel.  Construiren  wir 
die  Krümmungskreise  der  beiden 
Schnittcurven  (Fig.  115)  und  seien 
c,  y  ihre  Mittelpunkte.  Zwei  Kegel 
von  0  aus  durch  die  Schnittcurven 
gelegt,  sind  Schmiegungskegel  der 
Kegelflttchen  (C) ,  (F) ,  indem  sie  mit 
ihnen  zwei  aufeinander  folgende  F1&- 
chenelemente  gemein  haben  und  können 
diesen  Flächen  während  der  Elementarbewegung  um  die  Momentanaxe  sub- 
stituirt  werden.  Senkrecht  zu  den  Geraden  Ocy  Oy  legen  wir  durch  das 
Bogenelement  da  zwei  Ebenen.  Sie  schneiden,  da  sie  zu  den  Ebenen  der 
Krümmungskreise  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Schmiegungskegel  liegen, 
diese  gleichfalls  in  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  r ,  /  und  den  Mittelpunkten 
c\  y  auf  Oc,  Oy ,  Diese  Kreise  gehören  zugleich  der  um  0  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kugelfläche  an.  Bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  die  Ge- 
raden Oc,  Oy  mit  OC  bilden,  mit  A,  A',  so  wird  r  =  sin  A,  /  =  sin  A'. 
Nun  kann  das  Bogenelement  da  aufgefasst  werden  als  um  die  Axe  Oc  mit 
dem  Abstände  r  beschrieben  und  wenn  dii\  die  Elementaramplitude  hiezu 
ist,  so  wird  rdri  =  da.  Ebenso  kann  da  aber  auch  durch  Rotation  um 
die  Axe  Oy  um  eine  Elementaramplitude  drf  beschrieben  werden,  so  dass 
auch  rdrf  =  da  ist.  Die  Winkelgeschwindigkeiten,  welche  diesen  beiden 
Rotationen  entsprechen,  sind 

dri       da     1        ^       dtf       da     1        iff 


dt        dt 


dt 


dt 
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Wir  wollen  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  den  Axen  Oc,  Oy  nach  Grösse 
nnd  Sinn  aufgetragen  denken.  Zugleich  fdhren  wir  sie  an  die  Stelle  von  if; 
in  die  Gleichung  für  o> :  tf;  ein  und  erhalten 

t(;        tj;        dfi     r        drf    r 
Q        q'        dt     q         dt     q' 


Nun  ist  aber 


1         *■  1'       *■ 

cos  A  =  —  ,         COS  A    =  —  , 

9  Q 


und  hiemit  geht  diese  Gleichung  über  in 

dfi         ,    ,    drf  , 

G>  =  ^  cos  A  -f-  — -  cos  A  . 
dt  dt 

dfi  dti 

Hieraus  erhellt,  dass  co  die  Diasfonale  des  über   -^  und  -;—  beschriebenen 

°  dt  dt 

dfi    dtn 
Parallelogramms,  dass  also  g>  die  Resultante  von  — -  ,  — —  ist    Weiter  hat 

dt     dt 

man  wegen  r  =  sin  A ,  r  =  sin  X' 

dfi  drf    ,      , 

tl;  =  — ^  sm  A  =  -—  sm  A  . 
dt  dt 

Indem  man  diese  Gleichungen  mit  der  vorigen  verbindet,  erh&lt  mau 

—  =  cotg  X  +  ootg  k  . 

Wir  folgern  aus  diesen  Betrachtungen: 

1.    Die  Summe  derComponenten  derWinkelgeschwindigkeiten 

dfi    dff 

-j-j  — '-,  mit  welchen  während  derElementarbewegung  zur  Zeit/die 

at     dt 

Schmiegungskegel  der  Flächen  ((7),  (T)  sich  um  ihre  Axen  relativ 

gegen  einander  drehen,  um  dieMomentanaxe  ist  gleich  der  Winkel* 

geschwindigkeit  G>  um  dieMomentanaxe  und  2.  die  Componenten 

dfi    dfi 
von  — -,  -—  senkrecht  zur  Momentanaxe  sind  von  gleicher  Grösse 
dt     dt 

und  entgegengesetztem  Sinne  und  stellen  dieWechselgeschwindig- 

keit  ^  der  Momentanaxe  dar,  die  eine  für  die  Bewegung  von  {F) 

über  (0),  die  andere  für  die  Umkehrung  der  Bewegung. 

dfi    dfi 
In  dem  Beispiele  3.  des  vorigen  Paragraphen  sind  — ^ ,  —7  die  Winkel- 

dt     dt 

geschwindigkeiten    um    die    Axe    der   £kliptik    und    die    Erdaxe    und   ist 

dfi 
^  =  -3-  sin  iL  die  Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaxe,  d.  h.  die  Winkel- 
dt 

geschwindigkeit,  mit  welcher  sie  in  dem  festen  Kegel  fortrttckt. 

§.  7.    Wir  gehen  jetzt  über   zu  der  analytischen  Darstellung  der  Ge- 
schwindigkeiten in  dem  unveränderlichen  System,  welches  um  einen  Punkt  0 
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Ztcee'] 


3C:< 


Jkc) 


Fig.  116. 


rotirt  (Fig.  116).  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  diesen  Punkt  als  den  ge- 
meinsamen Ursprung  zweier  rechtwinkliger  Coordinatensjsteme,  von  denen 
das  eine,  das  der  x\  y\  z\  dem  System  angehört  und  sich  daher  mit  diesem 

bewegt,  während  das  andere,  das  der 
x^  y^  Zy  nicht  an  der  Bewegung  Theil 
nimmt.  Die  Coordinaten  x\  y\  z  be- 
stimmen demnach  die  Lage  eines 
Punktes  im  System  und  sind  nicht 
mit  der  Zeit  veränderlich,  da  das 
jrrg^^'n  System  selbst  unveränderlich  ist, 
während  die  Coordinaten  a;,  y,  £^  die 
Lage  desselben  Punktes  im  absoluten 
Baume  bestimmen  und  Functionen 
der  Zeit  sind,  welche  von  der  Art 
der  Bewegung  des  Systems  abhängen.  Die  Cosinusse  der  Winkel,  welche 
die  beweglichen  Azen  der  x^  y\  z  mit  den  Axen  der  x^  y^  z  bilden,  seien 
a^hyC  fttr  die  Axe  der  x\  a,  h\  c  für  die  der  y  und  a\  6",  c"  fftr  die  der 
/;  sie  sind  gleichfalls  mit  der-  Zeit  veränderlich  und  bestimmen  die  Lage 
des  Systems  im  absoluten  Baume.  Indem  wir  den  geschlossenen  Linienzug 
der  Coordinaten  Xy  y^  z  eines  Puuktes  M  und  des  von  ihm  nach  dem  Ur- 
sprünge zurückführenden  Badiusvectors  MO  auf  die  Axen  der  XyyyZ  projiciren, 
erhalten  wir 

x  =  ax  +ay  +  a^y  a^    -f  6«  -f-c«=l,aa    +hl>    +cc    =0, 

(1)  y  =  ix'  +  }/y+};'z\  a'^  +b'^  +c''=l,  aa"-f6V  +  cV'  =  0, 
^^cx  +c'y+c'Zy,  a''^+r*+c'^=ly  aa  +r&-fc"c=0, 

wobei  die  drei  Gleichungen  der  zweiten  Yerticalreihe  ausdrücken,  dass 
a,  2),  c;  a',  h'y  c\  d\  V,  c"  Bichtungscosinusse  dreier  Geraden  sind  und  die 
der  dritten  Yerticalreihe,  dass  diese  drei  Geraden  paarweise  zu  einander 
rechtwinklig  sind.  Projicirt  man  umgekehrt  den  Linienzug  der  Xy  y^  z  auf 
die  Axen  der  x'y  y'y  z' ,  so  erhält  man  ähnlicherweise: 

x'^ax   +hy   +czy    a«  +  a*  +  a"*=l,  a&-fa6'  +  aV=0, 

(2)  y'  =  a'x  +  h'y  +  c'Zy    h^  +  6'^  +  6"«=1,   hc  +  h'c'  +  Tc"— 0, 
/  «=  a'x  -j^  l/'y  -j-  c'Zy   <?  +  c*  -f-  c"*=li  ca  +  cd  -}-  c"a'«*0. 

Das  Bildungsgesetz  der  drei  ersten  Gleichungen  jeder  Gruppe  folgt  dem 
leicht  verständlichen  Schema: 


X 

y 

z 

X 

a 

9 

a 

a" 

y 

h 

h' 

h" 

0 

c 

d 

c' 
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Auch  erhftlt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  der  zweiten  Gruppe  aus  den 
drei  ersten  der  ersten,  indem  man  letztere  der  Reihe  nach  mit  a^b,  c  mul- 
üplidrt  und  mit  Bücksioht  auf  die  6  Nebengleichungen  addiri  In  ähnlicher 
Weise  gehen  die*  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  aus  denen  der  zweiten  durch 
Multiplication  dieser  letzteren  mit  a,  a^  a  und  nachfolgender  Addition  hervor. 
Die  directe  Auflösung  der  Gleichungen  (l)  würde  ergeben: 


A  .y 


b'  c' 
b"c" 

x  + 

c  a 

ff  ff 
c  a 

y  + 

a  b 

ff  -tff 
a  b 

^, 

b"c" 

b  c 

x  + 

ff  ff 
c  a 

c  a 

y  + 

a'b" 
a  b 

^, 

wo  J  — 

a  b  c 

a  b  c 

ff  ■tff  ff 
a  b  c 

b  c 
b'c 

x  + 

c  a 

f    f 
c  a 

.'/  + 

a  b 
a  b 

z. 

J .  z'  ^= 


Die  Determinante  J  der  neun  Coefficienten  a,  2»,  o;  a\  b\  c;  a\  b'\  c'  hat 
den  Werth  1  oder  —  1 ,  je  nach  Beschafliänheit  der  beiden  Coordinaten- 
Bjsteme.  Nimmt  man  n&mlich  auf  den  drei  Coorduiatenaxen  der  x^  y\  z 
in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Ursprung  die  Punkte  A^  B^  C  an,  so 
sind  a^bjC'^  ayb\c\  d\  V\  c'  ihre  Coordinaten  und  daher  stellt  nach  einem 
bekannten  Satze  die  Determinante  J  den  sechsfachen  Inhalt  des  Tetraeders 
OABC  dar.  Der  Absolutwerth  dieses  Tetraeders  ist  aber  ^.  Durch  Ver- 
gleichung  der  Auflösung  mit  den  Gleichungen  (2)  folgt: 


=  A  ,  c 


b'c 

b"d' 

—  J ,  n^ 

f    f 
c  a 

ff  ff 
c  a 

—  J.b, 

a  b 

ff  -tff 
a  b 

b"d' 

b  c 

—  J .  üj 

ff  ff 
c  a 

c  a 

—  J.b', 

ff-,  ff 
a  b 

a  b 

bc 
b'c 

—  J  ,  a  ^ 

c  a 

f  f 
c  a 

—  J .  b". 

ab 
a'b' 

ff 


=  J .  c 


Sind  nun  die  beiden  Coordinatensjsteme  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  posi- 
tiven Axen  der  x'  und  y  mit  den  positiven  Axen  der  x,  y  zur  Coificidenz 
gebracht  werden|,  anch  die  positiven  Axen  der  z^  z  sich  decken,  so  nennt  man 
die  Coordinatensjsteme  consentirend  (congruent),  fallen  aber  in  dieser  Lage 
der  x^  und  ^'-Axen  dfb  positive  /-  und  die  negative  jgr-Axe  zusammen,  so 
heissen  sie  dissentirend  (symmetrisch  gleich).  Im  ersten  Falle  hat /i  den 
Werth  -|-  1 )  ün  zweiten  Falle  den  Werth  —  1 .  Denn  für  den  Fall  des  Con- 
aentirens  haben  für  das  Zusammenfallen  der  Axen  die  9  Cosinusse  die  Werthe: 

a=l,     6=0,     c=0 

a'  =0,     6'  =»  1,     c'  -=0 

a"  =  0,     r  — 0,     /'— 1 

ab 


ond  hiemit  reducirt  sich  z.  B.  die  Gleichung 
den  Fall  des  Dissentirens  ist  aber 


db 


A.c'  ^Mi\^A\  fttr 
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a    = 
a   = 


a 


// 


1, 

b   — 0, 

c   =0, 

0, 

ft'=l, 

c   =0, 

0. 

b"  —  0. 

c"=-l, 

wodurch  dieselbe  Gleichung  übergeht  in  —  1  =  <J . 

In  der  Mechanik  wendet  man  vorzugsweise  consentirende  Coordinaten- 
systeme  an  und  werden  wir  daher  J  =  1  setzen. 

§.  8.    Die  Geschwindigkeit  v  des  Systempunktes  {x\  y\fl \  x,y^z)  kann 

sowohl  parallel  den  beweglichen  Axen 
der  x^y^ZfOls  auch  parallel  den  festen 
Axen  der  x^y^e  in  drei  Ck>mponenten 
v«'i  t7y',  17,«;  Vx^  Vyy  Vg  zerlegt  werden 
(Fig.  117).  Die  letzteren  Componenten 
sind 


V. 


dx 
dt'    ^ 


dy  de 

=  -77.   Vm  = 


dt'  "  dt 
und  findet  man  sie  durch  Differentation 
der  Gleichungen  (l)  des  vorigen  Pa- 
graphen  nach  t,    wenn  man  bedenkt, 

dass  x\  y\  z   von  t  unabhängig  sind.    Die  Ausführung  dieser  Differentiation 

liefert 


Fig.  117. 


,  da    ,     f  da    ,     ,  da' 


tr 


(1) 


V. 


,dh.     ,dl!    .     ,dV 


// 


, de    .     ,dc    .     ,dc 


wozu  sich  die  Nebengleichungen: 


(2) 


da 

,  da 
~dt 
da' 


a 


dh    ,         de 


dt 


dt 


ff 


ff 


a 


dt 


^„d})'        „de 


ff 


dt 


dt 


(      da     .    _     d\)     ,  dc\    i    {  f  d(^     ,    .f 

I  a h  b h  e    — —  1  +  1  fl  — ; 1-  b 

\      dt   ^        dt  ^        dtJ  ^  \      dt   ^ 


0, 
db 


(  ,  da      .    ,,  db"    .     f  de'\        (  „da  ,,  db 


fffda 


^„  db  „  de 

'  -df  +  '-di 


dt 


)  +  i''4  +  ' 


dt 

d^ 

dt 


)-o. 


+  c'  — 
dt     '         dt 


+  c 


dc\ 
dt) 


0 


i»i 
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gesellen.    In  Bezug  auf  die  drei  letzten  derselben  wollen  wir  die  Abkürzungen 
einführen: 


da     .      .   dh     ,     ,    de  (     da     ,    ,    dh'     .        de 

a  —TT-  +  0    — h  e   --—  =  —  \a  — \-  h  — h  r. 

^        "'  ~       dt  \      dt  ^       dt  ^ 


(3) 


// 


a 


a 


dt 
da 


dt 
dh' 


da 


ff 


„  dlf         „  de  (  ,  da     ,    ,,  db"         ,  dc'\ 

dc\ 


+  h   —--  +  e 


dcf'  ( 


+  & 


„  dh 


dt     '  dt     'dt  \      dt     '         dt 

Die  Componenten  vy,  Vy-,  t\'  der  Geschwindigkeit  v  parallel  den  beweg- 
lichen Axen  erhält  man,  indem  man  den  Linienzug  der  v^y  Vy,  Vz  und  der 
im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  v  auf  die  beweg- 
lichen Axen  projicirt,  nämlich 

Vx'  =  a  Vx  -{-  h  Vy  +  c  t7,  , 
(4)  Vy'  =  a'  Vx  +  //  Vy  +  c'v,  , 

Vt-  =  a  Vx  -jr  0  Vy  -^  c  Va  . 

Entwickelt  man  diese  Grössen,  indem  man  die  Ausdrücke  (l)  einsetzt,  nach 
se\  y\  z  ordnet  und  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  Hülfe  nimmt,  so  nehmen 
sie  die  Form  an: 


(6) 


^V  =  q.z  —  ry  = 


ty  ^=  rx  —  pz  = 


Vt'  ==  py  —  qx  = 


g  r 
y   z 

r  p 


z   X 


P   Q 
X  y 


Für  die  Systempunkte  x'^  y\  z\  welche  zur  Zeit  t  auf  der  Momenianaxe 
liegen,  ist  i;  =  0,  also  auch  tv  =  Vy'  ==  vy  =  0;  daher  sind 


oder  in  anderer  Form 


qz  — ry 
rx  —  ps' 
py  —  q  X 

X        y 


=  0, 

=  0, 
=  0, 


A» 
A' 


p         q         r 

die  Gleichungen  der  Geraden  (JT)  des  Systems ,  welche  zur  Zeit  /  Momentan- 
axe  ist,  in  Bezug  auf  das  bewegliche  C-oordinatensystem.  Hierdurch  ist 
die  Lage  dieser  Geraden  im  System  bestimmt.  Sie  bildet  mit  den  Axen  der 
x\  y\  z   Winkel  «',  §fy  /,  für  welche 

cos  u        cos  ^       cos  /  1 


ist 


Vp'  +r+^ 


SoBBUi,  llcduukik.    I. 


V% 


Flg.  118. 
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Für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v  des  Sjstempunktes  (x\  y  ^  k) 
erhält  man,  da  v*  =  v\'  +  v\»  +  v\  ist, 

t;2  =  (5/  —  ryy  +  {rx  —  pef  +  (py  —  qxy 

'={p'  +  Q'  +  r')(x'  +  y'  +  ^'')-(px+qy+rzy. 

Bezeichnet  man  (Fig.  118)  die  Entfernung  des  Punktes  {xyg')  vom  Bota- 

tionscentrum  0  mit  d ,  den  Winkel  zwischen  d 
und  der  Momentanaxe  mit  s  und  setzt 

SO  wird 

j2         '2    I     '«    I     '2                  px-^-qy-^-r/ 
(P  =  a;2_|_y2i^2^  cose= '       ,  -' 

und  hiermit 

V  =  G)d  sin  € 

. 

oder  da  d  sin  e  =  ^  den  Ahstand  des  Sjstem- 
punktes  von  der  Momentanaxe  darstellt, 

Hieraus  ersieht  man,  dass  ca  nichts  anderes,  als  die  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Momentanaxe  und  p,  q,  r  ihre  Componenten  um  die  beweg- 
lichen Axen  sind. 

§.  9.  Zu  den  Formeln  (5)  des  vorigen  Paragraphen  für  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Sjstempunktes  parallel  den  beweglichen  Axen 
kann  man  auf  folgende  Weise  unmittelbar  gelangen.  Wir  denken  uns  die 
Winkelgeschwindigkeit  ca  um  die  Momentanaxe  auf  dieser  nach  Grösse  und 
Sinn  aufgetragen ,  zerlegen  sie  in  ihre  Componenten  p^  $ ,  r ,  welche  in  die 
Axen  der  x\  y\  /  fallen  und  bestimmen  die  Bestandtheile,  welche  jede  der- 
selben zur  Bildung  der  Geschwindigkeitscomponenten  «;«',  Vy'^  v,'  liefert 
Hiebei  gelten,  wie  dies  aus  der  Natur  des  Projicirens  folgt,  j9,  9,  r  als 
positiv  oder  negativ ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  positiven  oder 
negativen  Coordinatenaxen  übereinstimmt,  in  deren  Richtung  sie  fallen.  Ein 
positives  p  drückt  demnach  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  x'-Axe  aus, 
deren  Sinn  von  der  positiven  a;'-Axe  aus  gesehen  in  der  j/' /-Ebene  einer 
Drehung  der  positiven  y'-Axe  in  die  positive  /-Axe  im  Sinne  der  Uhrzeiger- 
bewegung  entspricht  u.  s.  f. 

Unter  Voraussetzung  dreier  positiver  Componenten  p ^  q^  r  von  o ,  als 
des  Normalfalles,  auf  welchen  alle  anderen  Fälle  mit  Hülfe  einer  Zeichen- 
änderung von  selbst  zurückkommen,  sei  nun  zunächst  d^x'  <üc  unendlich 
kleine  Amplitude,  um  welche  das  System  vermöge  der  Winkelgeschwindig- 
keit j?  um  die  a;'-Axe  sich  im  Zeitelemente  dt  umdrehen  würde;  man  hat  dann 
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Die  Bichtung  von  d^x'  ist  die  Bichtimg  der  Tangente  eines  in  der 
Emheii  der  Entfernung  um  die  x-Axe  beschriebenen  Kreisbogens,  dessen 
Ebene  zn  dieser  Axe  senkrecht  ist;  sie  bildet  mit  den  Coordinatenaxen  der 

x\  f^y  /  der  Reihe  nach  Winkel,  deren  Cosinusse  0, ;,  —  sind,  wenn 

Q  die  Entfernung  des  Sjstempunktes  (xye)  von  der  a;'-Axe  bedeutet.  Die 
Geschwindigkeit,  welche  p  diesem  Punkte  ertheilt,  ist  g'p  und  ihre  Com- 
ponenten  parallel  den  Coordinatenaxen  sind  daher: 

0.i>,  — /i?,  yp. 

Betrachtet  man  die  Axen  der  x\  y\  z  in  der  Folge  der  Buchstaben 
als  erste,  zweite  und  dritte  Axe,  so  ist  das  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke 
leicht  zu  übersehen.  Sie  sind  alle  proportional  p ,  der  Winkel-Geschwindig- 
keitscomponente  um  die  erste  Axe;  die  Componente  der  Geschwindigkeit  t; 
parallel  der  ersten  Axe  hat  den  Coefficienten  Null,  die  Componenten  parallel 
der  zweiten  und  dritten  Axe  haben  zu  Coefficienten  die  zweite  und  dritte 
Coordinate  in  verwechselter  Folge  und  erhält  dabei  die  der  zweiten  Axe 
entsprechende  Componente  das  Zeichen  ( — ) ,  die  der  dritten  Axe  entsprechende 
das  Zeichen  (-{~)-  Indem  wir  jetzt  die  Axen  in  der  Ordnung  y\  z\  x  als 
erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen,  erhalten  wir  für  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  v ,  herrührend  von  q ,  parallel  den  Axen  der  x\  y\  / 
nach  demselben  Bildungsgesetze 

/g,  0  .  (7,  —  X  q 

und  ebenso  für  die  Ordnung  /,  x^  y   die  von  r  heiTÜhrenden  Componenten: 

—  yV,  X  r,  0  .  r. 

Sammein  wir  jetzt  alle  denselben  Axen  parallelen  Besiandtheile,  so  erhalten 
wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des  Systempunktes  (xys) 
parallel  den  Axen  des  x\y\z: 

Vx'  =  q^'  —  ry  , 
v^'  =rx  —  pz, 

^M'  =  py  —  fix-  , 
wie  früher. 

§.  10.  Um  die  Lage  der  Momentanaxe  gegen  die  Axen  der  x^  f/,  Zy 
welche  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  theilnehmen,  zu  bestimmen, 
projiciren  wir  den  Linienzug  der  p,  (?,  r  und  des  o^  letzteres  im  entgegen- 
gesetzten Sinn  genommen,  auf  die  Axen  der  x^y^z.  Dies  liefert  uns, 
wenn  od  mit  diesen  Axen  die  Winkel  a^  ß^  y  bildet: 

»  cos  a  =  rt|>  +  aq  +  a'V , 
CO  cos  ß  =  bp  ^  h'q  -{-  h"r, 
w  cos  y  «=  cp  +  c'  (?  +  c  V . 

Ihm  kann  übrigens  die  Frage  nach  den  Componenten  Vgj  Vy,  Vg  der  Ge- 
is* 
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seh  windigkeit  v  parallel  den  Axen'der  x^  y,  0  und  der  Lage  der  Momentan- 
axe gegen  diese  Axen  auch  direkt  behandeln.  Setzt  man  n&mlich  in  den 
Gleichungen  (l)  des  §.8.  v^^  =  Vy  =  v,  «=  0,  so  erhält  man  als  Gleichungen 
für  die  Bestimmung  der  Momentanaxe: 

,da         rda  ,da' 

dt^^  dt^     dt 

aus  welchen  man  mit  Hülfe  von  (2)  in  §.  7.  x\  y\  z  eliminiren  und  mit 
Rücksicht  auf  die  dortigen  Nebengleichungen  und  die  sich  aus  ihnen  durch 
Differentiation  ergebenden  Folgerungen  weiter  erhält: 

(,da         ,da        ,f,da\  (da         ,da         „da\ 

(  db    ,     ,db'         „db"\       ,(  db    ,      ,db'         „db"\ 
f  de         ,dc  ,,dc'\  (.äc         ,dc        w.e^A 

welche  Gleichungen  sich  in  Form  der  folgenden  Proportionen  schreiben 
lassen: 

P       Q       B ' 

wo  abkürzend 

dh         ,dh'         ,,dl)'  (    da         ,dd        .ffda\        _ 

de         , de  „de"  (    db         ,db'         „  dh"\ 

^dl  +  ''-rf7  +  ^  -dT  —  Klit  +  '  di  +  '  -dt)-^^ 


da 
^  dt 


,da  „da'  (    ^^    i      ,dc     .      ,,dc\         _ 


gesetzt  ist. 

Sind  a^  ß^  y  die  Winkel,  welche  die  Momentanaxe  mit  den  Axen  der 
x^  y,  z  bildet,  so  hat  man 

cos  a cos  /3 cos  y 1 

~p~~  ~Q~  ~  ~B~ ~ yP^if^- R^' 

Die  Grössen  P^  Q^  R  haben  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x^y^z  eine  , 
ganz  analoge  Bedeutung,   wie  die  Grössen  p,  Qj  r  in  Bezug  auf  die  Axen 
der  x\  y,  z,    Sie  sind  nämlich  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  Axen,  die  zur  Zeit  i  mit  den  Axen  der  x^y  ^  z  zusammenfallen.    Führt 


^ 
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man  nSmlich  in  die  Gleichungen  (1)  des  §.  8.  für  x\  y\  z   ihre   Werthe, 

sowie  für  die  oben  bezeichneten  Combinationen  der  Grössen  a ,  £) ,  c ,  ...  und 

ihrer  Differentialquotienten  die  Grössen  P,  Q,  i?  ein,  so  kommt,  wenn  man 

nach  Xy  y^  z  ordnet 

dx 
Vx  =  —  =  Qz  —  Ry , 


dy 
dt 


Vy  =  -~  =  Bx  —  Pz , 


dz        ^  ^ 

V,  =  ^-  =  Py-^Qx. 

Hieraus  folgt 

t;«  =  {Qz  -  Byy  +  {Rx  ~  Pz^  +  (Py  -  Qxf 

=  (P»  +  ^  +  Ä«)  (x^  +  /  +  ^)  -  (Px  +  Qy  +  Rzy 

und  wenn  man 


setzt  und  den  Winkel,  welchen  der  Abstand  d  =  Yx^  +  ^*  +  ^  ^®8  Punktes 
(xyz)  vom  Punkte  0  mit  der  Momentanaxe  bildet,  mit  X  bezeichnet,  sodass 

cos  A  _  ^^ 

wird,  80  folgt  weiter 

V  =  Fd  sin  A , 

woraus  man  erkennt,  dass  V  die  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  die  Momentan- 
axe ist,  und  das  P^  Q^  R  ihre  Componenten  um  die  Axen  sind,  welche  mit 
den  Axen  der  x,  y ,  z  zusammenfallen. 

§.11.    Es   ist  noch    von    Interesse,    die   Bedeutung    der   Differenüal- 

da     db     de 
Quotienten  — - ,  — - ,  -7- ,  etc.  kennen  zu  lernen.    Nun  hat  man  einerseits 
dt     dt     dt 

dx         fda    .     ,da     .     ,da" 

dy         ,dh    .     fdlt     .     ,db'' 
^'y  =  37  =  ^  "77  +  2/  "77  +  ^ 


dt  dt    '    -"   dt     '         dt  ' 

dz         ,do    .     ,dc     .     ,d  c" 

V9  =  ,-  =  ÄJ  T7  +  ^  sr  + 


z 


dt  dt    ^   -^  dt    '        dt' 

andrerseits  erhält  man  dieselben  Componenten  der  Geschwindigkeit  v ,  indem 
man  die  Componenten  Vx* ,  v,/ ,  1^;^'  in  (5)  des  §.  8.  auf  die  Axen  der  x^y  ^  z 
projicirt,  nämlich 

Vx  =  a{qz  —  ry)  +  a(rx  —  pz)  +  a{py  —  qx)  , 
Vy  «=  h{qz  —  ry)  +  h' {rx  —  pz')  +  h"{py  —  qx) , 
V,  —  c{qd  —  ry)  +  c  {rx  —  pz)  +  c\py  —  qx) . 
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Durch  Yergleichung  der  Coefficienten  von  x\  y%  z   erhält  man  daher: 


da         ,  „         da  „  da 


dt     "■      -"'^'     rf7  =  «"^-«'''    -dt      "      '' 


-  ==.  ar  —  a  </,     -—  =  a  p  —  ar^     — r-  =  ag  —  ajp, 


de,  „  de         „  de'  , 

Man  kann  diese  Formeln  auch  auf  geometrischem  Wege  finden ,  wenn 
man  hedenkt,  dass  a,  a\  a  die  Coordinaten  eines  auf  der  a?-Axe  in  der 
Einheit  der  Entfernung  von  0  liegenden  Punktes  in  Bezug  auf  das  beweg- 
liche Coordinatensjstem   sind  und  dass   also   seine  Geschwindigkeitscompo- 

nenten  ^-,  -tti   37  nach  Anleitung    des    §.  9.    gefunden   werden    können 
dt     dt      dt 

u.  s.  w. 

§.  12.  Die  neun  Cosinusse  «,  6,  c;  a',  b\  c'\  d\  h'\  e\  welche  die  Lage 
des  beweglichen  Coordinatensystems  bestimmen,  sind  nicht  von  einander  unab- 
hängig, vielmehr  bestehen  zwischen  ihnen  sechs  Relationen  (S.  §.  7.),  vermöge 
welcher  sie  auf  drei  reducirbar  sind.  Euler  hat  zuerst  gezeigt^  wie  man 
dieselben  durch  die  trigonometrischen  Functionen  dreier  Winkel  ausdrücken 
kann,  welche  hinreichen,  um  die  Lage  des  beweglichen  Systems  zu  be- 
stimmen. Diese  Winkel  sind:  l)  der  Winkel  t/;,  welchen  die  Knotenlinie 
der  Ebenen  der  xy  und  der  xy  mit  der  Axe  der  x  bildet,  2)  der  Winkel  ^^ 
welchen  diese  beiden  Ebenen  oder  also  auch  die  beiden  auf  ihnen  senk- 
rechten Axen  der  z  und  /  mit  einander  einschliessen  und  3)  der  Winkel  9 , 
welcher  von  der  Axe  der  x  und  jener  Knotenlinie  gebildet  wird.  Den  Sinn 
dieser  Winkel  wollen  wir  folgendermassen  bestimmen.  Wir  denken  uns  das 
System  der  xy  z  zunächst  zusammenfallend  mit  dem  der  xyz  und  drehen 
dasselbe  um  die  jer-Axe  im  positiven,  von  der  positiven  £r-Axe  aus  gesehen, 
mit  der  Uhrzeigerbewegung  übereinstimmenden  Sinn,  bis  die  positive  x'-Axe 
mit  dem  beliebig  wählbaren,  aber  ein  für  allemal  fixirten  positiven  Sinn 
der  Knotenlinie  zusammenfällt,  die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der  Winkel  ^ 
und  ihr  Sinn  der  Sinn  desselben;  wir  drehen  hierauf  das  System  um  die 
Knotenlinie  im  positiven  Sinne,  bis  die  Ebene  der  x  y  in  ihre  Lage  gelangt; 
die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der  Winkel  -^  und  der  Sinn,  in  welchem 
dieser  Winkel  genommen  wird,  ist  der  Sinn  dieser  Drehung;  wir  drehen 
endlich  das  System  um  die  /-Axe  in  der  Lage,  welche  sie  nunmehr  erlangt 
hat,  im  positiven  Sinne,  bezeichnen  die  Amplitude  dieser  Drehung  mit  9  und 
nehmen  diesen  Winkel  im  Sinne  dieser  Drehung.  Durch  die  Folge  dieser 
drei  Drehungen  ist  das  System  der  x^  y\  d  in  seine  definitive,  durch  die 
Winkel  fp ,  ^^  ^f  bestimmte  Lage  gelangt    Um  die  Abhängigkeit  der  obigen 
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neun  Cosinusse  von  den  drei  Winkeln  9>,  <&,  ^  zu   erkennen,  denken  wir 

um  das  ßotationscentrum  0  mit  der  Einheit  als 
Badius  eine  Kugel  beschrieben  (Fig.  119);  auf  ihr 
markiren  die  Axen  der  x^  y^  z  die  drei  Ecken 
eines  Octanten,  die  Axen  der  x\  y\  z  die  eines 
zweiten  Octanten,  die  erwähnte  Knotenlinie  einen 
Punkt  iT,  den  Schnittpunkt  der  Bogen  xy  und 
xy\  welche  die  Ebenen  der  xy  und  x'y' vorstellen. 
Man  hat  alsdann  xK  =  tf; ,  Kx'  «=  ^  und  zz'  ==  ^ 
und  erhält 

aus  den  sphärischen  Dreiecken 
xKxj     xKy^     xKz^ 
yKx,    yKy,    yKz, 
zKxy     zKyy     z'Kz, 


Fig.  119. 


a   *«  cos  ^  o; 


) 


cosy'x, 
cos/«. 


6    =  cos  xy , 
6'  =  cos  yy , 


Q0%  z  y ,     c 


«=  cos  a;  iE? , 
=  cos  yz^ 
=  cos  /  z , 


nSmlich 

a  ^  cos  9  cos  ^  —  sin  9  sin  tf;  cos  -^ ,  d  =  —  sin  9?  cos  ^  —  cos  fp  sin  if;  cos  O 
h  ™  cos  9  sin  ^  —  sin  9>  cos  ^  cos  O ,  l)  =  —  sin  9?  sin  tf;  -j-  cos  tp  cos  ^  cos  O 
e  as  sin  9>  sin  O ,  c  =      cos  9>  sin  O 

a"  «=        sin  t/;  sin  O 

h"  =  —  cos  tf;  sin  -^ 

c    =        cos  O  . 

§.  13.  Man  kann  die  Elementarbewegung  des  Systems  um  die  Mo- 
mentanaxe  in  drei  unendlich  kleine  Rotationen  um  die  Axen  OK^  Oz,  Oz' 
aufUtoen;  dadurch  zerfällt  die  Winkelgeschwindigkeit  co  in  drei  Componenten 
iD^,  0»^,  o^  um  diese  Axen,  deren  Werthe  sind: 

ä^  d'^  dq> 

dt  ' 


ö>^ 


Q)i/y  = 


W 


y 


d^  '     ""^       dt 

Indem  man  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  ihren  Axen  nach  Grösse 
und  Sinn  aufträgt  und  den  Linienzug  derselben  in  Verbindung  mit  der  auf 
der  Momentanaxe  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeit  ca,  diese  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  genommen ,  auf  die  Axen  der  /,  y/,  /  projicirt,  erhält 

jp,  9,  r  ausgedrückt  durch  ta»^  o,/^,  co^,  nämlich: 


jj  =  —  ^€^  cos  q>  -^  iOxf,  ^va  q>  Bim  &  =^ 


d^  .dij}. 

-  -  cos  op  +   ■  -  sm  g>  sm  -^ 
dt  dt 


I                      •     A             d&    .  dij}  .     ^ 

—  (0^  sm  9>  +  0)^  cos  gj  sm  ^  = sm  9?  +     v    c^s  (p  sm  & 

I  *v  ^^9^    I    dtU 

r  =  (Otp  -\-  (o,fj  cos  O  =       7,  H — ^  cos  -^ . 


dt 


dt 


Indem  man    diese  Gleichungen  nach  co^,  (o^,  (o^  auflöst,   oder   auch, 
indflm  man  den  Linienzug  der  jp,  (7,  r,  —  00  auf  die  Axen  OJtC,  Oz^  Oz' 
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projicirt,   erhält  man   weiter  cd^  ,  (o^,  a»^   ausgedrückt    durch   p,  g,  r, 
nämlich: 

(o^  =  p  C08  (p  —  q  sm  q> 

(Oxf,  sin  ^  =  |>  sin  9  -f-  (7  ^^s  q> 

(Oy  sin  ^  =  r  sin  -O-  —  p  sin  g>  cos  O"  —  q  cos  q>  cos  & . 

§.  14.  Während  des  Zeitelementes  dt  beschreibt  der  Radiusvector 
OM^=^q  eines  Sjstempunktes  M  einen  imendlich  kleinen  Sector  OMM  =  dS\ 
derselbe  ist  als  ein  unendlich  kleines  gleichschenkliges  Dreieck  anzusehen,  dessen 
eine  Seite  das  Bogenelement  MM'  =  ds  der  Bahn  des  Systempunktes  ist, 
und  dessen  beiden  andre  Seiten  die  nach  den  Endpunkten  M  und  M'  dieses 
Elementes  gezogenen  Badienvectoren  GM  *=»  OM'  =  q  sind.  Dieser  Sector 
wird  in  einem  mit  dem  Sinne,  in  welchem  das  Bogenelement  durchlaufen 
wird,  übereinstimmenden  Sinne  beschrieben.  Die  Fläche  desselben,  dividirt 
durch  das  Zeitelement,  wird  die  Sectorengeschwindigkeit  oder  Flächen- 
geschwindigkeit des  Systempunktes  M  in  Bezug  auf  das  Rotationscentrum 
genannt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  iy ,  sowie  den  unendlich  kleinen  Winkel 
MOM'  der  beiden  Badienvectoren  mit  d&  ^  so  wird 

dS        ,     5  d^ 

Errichten  wir  in  0  senkrecht  auf  die  Ebene  des  Sectors  dS  eine  Gerade 

und  zwar  nach  der  Seite  dieser  Ebene,  von  welcher  aus  gesehen  der  Sector 

übereinstimmend  mit  der  ührzeigerbewegung  beschrieben  erscheint,  so  soll 

diese  Gerade  die  Axe   der  Sectorengeschwindigkeit  heissen.    In  Bezug  auf 

dO^ 
sie  stellt  -—  eine  Winkelgeschwindigkeit  dar.    Die  Grösse  t?  tragen  wir  auf 
dt 

dieser  Axe  in  ihrem  Sinne  als  Länge  auf. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Momentanaxe,  so 

hat  man 

dO^ 

'dt=''' 

und  besteht  zwischen  der  Sectorengeschwindigkeit  i]  des  Punktes  J9f ,  seinen 

Abständen  q  und  r   vom  Rotationscentrum   und    der  Momentanaxe,   sowie 

der    Winkelgeschwindigkeit  o    um    letztere    oder   auch    der  Geschwindig- 

ds 
keit  V  =  — -  des  Systempunktes  die  Gleichung 

ri  =  igrcD  =  ^QV, 

Es  wird  demnach  die  Sectorengeschwindigkeit  durch  den 
Inhalt  des  Dreiecks  dargestellt,  welches  die  auf  der  Tangente 
der  Bahn  des  Systempunktes  aufgetragene  Geschwindigkeit  t;  als 
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Basis   mit   dem    Botationscentrum   als    gegenüberliegende    Ecke 
bildet. 

Während  einer  endlichen  Zeit  beschreibt  der  Radiasvector  q  eines  System- 
Punktes  M  einen  sphärischen  Ausschnitt  einer  Kegelfläche,  von  welchem  dS 
das  Differential  ist.  Die  Sectorengeschwindigkeit  ist  im  Laufe  der  Bewegung 
nach  Grösse  und  Axenrichtung  im  Allgemeinen  veränderlich. 

Projiciren  wir  das  bewegliche  System  auf  eine  Ebene,  welche  an  der 
Bewegung  nicht  Theil  nimmt,  z.  6.  auf  die  a:^-Ebene,  so  wird  das  projicirte 
System  im  Allgemeinen  ein  veränderliches  ebenes  System  sein.  Die  Pro- 
jection  m  des  Punktes  M  beschreibt  im  Zeitelement  das  Bogenelement  mtn 
und  die  Projection  ^|  des  Radiusvectors  q  den  unendlich  kleinen  Sector  mOm\ 
dessen  Inhalt  \Q\d^^  ist,  wenn  d^^  die  Projection  des  unendlich  kleinen 
Winkels  d%^  bezeichnet.  Der  Winkel  <&^,  dessen  Differential  d^^  ist,  kann 
als  der  Winkel  aufgefasst  werden,  den  q^  mit  der  Axe  der  x  bildet  und  es 
sind  daher  die  Coordinaten  a:,  y  des  Punktes  m  durch  die  Gleichungen 
X  s=z  q^  cos  O^ ,  ^  ==  ^1  sin  O^  bestimmt,  aus  welchen 


tg*,  =  |,   P?  =  ^*  +  y* 


und  hiermit  weiter 


xdy  —  ydx 

^^i  ^^  — r~i — 2~ 

ic*  +  r 

.2 


und  also 

Q]d^^  =  xdy  —  ydx 

folgt.  Daher  würde  die  Sectorengeschwindigkeit  des  Punktes  m  in  der 
xy-üihene  sein: 

Wir  wollen  nun  mit  dSx^  dSy^  dSz  die  Projectionen  des  Elementarsectors 
dS  auf  die  Ebenen  der  yz^  ex  und  xy  und  die  den  drei  Projectionsbe- 
wegungen  von  M  in  diesen  Ebenen  entsprechenden  Sectorengesch windigkeiten 
^^  Vx^Vyy  V*  bezeichnen.  Unter  Anwendung  der  symmetrischen  Yertauschuug 
der  Buchstaben  giebt  uns  dann  die  vorstehende  Betrachtung  sofort: 

dSx        ,  (    dz  dy\  .  . 

dS,       .  (    dy  «'A        ,  /  N 

Die  Axen  dieser  drei  Sectorengeschwindigkeiten  sind  die  Axen  der 
%^  y,  z.  Bildet  nun  die  Axe  von  i}  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 
er  I  ^  y  }^ ,  80  wird  nach  bekannten  Sätzen  der  Geometrie 
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cos  a       cos  ß       cos  y        1 


und  folglich  auch 


dS:,  dSy  dS,  dS   ' 

dS^  =  dSl  +  dS\  +  dSl 
cos  a cos  ß       cos  y        1 

nx  Vy  n*         v' 

V^    "=    Vx     +    vi     +    Vz- 


VII.  Capitel. 

Die  Windungsbewegung  des  unveränderlichen  Systems  und  ihre 

Q^schwindigkeiten, 

§.  1.  Nachdem  wir  im  IV.  und  VI.  Capitel  die  specielleren  Bewegungen 
des  unveränderlichen  Systems,  die  ebene  oder  Parallelbewegung  und  die  sphä- 
rische Bewegung,  bei  welchen  die  Systempunkte  s&mmtlich  congraente  oder 
ähnliche  Bahnen  beschreiben,  erläutert  haben,  schreiten  wir  zur  Betrachtung 
der  allgemeinsten  Bewegung  eines  solchen  Systems,  die  wir  die  Windungs- 
bewegung nennen  wollen.  Sie  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  je  zwei 
aufeinanderfolgende  Lagen  des  beweglichen  Systems  im  Allgemeinen  keinen 
Doppelpunkt  besitzen.  Zum  Verständniss  derselben  dienen  uns  die  Sätze 
über  die  Aequivalenz  der  Rotationen  und  Winkelgeschwindigkeiten  mit  der 
Schraubenbewegung  und  der  Schraubengeschwindigkeit. 

§.  2.  Es  seien  £^y  £2y  £^  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche  das 
bewegliche  System  £  während  seiner  Bewegung  durchläuft,  von  welchen 
keine  zwei  aufeinanderfolgende  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Die  Bewegung, 
welche  £  aus  der  Lage  Z^  nach  £2  ^^^i^t,  ist  aequivalent  einer  Schrauben- 
bewegung  von  der  Amplitude  0*^  und  der  Translation  r^  um  eine  gewisse 
Axe  (7^,  die  Bewegung  aus  der  Lage  Z^  ^^^  '^s  ^^^  ebenso  äquivalent 
einer  zweiten  Schraubenbewegimg  (Oj,  t2)  um  eine  zweite  Axe  C^  u.  s.  f. 
Construiren  wir  alle  diese  Axen  und  ertheilen  dem  Systeme  £  statt  seiner 
wirklichen  Bewegung  nach  und  nach  die  Schraubenbewegungen  (O^,  Xj), 
(^2>  ^2)»  {^2ih)  •  •  •>  so  ergibt  sich  eine  Bewegung,  welche  mit  der  wirk- 
lich stattfindenden  in  den  Lagen  2?^,  2^,  2^  .  .  .  übereinstimmt,  im  üebri- 
gen  aber  im  Allgemeinen  von  ihr  abweicht.  Schaltet  man  aber  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen  andere  Lagen  des  beweglichen 
Systems  ein  und  wiederholt  die  Construction  der  Schraubenbewegungen, 
wobei  sowohl  die  Amplituden,  als  auch  die  Translationen  und  nicht  minder 
die  Axen  sich  ändern,  so  ergibt  sich  eine  Bewegung,  welche  sich  der  wirk- 
lichen Bewegung  weit  inniger  anschliesst.  Bei  Fortsetzung  dieses  Prozesses 
häufen  sich  die  Axen  immer  dichter  und  dichter,  nehmen  die  Amplituden 
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und  Translationen,  weil  die  Lagen  des  Systems  immer  näher  aneinander- 
rfloken,  ohne  Ende  ab  und  nähert  sich  der  Ort  aller  Axen  einer  bestimmten 
geradlinigen  Fläche,  die  ganze  Bewegung  aber  der  wirklich  stattfindenden 
Bewegung  ohne  Ende  als  ihrer  Grenze.  Durch  die  Vollziehung  dieses  Grenz- 
überganges ergibt  sich  daher  der  Satz: 

Die  Windungsbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  einer  continuirlichen  Folge  verschwindend  kleiner 
Schraubenbewegungen  um  die  Erzeugungslinien  einer  bestimm- 
ten geradlinigen  Fläche  (C)  des  absoluten  Baumes. 

Während  das  System  die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  C^  erleidet, 
fällt  eine  beatimmte  Linie  F^  des  Systems  mit  C^  zusammen  und  verschiebt 
sich  in  Folge  der  Translationscomponente  der  Schraubenbeweguug  in  ihr; 
durch  die  folgende  Schraubenbewegung  um  C^  verlässt  /\  diese  Linie, 
während  derselben  fällt  aber  eine  zweite  Linie  F^  des  Systems  mit  C^  zu- 
sammen; ebenso  während  der  Bewegung  um  C^  eine  dritte  Linie  F^  mit 
C3  u.  8.  f.  Der  geometrische  Ort  aller  dieser  Geraden  F^  welche  nach  und 
nach  mit  den  Schraubenaxen  C  zusammenfallen  und  in  diesen  gleiten,  ist 
in  der  Gren^^e  eine  bestimmte  geradlinige  Fläche  {F)  des  beweglichen 
Systems.  Beide  Flächen  (0)  und  {F)  berühren  sich  während  der  Bewegung 
längs  der  zusammenfallenden  Erzeugungslinien  C^  und  J'j ,  C^  und  F^  u.  s.  f., 
d.  h.  sie  haben  längs  diesen  in  allen  Punkten  gemeinschaftliche  Tangenten- 
ebenen.  Denn  durch  die  Schraubenbewegung  um  C^  z.  B.  gelangt  F^  in 
die  Axe  (7^,  während  T^  in  C^  bleibt  und  0^  erst  in  dem  Momente  ver- 
lässt, in  welchem  F^  in  C,  eintritt;  mithin  haben  die  Flächen  in  diesem 
Moment  zwei  aufeinanderfolgende  Erzeugungslinien  gemein,  und  berühren 
sich  folglich  längs  der  ersten  von  ihnen.    Man  hat  daher  weiter  den  Satz: 

Die  Windungsbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Gleiten  und  Kollen  einer  bestimmten  geradlini- 
gen Fläche  (r)  des  beweglichen  Systems  auf  einer  bestimmten 
geradlinigen  Fläche  (0)  des  absoluten  Raumes. 

Sind  die  beiden  Flächen  Kegelflächen  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt, 
so  ist  das  Gleiten  ausgeschlossen  und  reducirt  sich  die  Bewegung  der 
Flächen  auf  das  blosse  Rollen  der  einen  auf  der  andern;  die  Bewegung  ist 
die'  in  Cap.  VI  behandelte  Rotation  des  Systems  um  einen  Punkt.  —  Sind 
die  Flächen  Cylinderflächen,  welche  nicht  auf  einander  gleiten,  sondern  blos 
rollen,   so  ist  die  Bewegung  die  in  Cap.  V   behandelte  Parallelbewegun^j^* 

Es  sei  A  ein  beliebiger  Punkt  des  beweglichen  Systems  und  seien 
iii,  A^^  JI3  .  .  .  die  Orte,  welche  er  in  ^,  Z^^  2^  .  .  .  der  Reihe  nach 
einnimmt.  Durch  die  Schraubenbewegung  um  C^  gelangt  er  von  A^^  nach 
Jfy  durch  die  um  C^  von  A^  nach  A^  u.  s.  f.  Ziehen  wir  durch  A^,  ^, 
A^^  •  •  •  Axen  q,  Cj,  <^  . . .  resp.  parallel  den  Sobraubenaxen  C^,  C,,  ^3  . . ., 
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so  ist  nach  Cap.  I,  §.  13  die  Schraubenbewegung  um  C^  aequivalent  der 
Rotation  O-^  um  q  in  Verbindung  mit  der  Translation  des  Systems  gleich 
^i^2f  ^^^  Schraubenbewegung  um  Cj  aequivalent  der  Rotation  ^2  ^^^^  ^ 
und  der  Translation  ^2^S)  ^-  ^*  ^'    I^&l^or  der  weitere  Satz: 

Die  Windungsbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
aequivalent  der  (im  Allgemeinen)  krummlinigen  Translation  des 
Systems,  welche  durch  die  Bahn  eines  beliebigen  seiner  Punkte 
angegeben  wird,  in  Verbindung  mit  einer  continuirlichen  Rota- 
tionsfolge  um  Axen,  welche  durch  die  aufeinanderfolgenden  Orte 
dieses  Punktes  parallel  den  ihnen  entsprechenden  Lagen  der 
Schraubenaxe  gelegt  werden. 

Während  der  Bewegung  des  Systems  beschreibt  der  Punkt  A  die  Bahn 
Ä^A^Aq  .  .  .  und  fallen  mit  den  Axen  c^,  c^,  c^  •  .  .  gewisse  Linien  ^j, 
727  79  - '  •  ^^^  Systems  zusammen,  welche  sämmtlich  durch  A  hindurchgehen 
und  eine  gewisse  Kegelfläche  (y)  bilden,  deren  Mittelpunkt  A  ist.  Durch 
die  Rotation  um  (q,  y^)  wird  y^  parallel  ^2  und  durch  die  Translation 
^1^2  '^r^  7%  parallel  mit  sich  in  die  Axe  O2  geschoben;  während  der 
Rotation  um  (cg,  ^2)  ^^^^  73  parallel  c^  und  durch  die  TraQslation  ^12-^3 
mit  C3  vereinigt  etc.  Der  Kegel  (y)  erleidet  daher  die  Translationsfolge 
A^A2j  -^2-^39  -  *  •  ^^^  ^^^  Rotationsfolge  •&!,  «d*},  ^^3  •  .  .  um  q,  c^,  C3  .  •  . 

Denkt  man  sich  ein  bewegliches  Hülfssystem  JS'^  welches  mit  2)"^ 
ursprünglich  zusammenfällt  und  nach  und  nach  die  Ti*anslationen  A^  ilj, 
^2^3  •  •  •  erleidet,  und  zieht  durch  den  Punkt  A\  welcher  in  U^  mit  A^. 
und  A  zusammenföUt,  Gerade  yj,  yiy  73...  parallel  zu  r^,  r^,  rg  . .  .,  so 
bilden  diese  in  Ü'  eine  Kegelfläche  (/),  deren  Erzeugungslinien  während 
der  Translation  von  £'  nach  und  nach  mit  q,  c^^  ^3)  •  •  •  zusammenfallen. 
In  diesem  Hülfssystem  bewegt  sich  £  so,  dass  durch  die  Rotation  O^  um 
y,  die  Gerade  y2  in  yg  eintritt,  durch  *die  Rotation  -O-g  um  yg  die  <jerade 
ys  mit  yg  vereinigt  wird  u.  s.  f.,  so  dass  der  Kegel  (y)  auf  dem  Kegel  (y') 
hinrollt  imd  durch  dies  Rollen  in  Verbindung  mit  der  Translation  des  Hülfs- 
Systems  2^  das  System  Z  nach  und  nach  alle  seine  Lagen  erreicht.    Daher: 

Die  Windungsbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
aequivalent  dem  Rollen  eines  dem  System  angehörigen  Kegels 
(y)  auf  einem  andern  gleichfalls  beweglichen,  einem  Hülfssystem 
angehörigen  Kegel,  welches  eine  Translation  besitzt,  welche 
durch  die  Bahn  des  Mittelpunktes  des  ersteren  Kegels  bezeich- 
net wird. 

§.  3.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  bestimmte 
Gerade  C  der  Fläche  (C),  um  welche  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Schrau- 
benbewegung ausführt,  um  in  die  folgende  unendlich  nahe  Lage  zu  gelan- 
gen«   Diese  Gerade  nennen  wir*  die  Momentanaxe  für  die  fragliche  Lage 
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des  Systems  und  die  unendlich  kleine  Schraubenbeweguug  um  sie  die  jener 
Lage  entsprechende  Elementarbewegung  des  Systems.  Diese  Elemen- 
tarbewegung hat  zwei  Componenten,  die  Elementarrotation  mit  der 
Elementaramplitude  dd'  um  C  und  die  Elementartranslation  dt 
parallel  C.    Die  Elementaramplitude  d^,  durch  das  Zeitelement  dt  dividirt, 

gibt  die  Winkelgeschwindigkeit  w  =  — -  um  die  Momentanaxe,  die  Elemen- 

dt 

tartranslation  ebenso  die  Translationsgeschwindigkeit  Vq  parallel  derselben. 

Die  Systempunkte  im  Abstände  r  von  der  Momentanaxe  haben  die  Geschwin 

digkeit  v  =  Yvl  +  r^co^;    die   der  Axe   selbst  insbesondere  v  =  Vq.     Die 

Momentanaxe  kann  füglich   auch  die  Axe   der   Geschwindigkeiten  genannt 

werden.    Manche  Autoren  nennen  sie  auch  die  Polaxe  und  dem  entsprechend 

die  Fläehen  (C)  und  (r)  die  Polaxenflächen,  auch  wohl  Axol'de*). 

dz        V 
Das  Verhältniss  !>=—=—    der   Elementartranslation  zur  Elemen- 

^        dd^        (0 

taramplitude  oder  der  Translationsgeschwiudigkeit  zur  Winkelgeschwindig- 
keit nennen  wir  das  Windungsverhältniss  oder  den  Parameter  der 
Elementarbewegung. 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn  als  Element  einer  gewissen  gemeinen  Cylinder- 
schraube;  ist  daher  die  Momentanaxe  und  ihr  Parameter  bekannt,  so  hat 
die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Normalebene  der  Bahn  zu  bestimmen,  keine 
Schwierigkeit.  Die  Cylinderschraube  hat  übrigens  mit  der  Bahn  des  Punk- 
tes blos  ein  Element  gemein  und  berührt  sie  folglich  blos  in  der  ersten 
Ordnung;  sie  ist  wesentlich  verschieden  von  der  Schmiegungsschraubenlinie, 
welche  die  Curve  weit  inniger  berührt**).  Systempunkte  gleichen  Abstandes 
r  von  der  Momentanaxe  beschreiben  Bogenelemente  gleicher  Neigung  t 
gegen  die  Momentanaxe;  die  Neigung  derselben  ist  Null  für  die  Punkte 
der  Axe   selbst,   nimmt  proportional  mit  r  zu   und   wird  ^n  für  r  =  oo. 

cor         T 
Es  ist  allgemein  tg  i  =  —  =  —  . 

§.  4.  Die  Momentanaxe  mit  den  beiden  auf  ihr  aufzutragenden  Strecken, 
der  Winkelgeschwindigkeit  g)  um  sie  und  der  Translationsgeschwindigkeit 
t^o  parallel  zu  ihr,  besitzt  alle  Eigenschaften  der  Centralaxe  eines  Strecken- 
systems mit  der  Resultanten  Ji  und  dem  Axenmomente  G-^  (s.  Th.  I,  Cap.  IV) 


*)  Man  hat  Qrund,  mit  der  Wahl  der  vom  Worte  „Pol"  abgeleiteten  Be- 
nennungen vorsichtig  zu  sein,  da  dies  Wort  selbst  bereits  in  sehr  verschiedenen 
Bedeutungen  gebraucht  wird.  Die  Bezeichnung  „Axoid''  ist  unrichtig  gebildet,  die 
Flächen  (O,  V)  sind  keine  „axenähnlichen  Gebilde". 

**)  Vgl.  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung,  Leipzig 
1869",  p.  84. 
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und  bestimmt  daher  ebenso,  wie  dieses  einen  Complex  ersten  Grades-  So- 
wie nftmlich  dort  aus  der  Combination  (1^,  Gq)  für  die  Centralaxe  fi^  jede 
andere  für  einen  beliebigen  Stral  (i  im  Abstände  r  von  iiq,  nämlich  {R^  G^, 

wo  G  =  {Gq-^  R^r^^  ist,  hervorging,  indem  man  das  Paar  (1?,  — R)  mit 
dem  Arme  r  zufügte,  so  können  wir  auch  hier  die  Combinaten  (oo,  Vq)  f&r 
die  Momentanaxe  in  eine  ihr  aequivaleute  umwandeln,  indem  wir  durch 
irgend  einen  Punkt  M  einen  Stral  parallel  zur  Centralaxe  ziehen  und  Iftngs 
desselben  die  beiden  sich  tilgenden  Grössen  co  und  —  a>  zufügen,  welche  in 
Verbindung  mit  (a>,  t^g)  liefern:  co  auf  dem  Strale  des  Punktes  M  nebst  i;^ 
parallel  demselben  und  ein  Paar  (co ,  —  co) ,  aequivalent  einer  Translations- 
geschwindigkeit senkrecht  zur  Ebene,  welche  den  Punkt  M  mit  der  Momen- 
tanaxe verbindet,  gleich  dem  Momente  cor  dieses  Paares,  wenn  r  der  Ab- 
stand des  Punktes  M  von  der  Momentanaxe  ist.  Die  beiden  Translations- 
geschwindigkeiten v^  und  or  liefern,  da  sie  senkrecht  zu    einander  sind, 

die  Translationsgeschwiudigkeit   (vo  +  w^r*)     mit  der  Neigung  —    gegen 

die  Momentanaxe.    Man  sieht,  dass  die  unveränderliche  Resultante  R  t=  n 

und  das  Paar  G  =  {Gl  +  R^r^f  =  (vi  +  a>*r*)*  d.  h.  dass  1?  die  VSTin- 
kelgeschwindigkeit  und  das  Moment  G  die  Geschwindigkeit  des  Sjstem- 
punktes  M  bedeutet,  durch  welchen  der  Parallelstral  gezogen  ist.  Eben- 
so wie  (jß,  G)  aequivalent  ist  zwei  Strecken  (r,  q)  längs  zwei  conjagirten 
Geraden,  ist  auch  hier  (co,  Vq)  aequivalent  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
(co^,  cog)  um  zwei  coigugirte  Geraden.  Femer  sind  die  Normalebenen  der 
Bahnen  der  Systempunkte  M  die  Nullebenen  und  die  Punkte  M  ihre  Pole 
und  die  sämmtlichen  Normalen  der  Bahnen  der  Punkte  M  bilden  die  Stralen 
des  Complexes  ersten  Grades.  Die  Momentanaxe  verdient  daher  den  Namen 
der  Centralaxe  der  Bewegung.  Wir  ziehen  hieraus  einige  Folgerungen 
für  die  Bewegung  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 

1.  Die  Normalebeneu  der  Bahnelemente,  welche  die  Punkte 
M  einer  Geraden  g  vermöge  der  Elementarbewegung  beschrei- 
ben, schneiden  sich  alle  in  einer  Geraden,  nämlich  in  der  zu  g 
coujugirten  Geraden  g\  Daher  sind  die  Tangenten  an  die  Bah- 
nen der  Funkte  Jlf  sämmtlich  parallel  der  zu  g'  senkrechten  Ebene 
und  bilden  ein  hyperbolisches  Parabolid. 

2.  Die  Elementarbewegung  einer  Geraden  g  ist  aequivalent 
,  einer    unendlich    kleinen  Rotation  um   die   conjugirte  Gerade  g' 

und  umgekehrt.  Denn  man  kann  die  Elementarbewegung  des  Systems 
zerlegen  in  2  Rotationen,  eine  um  g^  die  andere  um  g']  die  Rotation  nm 
g  ertheilt  aber  dieser  Geraden  keine  Bewegung ,  mithin  rednoirt  sich  ihre 
Bewegung  auf  die  Rotation  um  g\    (Eine  Gerade  g  kann  auf  unzählige 
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Arien   durch   Schraubenbewegong  in   eine   andere  Lage  übergehen,   unter 
diesen  verschiedenen  Arten  des  üeberganges  findet  sich  nur  eine  Rotation.) 

Die  Projectionen  der  Bahnelemente  MM'  der  Punkte  i(f  einer 
Geraden  g  auf  diese  Gerade,  sowie  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  M  einer  Geraden  g  längs  dieser  Geraden 
sind  gleich.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Gerade  g  durch  Rotation  um 
die  conjugirte  Gerade  g  in  ihre  folgende  Lage  übergeHihrt  und  legt  durch 
M  eine  Ebene  senkrecht  zu  g\  so  fällt  MM''  in  diese  Ebene  und  ist,  wenn 
0  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  g  und  dd^  die  Amplitude  der  Rotation 
um  g'  ist,  MM'  =  OM .  dd:  Projicirt  man  nun  g  auf  diese  Ebene,  so 
sei  a  der  Winkel,  den  MM',  ß  der,  welchen^  mit  seiner  Projection  y  bildet 
und  l  der  Winkel  zwischen  MM'  und  g.  Dann  hat  man  wegen  der  Recht- 
winkligkeit der  Ecke  M  für  die  Projection  Mm  von  MM'  auf  ^  die  Gleichungen 

Mm  =  MM' .  cos  A  =  OM .  cos  A  .  dd-  =  OM  .  cos  a  cos  /3  .  d^. 
Es  ist  aber  der  Winkel  if;  den  der  Stral  OM  mit  y  bildet  iff  =  ^n  —  « 
und  daher  Mm  =  OM  sin  t/;  cos  ßdd"  und  da  OM .  sin  t/;  =  j?  die  von  0 
auf  y  gefällte  Normale  ist,  so  wird  Mm  =p  cos  ß  d&^  also  constant  fUr 
alle  Punkte  i(f  der  Geraden  g.  Dividirt  man  mit  dem  Zeitelemente  dt^  so 
folgt  die  andere  Hälfte  des  Satzes. 

4.  Ist  eine  Gerade  g  senkrecht  zur  Tangente  der  Bahn  irgend 
eines  ihrer  Punkte,  so  ist  sie  zugleich  senkrecht  zu  den  Tan- 
genten der  Bahnen  aller  ihrer  Punkte.  Denn  ist  MM'  senkrecht  zu 
gj  80  ist  seine  Projection  Mm  auf  g  gleich  Null  und  sind  nach  Satz  3 
die  Projectionen  aller  Elemente  wie  MM'  gleich  Null.  Eine  solche  Gerade  g 
kann  nicht  durch  Rotation  um  ihre  conjugirte  g'  in  ihre  folgende  Lage  ge- 
langen. Denn  die  Normalebenen  ihrer  Punkte  schneiden  sich  inihr  selbst, 
sie  fällt  daher  mit  g'  zusammen.    Sie  ist  eine  Doppellinie  des  Nullsystems. 

5.  In  jeder  Ebene  des  beweglichen  Systems  gibt  es  einen 
einzigen  Punkt,  dessen  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  der  Ebene 
ist,  nämlich  iEr  Pol.  In  ihr  gibt  es  eine  Gerade,  deren  Punkte 
Geschwindigkeiten  besitzen,  welche  in  die  Ebene  fallen,  die 
Charakteristik.  Alle  andern  Punkte  haben  mehr  oder  weniger  geneigte 
Geschwindigkeitsrichtungen.  Die  Bewegung  der  Ebene  ist  aequivalent  einer 
unendlich  kleinen  Rotation  um  die  Normale  der  Ebene  im  Pol  in  Verbin- 
dung mit  einer  Rotation  um  die  Charakteristik. 

6.  Die  Normalebenen  der  Bogenelemente,  welche  die  Punkte 
einer  Ebene  in  Folge  der  Elementarbewegung  beschreiben, 
schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte,  nämlich  im  Pol  der 
Ebene.  Denn  die  Schnittlinien  der  Normalebenen  der  Bogenelemente  mit 
der  Ebene  der  Punkte  sind  die  Complexstralen  der  Ebene  und  laufen  als 
solche  durch  ihren  PoL 
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7.  Um  die  Lage  und  die  Winkelgeschwindigkeiten  oo^,  to^  zweier  con- 
jugirter  Geraden  g^^  g^  za  ermitteln,  genügt  es,  die  Betrachtungen  von 
Cap.  II,  §.  16.  umzukehren«  Der  kürzeste  Abstand  von  g^^  g^  schneidet 
die  Momentanaxe  C  rechtwinklig  in  einem  Punkte  0.  Sind  A^  B  seine  Fuss- 
punkte  auf  p^,  g^  so  ist 

^  =  ^-{g|]     oder     AC.ig{Cg,)  =  CB.\a{ß,C). 

Durch  die  Elementarbewegung  um  die  Momentanaxe  erlangt  der  Punkt 
B  eine  Geschwindigkeitscomponente  CB  .  a>,  herrührend  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit G)  um  (7,  senkrecht  zu  C  und  eine  Componente  v^  parallel 
(7,  gleich  der  Translationsgeschwindigkeit   des  Systems.    Die  Tangente  der 

Neigung  if;  der  Geschwindigkeit  v  =y  v\  -f"  ^^  •  ***  ^©s  Punktes  B  ge- 

gen  die  Momentanaxe  ist  daher  tg  i/;  =  CB  •  —  oder  es  ist  CB  .  a>  «=:  «7^  tg  ^. 

Fassen  wir  nun  die  Geschwindigkeit  von  B  auf  als  erzeugt  durch  die  Win- 
kelgeschwindigkeiten G)^,  0)2  um  die  conjugirten  Graden  g^y  g^^  so  verdankt 
B  seine  Geschwindigkeit  blos  o^,  da  es  g^  angehört  Daher  ^Üllt  v  in  eine 
Normalebene  zu  g^  und  ist  v  senkrecht  zu  g^.  Ziehen  wir  also  durch  B 
eine  Parallele  y  zu  p^,  so  sind  die  Winkel  t\>  und  {yC^  oder  also  auch  ^ 
und  {g^C)  Complementwinkel,  also  tg  i|; .  tg  (//^ C)  =  1 .  Damit  geht  die 
Gleichung  CB  .  w  =  «>q  tg  i/;  über  in 


% 


und  erhält  man 


CB  .ig{g^C)^ 

CD 


AC .  tg  (Off,)  =  CB.  tg  (ff,C)  =.  -» 

CO 


Nimmt  man  also  die  Axe  g^  willkürlich  an,  so  hängt  die 
Neigung  (Cg^)  der  zweiten  Axe  pj  gegen  die  Momentanaxe  nur 
von  dem  Abstände  AC  der  ersten  Axe  g^  von  d'er  Momentan- 
axe ab. 

Sind  die  Axen  g^^  g^  zu  einander  senkrecht,  d.  h.  ist  jede  die  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  eines  ihrer  Punkte,  so  ist 

tg(Cp8)  =  tg07xC); 
mithin 

AC.CB  =  ^' 

Für  die  Winkelgeschwindigkeit  m^  um  gi  hat  man 
w,  .  {AC  +CB)^v     oder     wj  .  {AC  +  CBf  =  vi  +  CB^  .  »« 
und  ebenso  für  die  Winkelgeschwindigkeit  o,  um  g^ 
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fi) 


2  'ÄB^^il  +ÄC\(o 


Da  nun 


Cd  0)     sm  {(JiC) 


so  erhält  man  hiemit 


< '>' 


[^C.  w  sin  (g^C)  +  Vq  cos  (giC)\'  ' 

2 


"'^       [^ C .  G)  sin  (^,  C)  +  V,  cos  (^Ti  6ÖJ^  * 
Das  Yerhältniss  der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  ist: 


a,J  _  vi  1 


Es    ist  aber,    wenn  man  die   Bewegung   von  Ä  als  Rotation  um  g^ 
anffasst 

.2 


=  8in«(C(7,); 


mithin 

w,  ^  ^in  f  C^^i 
w^  sin  (gi  C) 

in  üebereinstimmung  mit  Cap.  II,  §.  16  u.  Cap.  III,  §.  26. 
Endlich  hat  man 

und  also 

cos  (Cg^)  =  -     '^  :-_  ,  sin  (Cg^)  =  -.._     _^ 

Krf,  +  ÄC\o)^  Vvl  +  ^C'  .  fo^ 

8.  Als  Constructionen  für  die  Momentanaxe  können  die  Cap.  I,  §.  14. 
and  Cap.  III,  §.27  angeführten  gebraucht  werden,  erstere,  indem  man  Oa, 
0/5,  Oy  durch  die  Bahnelemente  dreier  Punkte  oder  ihre  Geschwindig- 
keiten vertreten  lässt. 

§.  6.  Die  individuelle  Natur  der  Bewegung  des  Systems  wird  durch 
die  beiden  geradlinigen  Flächen  (C),  (F)  bestimmt,  von  denen  die  letztere 
auf  der  ersteren  rollt  und  gleitet  So  viele  deraiiige  Flächenpaare  denk- 
bar sind,  so  viele  verschiedene  Bewegungsarten  des  Systems  sind  möglich. 
Darunter  gibt  es  jedoch  Fälle  von  einer  gewissen  Unbestimmtheit  Denn 
nicht  immer  sind  die  Elemente  der  Schraubenbewegung,  Translation  und 
Amplitude,  durch  die  Beschaffenheit  der  Flächen  bestimmt  und  es  können 
SK.  B.  zwei  Cylinder  auf  mannigfache  Weise  rollen  und  gleiten. 

Die  Bewegongsarten  des  Systems  lassen  sich  eintheilen  nach  dem  Ge- 

Bemmust  ICaohMük.    I.  19 
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ßichtsp unkte,  dass  die  Flächen  (C7),  (r)  beide  windschief,  oder  beide  ab- 
wickelbar sind.  In  jedem  Momente  berühren  sich  diese  Flächen  längs  einer 
Erzeugiingslinie,  der  Momentanaxe,  d.  h.  sie  haben  zwei  aufeinanderfolgende 
Erzeugungslinieu  nebst  den  zwischen  diesen  enthaltenen  Flächenelementen 
gemein.  Daher  können  eine  abwickelbare  und  eine  windschiefe  Fläche 
nicht  Flächen  (C)  und  (F)  sein;  denn  die  Flächenelemente  der  ersteren 
fallen  in  ein  und  dieselbe  Ebene,  die  der  andern  nicht.  Ebenso  können 
nicht  alle  Arten  abwickelbare  Flächen  auf  einander  rollen  und  gleiten, 
z.  B.  eine  Kegelfläche  und  eine  Cylinderfläche.  Wir  wollen  jetzt  die  Be- 
dingungen aufsuchen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  Bollen  und  Gleiten 
für  zwei  windschiefe  Flächen  auf  einander  möglich  sei. 

Es  sei  g  (Fig.  120)  eine  Erzeuguugslinie  einer  windschiefen  Fläche,  g' 
eine   ihr  unendlich  nahe,  welche  sie  unter  dem  unendlich  kleinen  Winkel 

^  ^    da  kreuzt  und  von  ihr  den  kürzesten  Abstand 
y     dp  hat.    In  allen  Punkten  A  von  g  errichten 
wir  Perpendikel  auf  p,  welche  g   in  den  Punk- 
^  JL  ^     ten  n    schneiden.    Die  Ebenen,  welche  g  und 

^*8  120.  diese  Perpendikel  A'S  enthalten,  sind  die  Tan- 

gentenebenen in  den  Punkten  A  längs  g.  In  dem  Ebenenbüschel  der  Tan- 
gentenebenen der  Fläche  längs  der  Erzeugungslinie  g  ist  eine  ausgezeichnete, 
die  Centralebene  des  Büschels;  sie  ist  diejenige,  welche  den  kürzesten 
Abstand  A^B^  von  ^,  g  enthält.  Ziehen  wir  durch  den  Fusspunkt  A^  des 
kürzesten  Abstandes,  den  Centralpunkt  von  ^,  eine  Gerade  y  parallel y, 
föllen  von  B  auf  y  das  Perpendikel  B  C  und  verbinden  C  mit  A ,  so  stellt 
in  dem  bei  C  rechtwinkligen  Dreieck  ABC  der  Winkel  B  die  Neigung  O  der 
Tangentenebene  in  A  gegen  die  Centralebene  dar.    Es  ist  daher 

tg«'  =  ^C:(7-B 
d.  h. 

tg  ^  =  AqA  ,da:dp 

oder  wenn  wir  AqA  =  x  setzen, 

^    ^       da  X 

tg  <^  =  — -  .  iT  =  —  • 
dp  X 

dp 
Das  Verhältniss  — -  stellt  nämlich  eine  Länge  dar,  die  wir  mit  x  be- 

dc 

zeichnen  und  den  Parameter  der  Erzeugungslinie  g  der  windschiefen  Fläehe 

nennen.    Derselbe  ist  das  Verhältniss  des  kürzesten  Abstandes  dp  von  der 

nächsten  Erzeugungslinie  zum  Kreuzungswinkel  da  beider  Erzeugungslinien. 

Für  <^  =  |-jt  wird  ic  =  x,  wodurch  eine  weitere  Bedeutung  von  x  gegeben 

ist.    Für  die  Tangentenebene  in   einem  zweiten  Punkte  A'  von  g'  seien  sf 

und  d"'  der  Abstand  vom  Centralpimkte  und  die  Neigung  der  Tangentenebene 

gegen  die  Centralebene;  fttr  ihn  ist 
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und  mithin  besteht  die  Gleichung 

XX 


ig&  .tg^'  = 


.2 


X 

Nehmen  wir  den  Punkt  Ä'  so  an,  dass  seine  Tangentenebene  auf  der  Tan- 
gentenebene des  Punktes  A  senkrecht  steht,  so  wird  die  Tangentenebene  des 
Punktes  ji^  Normalebene  in  A  und  die  Tangentenebene  von  A  Normalebene 
in -4'  und  da  in  diesem  Falle  tg  -d*  tg  -^^  =  +  1  werden  muss,  so  folgt 

xx'  =  +  x^. 

Jede  Tangentenebene  einer  windschiefen  Fläche  ist  zugleich  Normal- 
ebene in  einem  Punkte  der  Erzeugungslinie,  welche  sie  enthält  und  dieser 
Punkt  und  ihr  Berührungspunkt  gehören  einer  Punktinvolution  an,  ftlr  welche 
der  Fusspunkt  des  kürzesten  Abstandes  der  Centralpunkt  ist.  Da  diese 
InTolution  durch  den  Centralpunkt  und  den  Parameter  x  bestimmt  ist,  so 
ist  es  auch  die  ihr  entsprechende  Involution  der  Tangentenebenen. 

Sollen  nun  zwei  windschiefe  Flächen  (C)  und  (r)  sich  längs  einer 
Eizeugungslinie  G  berühren,  so  müssen  sie  den  Ebenenbüschel  aller  Tan- 
gentenebenen gemein  haben,  d.  h.  die  Centralpunkte  beider  Flächen 
anf  der  Berührungserzeugenden  C  müssen  zusammenfallen  und 
ihre  Parameter  müssen  gleich  sein.  Diese  Bedingung  muss  für  alle 
Paare  von  entsprechenden  Geraden  C,  F  beider  Flächen  erfüllbar  sein,  wenn 
das  Bollen  und  Gleiten  der  einen  auf  der  andern  möglich  sein  soll.  Durch 
das  Gleiten  wird  die  eine  Fläche  so  längs  der  Erzeugungslinie  verschoben, 
dass  die  successiven  Centralpunkte  sich  vereinigen,  durch  das  Rollen  wer- 
den die  Centralebenen  und  folgenden  Erzeugungslinien  zur  Coincidenz  ge- 
bracht 

Der  Ort  der  aufeinanderfolgenden  Fusspunkte  Aq  der  kürzesten  Ab- 
stände dp  ist  eine  Curve  auf  der  windschiefen  Fläche,  die  Strictions- 
linie.  Dieselbe  ist  im  Allgemeinen  schief  geneigt  gegen  die  Erzeugungs- 
linien.  Schneiden  die  Strictionslinien  beider  Flächen  (C),  (T)  die  Erzeugungs- 
linien unter  demselben  Winkel,  so  ist  das  Gleiten  Null  und  rollt  die  Fläche 
(r)  bloB  auf  der  Fläche  (C);  sie  wickelt  sich  anfuhr  ab,  ähnlich  wie  eine 
abwickelbare  Fläche  auf  der  andern. 

Für  abwickelbare  Flächen  wird  der  kürzeste  Abstand  c^j)  =  0  und 
damit  der  Parameter  x  <»  0.  Der  Centralpunkt  wird  der  Schnittpunkt  der 
Enengungslinie  mit  der  folgenden.  Da  für  eine  Cylinderfläche  der  Central- 
punkt im  Unendlichen  liegt ^  für  eine  Eegelfläche  aber  nicht,  so  können 
soloha  Flächen  nicht  auf  einander  rollen  und  längs  der  Berührungslinie 
glttten. 

19* 


292  Complex  2.  Grades  der  Tangenten  der  Bahnen.    II.  Th.,  Cap.  VII,  §.  6. 

Die  vorstehendeu  Betrachtungen  über  die  Tangentenebene  windschiefer 
Flächen  wurden  von  Chasles  gegeben  (Sur  quelques  propri6t6s  g^n^rales 
des  surfaces  gauches.  (Lionville,  Journal  de  math^m.  T.  11  (1837),  p.  413); 
die  Anwendung  auf  die  Flächen  (C),  (r)  rührt  von  Bour  her  (Cours  de 
Mecanique  et  Machines,  Cin6matique,  p.  138). 

§.  6.  Die  beiden  auf  einander  folgenden  Lagen  des  beweglichen  Systems, 
die,  aus  welcher  heraus  und  die,  in  welche  dasselbe  durch  die  Elementi^^- 
bewegung  geführt  wird,  geben  ausser  dem  Complexe  ersten  Grades  der 
sämmtlichen  Normalen  aller  Bahnelemente  noch  zu  einem  Complexe  zweiten 
Grades  Veranlassung.  Derselbe  wird  von  den  Tangenten  der  Bahnen  als 
Complexstralen  gebildet.  Dieselben  sind  die  Verbindungslinien  der  homo- 
logen Punkte  der  beiden  congruenten  Systeme,  welche  jene  Lagen  bilden. 
Um  dies  zu  erweisen,  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  Th.  I,  Cap.  V,  §.  8. 
nur  zu  zeigen,  dass  die  sämmtlichen  Stralen  einer  beliebigen  Ebene  einen 
Kegelschnitt,  als  Linie  2.  Classe,  umhüllen  und  dass  die  Stralen  eines 
Punktes  einen  Kegel  2.  Ordnung  bilden.  Es  sei  s  eine  Ebene  des  ersten 
Systems,  s'  die  ihr  homologe  des  zweiten  und  seien  a,  h'  die  beiden  in 
ihrer  Schnittlinie  vereinigten,  im  Allgemeinen  nicht  homologen  Geraden. 
Der  Geraden  b'  in  s'  ist  homolog  eine  gewisse  Gerade  h  in  s.  Beide  Ge- 
raden &,  b'  enthalten  congruente  homologe  Punktreihen^  liegend  in  f.  Die 
Stralen,  welche  deren  homologe  Punkte  verbinden,  umhüllen  eine  Parabel. 
Da  £  eine  beliebige  Ebene  ist,  so  ist  hiemit  der  erste  Theil  des  Satzes 
bewiesen. 

Es  sei  ferner  P  ein  Punkt  des  ersten  Systems,  P'  der  ihm  homologe 
und  seien  a,  b'  die  beiden  Stralen,  welche  in  die  Linie  PP'  hineinfallen. 
Dem  Strale  b'^  des  StralenbÜndels  P'  entspricht  ein  Stral  b  von  P  und  dem 
Ebenenbüschel  um  b'  der  Ebenenbüschel  um  b.  Diese  beiden  Ebenenbüschel 
sind  congruent  und  erzeugen  daher  die  Schnittlinien  ihrer  homologen  Ebe- 
nenpaare einen  Kegel  2.  Grades,  welcher  b  und  b'  enthält  und  P  zum 
Mittelpunkte  hat.  Jede  SchnittHnie  homologer  Ebenen  a,  a  ist  aber  zu- 
gleich Verbindungslinie  homologer  Punkte.  Denn  als  eine  Linie  g  von  a 
ist  sie  einer  Linie  g'  von  a  homolog  und  da  g  xmd  g  sich  schneiden, 
weil  sie  beide  u  angehören,  so  entspricht  ihrem  Schnittpunkt  Gr  als  einem 
Punkt  des  zweiten  Systems  eiu  gewisser  Punkt  G-  des  ersten,  welcher,  da 
G'  auf  g'  liegt,  auf  g  liegen  muss.  Daher  ist  g  Verbindungslinie  homolo- 
ger Punkte  G^G\ 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  die  Richtungen  der  Ge- 
schwindigkeiten im  beweglichen  System,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen,  einen  Kegel  2.  Grades  bilden  und  die  Richtungen 
derselben,  welche  in  eine  Ebene  fallen,  eine  Parabel  berühren. 

Die  Punkte  A  des  Systems,  deren  Gesohwindigkeitsrichtun- 
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gun  (lurcli  einen  Punkt  P  gehen,  gehören  einer  cubisehen  Ellipfli 
HU.  Denn  dem  Punkte  P  als  einem  Punkte  ^  des  zweiten  Systems  ent- 
spricht ein  gewisser  Punkt  Q  des  ersten  Systema,  welcher  ihm  iinendlicli 
nah  liegt  und  dem  Stralenbündel  ^  das  ihm  congruente  Q.  Die  Strali 
des  letzteren  gehen  durch  die  Punkte  A,  die  des  ersteren  durch  die  homo- 
logeo  Punkt«  A'.  Die  Tangenten  AA'  gehen  aber  alle  durch  I'{Q').  Da- 
lier schneiden  sich  die  Stralen  beider  Bündel  in  den  Punkten  A'  oder  In 
der  Grenze  in  den  Punkten  A.  Der  Ort  der  Punkte  A  ist  also  die  Curve, 
in  welcher  sich  die  Stralen  zweier  congrnenter  Stralenbtlndel  schneiden, 
welche  Überhaupt  einander  begegnen.  Diese  Curve  ist  der  Schnitt 
Kegel  zweiten  Grades  (denn  die  ('onopleistralen,  welche  durch  P  geben,, 
liegen  auf  einem  aolchen  und  ihm  i»t  ein  ebensolcher  homolog),  welche  di< 
Schnittlinie  PQ  gemein  haben. 

Sie  ist  vom  dritten  Grade,  weil  der  Geeammtechnitt  beider  Kegel,  der 
nuB  ihr  and  dieser  Scheitellinio  besteht,  vierten  Grades  ist.  Die  Ciirve  hat 
onr  einen  unendlich  Temen  Punkt.  Denkt  man  sieb  nliinlich  mit  dem 
Str&lenbUndel  i^  concentrisch  ein  anderes  Q",  welches  </{P}  congrnent  und 
parallel  ist,  so  haben  Q  und  Q"  nur  einen  Doppelstral.  Denn  hSlten  aie 
Kwei  solche,  so  hätten  sie  nach  Cap.  I.  §  Q.  lanter  Dopp(>l stralen.  Daher 
Ilaben  ^  und  ^  auch  nur  einen  Parallelstral  und  mithin  hat  unsere  Curve 
niu'  einen  unendlich  fernen  Punkt.  Bine  solche  beisBt  aber  eine  cubieche 
Ellipse. 

§.  7.  Ein  ü'eier  Punkt  ist  na^h  allen  Richtungen  des  Baumes  beweg- 
lich; eine  Bedingung,  welcher  er  unterworfen  wird,  beschränkt  seine  Be- 
weglichkeit. Diese  Bedingung  kann  aber  so  beschaffen  sein,  dass  sie  ihn 
Ant  eine  bestimmte  FlSche  als  geometrischen  Ort  zwingt,  oder  dass  sie  ihm 
xwar  Beweglichkeit  in  einem  gewissen  Theile  des  Raumes  gestattet,  ihm 
aber  versagt,  in  gewisse  andere  Theile  desselben  einzudringen.  Bedingun- 
gen der  ersten  Art  kann  man  zwingende,  solche  der  letzteren  einseitig  hin- 
dernde Bedingungen  nennen.  Die  Bedingung,  dass  der  Punkt  constant« 
Summe  seiner  Abstände  von  icwei  festen  Punkten  haben  solle,  ist  eine  < 
iwingende;  sie  nüthigt  ihn  auf  einem  Rotatiom^ellipsoid  zu  bleiben;  die 
Bedingung,  dass  diese  Summe  kleiner  als  eine  gegebene  Grösse  sein  solle, 
bindert  ihn  in  den  Raum  ausserhalb  eines  Rotationsellipsoids  einzudringen, 
wBhrend  sie  ihm  die  Bewegung  im  Innern  desselben  gestattet.  Wir  wol- 
len hier  blos  von  den  zwingenden  Bedingungen  reden  und  nur  solche 
meinen,  wenn  wir  das  Wort  „imB^enä"  nicht  ausdrücklich  hinzufügen. 

Drei  Bedingungen  bestimmen  die  ünbeweglicbkeit  eines  Punktes,  zwei 
gestatten  ihm  Beweglichkeit  auf  einer  Linie,  eine,  Beweglichkeit  auf  einer 
PlUohe.  Eine  Gerdde  ist  unbeweglich,  wenn  zwei  ihrer  Punkte  es  sind. 
I  Dnbewegliohkeit    des   einen   erfordert   3    Bedingungen;    da   der   andere 
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bereits  der  Bedingung  genügt,  constanten  Abstand  von  jenem  zn  beaitseii, 
so  sind  ftlr  seine  ünbcweglichkeit  blos  noch  zwei,  im  Ganzen  also  fünf  Be- 
dingungen für  die  Qnbeweglichkeit  einer  Geraden  in  allen  ihren  Punkten  er- 
forderlich. Vier  Bedingungen  gestatten  Bewegung  der  Geraden,  so  dass 
alle  Punkte  bestimmte  Bahnen  beschreiben,  drei,  dass  die  Punkte  auf  b^ 
stimmten  Flächen  zu  bleiben  genöthigt  sind.  Soll  die  Gerade  nur  eine 
feste  Lage  haben,  in  ihrer  Sitnationslinie  aber  gleiten  können,  so  f&Ut  Ton 
den  5  Bedingungen,  welche  die  ünbeweglichkeit  ihrer  Punkte  bestimmen, 
eine  hinweg  und  genügen  4  Bedingungen;  drei  Bedingungen  gestatten  ihr 
Bewegung  im  Baume.  Sechs  Bedingungen  bestimmen  die  ünbeweglichkeit 
eines  unveränderlichen  Systems.  Denn  dasselbe  liegt  fest,  sobald  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  desselben  fest  sind.  Jeder  derselben 
würde  für  sich  hiezu  3,  sie  alle  zusammen  also  9  Bedingungen  fordern; 
da  aber  vermöge  der  ünveränderlichkeit  ihrer  Verbindung  unter  einander 
bereits  drei  Bedingungen  bestehen,  nämlich  die,  dass  ihre  drei  Abstände 
von  einander  constant  bleiben,  so  erübrigen  blos  6  Bedingungen  für  die 
Ünbeweglichkeit  des  Systems. 

Fünf  Bedingungen  gestatten  dem  System  Beweglichkeit;  jeder  Punkt 
beschreibt  eine  bestimmte  Linie.  Vier  Bedingungen  gestatten  Beweglichkeit 
auf  unendlich  viele  Arten;  jeder  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  Fläche  (ge- 
wisse Punkte  beschreiben  dabei  immer  dieselben  Bahnen,  wie  auch  die  Be- 
wegung im  üebrigen  abgeändert  werden  möge).  Drei  Bedingungen  ge- 
statten Bewegung  so,  dass  ein  Punkt  eine  beliebige  Bichtung  einschlagen 
kann  (dabei  sind  gewisse  Punkte  gezwungen,  auf  bestimmten  Flächen  zu 
bleiben).  ♦ 

Man  unterscheidet  verschiedene  Grade  des  Zwanges  und  der  Freiheit 
für  Systeme  und  Punkte.  Ein  System  ohne  beschränkende  Bedingung  für 
seine  Beweglichkeit  ist  vom  nullten  Grade  des  Zwanges  und  vom  sechsten 
Grade  der  Freiheit  (absolute  Freiheit);  ein  solches  mit  einer  Bedingung 
vom  1.  Grad  des  Zwanges  und  dem  5.  Grade  der  Freiheit,  bei  2  Bedin- 
gungen vom  2.  Grade  des  Zwanges  und  4.  Grade  der  Freiheit,  bei  3  Be- 
dingungen vom  3.  Grade  des  Zwanges  und  3.  Grade  der  Freiheit,  bei  4 
Bedingungen  vom  4.  Grade   des  Zwangs   und  2.  Graden  der  Freiheit,  bei 

5  Bedingungen  vom  5.  Grade  des  Zwanges  imd  1.  Grade  der  Freiheit;  bei 

6  Bedingungen  ist  das  System  unfrei.  Der  Grad  des  Zwanges  und  der 
Freiheit  kann  dabei  aber  für  verschiedene  Punkte  des  Systems  verschie- 
den sein. 

Die  Bedingungen  der  Beweglichkeit  für  das  System  können  ausser- 
ordentlich mannigfaltig  sein,  sl  B.  für  den  ersten  Grad  der  Freiheit  kön- 
nen gegeben  sein  6  Systempunkte  P^,  P^  • . . .  P5,  welche  auf  5  Flächen 
F^j  F^f . . .  F^  zu  bleiben  gezwungen  sind.    Fallen  hiebei  2  Punkte  P^,  P, 
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in  einen  Ponkt  zusammen,  welcher  sich  auf  den  beiden  Flächen  JP^,  F^,  d.  h. 
auf  deren  Durchschnittslinie  bewegt,  so  erhält  man  den  Fall,  dass  4  Punkte 
gegeben  sind,  von  denen  einer  anf  einer  Curve,  die  drei  anderen  auf  drei 
Flächen  zu  bleiben  genöthigt  sind.  Fallen  noch  zwei  andere  Punkte  in 
einen  zusammen,  so  ergibt  sich  die  Bewegung,  bei  welcher  2  Punkte  Cur- 
Yen  besehreiben  und  ein  dritter  auf  einer  Fläche  bleibt.  Lässt  man  drei 
Punkte  in  einen  zusammenfallen,  so  wird  derselbe  fest;  er  befindet  sich  in 
einem  der  Durchschnittspunkte  dreier  Flächen,  man  erhält  die  Bewegung 
des  Systems,  wobei  ein  Punkt  ruht,  2  andere  auf  gegebenen  Flächen  blei- 
ben. Auch  können  die  fünf  Punkte  verschieden  sein,  aber  von  den  5 
Flächen,  anf  welchen  sie  sich  bewegen  2  oder  3,  4  oder  alle  5  in  eine 
zusammenfallen.  Eine  andere  Reihe  von  Fällen  erhält  man  durch  üm- 
kehmng  des  ebener  wähnten  allgemeinen  Falles  und 'fernere  Specialisation. 
Es  können  nämlich  5  Flächen  durch  5  gegebene  Punkte  gehen;  zwei 
Flächen,  d«  h.  ihre  Schnittlinie  durch  einen  Punkt,  drei  andere  Flächen 
durch  drei  weitere  Punkte  gehen  u.  s.  f.  Andere  Gruppen  bilden  sich, 
wenn  die  Berührung  von  Flächen  mit  Flächen  und  Curven  in  Betracht 
gezogen  wird.    Aehnliches  gilt  fUr  die  verschiedenen  Grade  der  Freiheit. 

§.  8.  Es  sind  5  Punkte  P^,  P^,  P^,  P^,  P5  eines  unveränder- 
lichen Systems  gezwungen,  sich  auf  5  Flächen  J^^,  i^g,  Pg,  F^y  Fg 
zu  bewegen,  man  soll  für  irgend  eine  Lage  des  Systems  die 
Momentanaxe  C7,  die  Winkelgeschwindigkeit  und  Translations> 
geschwindigkeit  für  sie  finden  und  ferner  die  Normalebene 
der  Bahn  eines  beliebigen  Punktes,  die  Normale  der  Fläche, 
welche  eine  beliebige  Systemcurve  beschreibt  und  die  Berüh- 
rungslinie bestimmen,  längs  welcher  eine  Systemfläche  ihre 
Enveloppe  berührt. 

Man  ziehe  die  fünf  Normalen  Ni  der  fünf  Flächen  Fi  in  den  fünf 
Punkten  Pi  und  bilde  die  fünf  möglichen  Combinationen  derselben  zu  vieren. 
Jede  Normale  Ni  ist  eine  Gerade  des  Systems,  welche  senkrecht  ist  zu  der 
Bahn  eines  ihrer  Punkte  P,;  sie  ist  daher  senkrecht  zu  den  Bahnen  aller 
ihrer  Punkte  (§.  4,  Nr.  4)  und  mithin  ein  Stral  des  Complexes  1.  Grades, 
welcher  durch  die  Elementarbewegung  des  Systems  bestimmt  ist.  Jede  der 
5  Combinationen  zn  vieren  wird  von  zwei  Geraden  geschnitten;  es  seien 
(Xj/vi),  (XjXi),  (Xj/^a),  (Z^Xi),  {L^L^)  die  diesen  Combinationen  zuge- 
hörigen 6  Paare  Transversalen.  Wählt  man  eine  Gerade  eines  solchen 
Paares  zu  der  einen  von  zwei  coiyugirten  Rotationsaxen,  z.  B.  Z^,  so  ist 
die  zweite  Li ,  die  andere,  ihr  conjugirte  Botationsaxe,  weil  sie  die  4  Com- 
plexstralen  der  Combinatiou  schneiden  muss.  Der  kürzeste  Abstand  d^ 
beider  schneidet  die  Centralaxe  des  Complexes  rechtwinklig.  Ebenso  schneidet 
der  kürzeste  Abstand  d^  von  {L^JA)  dieselbe  rechtwinklig.    Daher  ist  der 
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kürzeste  Abstand   von  d^j  d^  äie  Centralaxe  C  selbst.    Das  WindongSTer- 
hältniss    —  ist  gleich  dem  kürzesten  Abstände  zwischen  C  und  L  multipli- 

CO 

cirt  mit  tg  (CL'). 

Zieht  man  durch  irgend  einen  Systempunkt  Jlf  die  5  Geraden  JV/,  welche 
die  5  Geradenpaare  {Li Li)  schneiden,  so  sind  sie  Complexstralen  und  senk- 
recht zu  der  Bahn  des  Punktes  M.  Sie  fallen  daher  alle  fünf  in  die  Nor- 
malebene der  Bahn  von  M  und  zwei  von  ihnen  genügen,  um  diese  Ebene 
zu  bestimmen.  Der  Satz,  dass  fünf  Gerade  eines  Punktes,  welche  fünf  Paar 
conjugirter  Geraden  eines  Complexes  schneiden,  in  einer  Ebene  liegen, 
wurde  zuerst  von  Sylvester  (Comptes  rendus  T.  52,  p.  743  (1861))  ge- 
funden. 

Um  die  Normale  in  einem  Punkte  M  der  Fläche  (M)  zu  finden, 
welche  eine  Curve  (m)  des  Systems  beschreibt,  bedenke  man,  dass  dieselbe 
in  der  Normalebene  der  Curve  (m)  im  Punkte  M  und  in  der  Normalebene 
der  Bahn  des  Punktes  M,  welche  auf  der  Fläche  (Jlf)  liegt,  enthalten  sein 
und  also  die  Schnittlinie  dieser  beiden  Normalebenen  sein  muss. 

Die  Curve,  längs  welcher  eine  Systemfläche  ihre  Enveloppe  berührt, 
ist  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  ihrer  folgenden  Lage.  Da  die  Punkte 
dieser  Curve  Bogenelemente  beschreiben,  welche  auf  der  Fläche  liegen,  so 
sind  sie  die  Fusspunkte  der  Normalen  der  Fläche,  welche  zwei  conjugirte 
Gerade  schneiden. 

Die  vorstehende  Lösung  der  Aufgabe  ist  auch  für  die  Fälle  brauch- 
bar, bei  welchen  ein  Systempunkt  eine  gegebene  Curve  beschreibt.  Man 
kann  diese  Curve  als  Schnitt  irgend  zweier  Flächen  ansehen,  welche  sich 
in  ihr  schneiden.  Man  kann  also  zwei  beliebige  Normalen  der  Curve  ziehen 
und  mit  ihnen  weiter  construiren. 

§.  9.  Es  sind  vier  Punkte  P^,  P^,  P3,  P4  des  beweglichen 
Systems  gegeben,  welche  sich  auf  vier  festen  Flächen  1^^,  F^, 
JP3,  F^  bewegen;  man  soll  für  irgend  eine  Lage  des  Systems  die 
Normale  der  Fläche  (M)  finden,  auf  welcher  sich  ein  beliebiger 
Systempunkt  M  bewegt  und  die  sämmtiichen  Momentanaxen  für 
die  möglichen  Bewegungen  des  Systems  bestimmen. 

Die  vier  Normalen  iV,  der  vier  Flächen  Fi  in  den  vier  Punkten  Pt 
sind  Gerade,  welche  senkrecht  sind  zu  den  Bahnen  ihrer  Punkte.  Denkt 
man  sich  daher  irgend  eine  der  möglichen  Bewegungen  des  Systems,  welche 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht,  so  sind  sie  vier  Stralen  des  Com- 
plexes, welcher  durch  die  Centralaxe  dieser  Bewegung  und  deren  Parameter 

—   bestimmt  ist.     Sie    sind    daher   gememschaftliche    Stralen    aller    Com- 

plexe,  deren  Centraiaxen  den  unendlich  vielen  verschiedenen  möglichen  Be- 
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wegangen  des  Systems  entsprechen.  Diese  vier  Geraden  werden  von  2 
Transversalen  (X,  Z')  geschnitten,  welche,  wie  beim  vorigen  Problem  con- 
jngirte  Botationsaxen  sein  müssen  und  zwar  gemeinschaftlich  für  alle  mög- 
lichen Bewegungen.  Eine  Gerade,  welche  man  von  M  so  zieht,  dass  sie 
Lj  L'  schneidet,  ist  ein  Complexstral  für  alle  Complexe,  mithin  Normale 
für  alle  Bogenelemente,  welche  M  beschreiben  kann,  d.  h.  Normale  der 
Fläche  {M). 

Das  geometrische  Stralengebilde,  welches  aus  den,  zweien  Complexen 
1.  Grades  gemeinsamen  Stralen  besteht,  heisst  nach  Plücker  eine  Con- 
gruenz.  Vier  Stralen  bestimmen  die  Congruenz.  Es  gibt  unzählige  Com- 
plexe, welche  die  Stralen  der  Congruenz  gemein  haben.  Sie  alle  bilden  eine 
Gruppe,  welche  nach  Plücker  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  Complexen 
heisst,  indem  zwei  dieser  Complexe  genügen,  um  die  Congruenz  zu  bestim- 
men. Die  zwei  Geraden,  welche  die  vier  die  Congruenz  bestimmenden 
Stralen  schneiden,  heissen  die  Directricen,  ihr  kürzester  Abstand  die 
Axe  und  die  Ebene,  welche  diese  Axe  rechtwinklig  halbirt,  die  Central- 
ebene  der  Congruenz.  Die  Congruenz  besteht  aus  allen  Stralen,  welche 
die  Directricen  schneiden.  In  jedem  Complexe,  welcher  die  Congruenz  ent- 
hSlt,  sind  die  Directricen  ein  Paar  conjugirte  Gerade.  Jeder  solche  Com- 
plex  hat  eine  Centralaxe  und  alle  diese  Axen  bilden  eine  gewisse  cubische 
geradlinige  Fläche,  die  Axenfläche  der  zweigliedrigen  Gruppe. 

Um  die  Centralaxe  irgend  eines  der  Complexe  zu  finden,  bedenken 
wir,  dass  sie  den  kürzesten  Abstand  der  Directricen  X,  IJ  rechtwinklig 
schneidet  und  ihn  in  dem  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  theilt<, 
welche  sie  mit  den  Directricen  der  Congruenz  bildet.  Beschreiben  wir  also 
um  den  kürzesten  Abstand  AÄ  =^  2d  der  Directricen  mit  beliebigem 
Badius  ^inen  Ereiscylinder  und  legen  an  ihn  eine  Tangeutenebene,  welche 

X,  Z'  in  den  Punkten  $,  ^  schneidet;  der 
kürzeste  Abstand  CG'  von  AA'  und  QQf 
wird  eine  Centralaxe  sein.  Denn  projicirt  man 
die  Figur  auf  die  Centralebene  der  Congnienz 
(Fig.  121)  und  bezeichnet  mit  kleinen  Buch- 
staben die  Projectionen  der  mit  den  entsprechen- 
den grossen  Buchstaben  bezeichneten  Punkte  etc., 

so  ist 

tg(Xa)   ^   qc  ^  AC 

ig  (OL')   ~  cq         CA'' 

Wählt  man  die  Ebenen,  welche  durch  die  Axe  der  Congruenz  gehen 
und  die  Winkel  {LL')  halbiren,  zusammen  mit  der  Centralebene  zu  Coor- 
dinatenebenen,  so  dass  die  Axe  der  Congruenz  die  e-ki»  ist  und  bezeich- 
net  mit   9   den  Winkel,   den  cc    mit  der  rr-Axe  bildet,    so  besteht  für 


Fig.  121. 
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irgend    einen    Punkt    (xyz)    der    Centralaxe    CG'    eines     Complexes    die 
Relation 

ÄC  d-^  z tg(<j  +  g)) 

CA'  ~  'cT^e  ~  ^~(a"^^) ' 

wo  2<J  den  Winkel  {LL^  bedeutet.    Hieraus  folgt 

d 


.    ^     •  sin  2  9. 
sin  2  er 


Es  ist  aber 


81119=  y,    cos9  =  — ,      r  =  yx^  +  y*,     sin  2y  = -^- 
und  daher  die  Gleichung  der  Fläche  aller  Centralaxen  der  Complexe 

Diese  Axenfläche  wurde  von  P lücker  (Philosoph.  Transact^,  VoL  155, 
p.  756  (1865)  und  Neue  Geometrie  des  Baumes,  S.  97  [1868])  gefunden;  ihre 
Bedeutung  fUr  die  Mechanik  bemerkte  zuerst  Ball  (The  Theorj  of  screws, 
a  geometrical  study  of  the  kinematics,  equilibrium,  and  small  oscillations  of 
a  rigid  body.  Transact  of  the  R.  Irish  Academy,  Vol.  XXV  (Science),  p.  157 
(1871)  und:  Theory  of  screws;  a  study  in  dynamics  of  a  rigid  body.  Dublin 
1876).    Ball  nennt  sie  nach  Cayley's  Vorschlag  „Cylindroid^^ 

Als  Lösung  der  Aufgabe  erhalten  wir  also  das  Resultat: 

Ein  System^  von  welchem  vier  Punkte  auf  vier  gegebene 
Flächen  gezwungen  sind,  kann  sich  nur  so  bewegen,  dass  die 
Normalen  der  Bahnen  aller  Systempunkte  zwei  Gerade  schneiden. 
Die  Punkte  des  Systems  bewegen  sich  auf  Flächen  mit  Ausnahme 
der  Punkte  dieser  beiden  Geraden,  welche  immer  dieselben  Linien- 
elemente beschreiben,  wie  auch  im  Uebrigen  die  Elementarbe- 
wegung des  Systems  beschaffen  sein  mag.  (Denn  jede  von  ihnen 
rotirt  um  die  andere.)  Die  Momeutanaxen  für  alle  möglichen  Elementar- 
bewegungen erfüllen  ein  Cylindroid,  die  Axenfläche  der  Congruenz,  welche 
durch  die  Normalen  der  vier  gegebenen  Flächen  bestimmt  ist  imd  deren 
Direotricen  die  beiden  diese  vier  Normalen  schneidenden  Geraden  sind. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  genügt  auch  flir  die  Fälle,  dass  ein  Punkt 
auf  einer  Curve  und  zwei  Punkte  auf  Flächen,  oder  zwei  Punkte  auf  Curven 
laufen,  welche  man  durch  das  Zusammenfallen  von  je  zwei  Punkten  von  den 
vier  gegebenen  Punkten  erhält. 

§.  10.  Wenn  drei  Punkte  P^,  P,,  P,  des  beweglichen  Systems  sich  auf 
drei  gegebenen  Flächen  F^^F^^F^  bewegen,  so  kann  im  Allgemeinen  jeder 
Punkt  des  Systems  sich  nach  jeder  Richtung  des  Raumes  bewegen.  Denn  erat 
durch  das  Hinzufügen  einei*  vierten  Bedingung  wird  er  auf  eine  bestimmte  Flftehe 
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genöthigt.  Die  drei  Normalen  N^^  N^,  N^  der  drei  Flächen  in  den  Punkten 
Pj,  Pj,  P3  sind  gemeinschaftliche  Stralen  aller  Complexe,  deren  Centralaxen 
Momentanaxen  der  verschiedenen  möglichen  Bewegungen  des  Systems  sind. 
Würden  wir  eine  vierte  Bedingung  zufügen,  indem  wir  einen  vierten  Punkt 
auf  eine  Flftche  nöthigten,  so  erhielten  wir  eine  Congruenz,  welcher  die  vier 
Fl&chennormalen  angehörten;  die  Directricen  derselben  wären  conjugirte 
Botationsaxen  und  schnitten  alle  vier.  Da  wir  die  vierte  Bedingung  beliebig 
modificiren  können,  so  erhalten  wir  unzählige  Congruenzen,  deren  Directricen 
alle  die  drei  Normalen  N^^  ^2»  -^s  schneiden«  Hieraus  folgt,  dass  jedes 
Paar  Erzeugungslinien  L,  L'  des  durch  die  drei  Normalen  N  bestimmten 
einfachen  Hyperboloids,  welche  nicht  zu  derselben  Schaar,  wie  die  N  ge- 
hören, conjugirte  Axen  für  die  möglichen  Bewegungen  des  Systems  sind. 
Dies  Hyperboloid  gehört  daher  den  sämmtlichen  Complexen  an,  welche  den 
möglichen  Bewegungen  zugehören.  Drei  solche  Complexe  bestimmen  aber 
das  Hyperboloid.  Denn  drei  der  Complexe^  i^ji,  5^2 ,  ^  bestimmen  zu  zweien 
drei  Congruenzen  -^12»  -^3»  -^i  ™^^  ^^^^  'Ps.^r  Directricen  (Zj,  Xi),  (Xg,  X2), 
(Z3,  Lz) .  Diese  sechs  Directricen  schneiden  die  gemeinsamen  Stralen  aller 
drei  Complexe,  insbesondere  also  drei  von  ihnen,  z.  B.  L^,  Xg,  X3;  daher 
bilden  die  gemeinsamen  Stralen  der  drei  Complexe  die  eine  Schaar  eines 
Hyperboloids,  zu  dessen  anderer  Schaar  die  Directricen  L  gehören.  Plücker 
nennt  die  Gesammtheit  aller  Complexe,  welche  die  Stralen  einer  Schaar 
eines  Hyperboloids  gemein  haben,  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  Complexen, 
das  Hyperboloid,  ihre  gemeinsame  Linienfläche,  wird  auch  ihr  Reg u Ins 
genannt. 

Ein  beliebiger  Punkt  des  Systems  kann  jede  beliebige  Be- 
wegungsrichtung haben,  nur  die  Punkte  des  Hyperboloids  sind 
genöthigt  auf  bestimmten  Flächen  zu  bleiben.  Denn  jede  Gerade, 
welche  durch  einen  Systempunkt  hindurchgehend,  zwei  Directricen  schneidet, 
ist  eine  Normale  einer  der  für  ihn  möglichen  Bewegungsrichtungen.  Liegt  er 
aber  auf  dem  Hyperboloid,  so  kann  man  durch  ihn  nur  eine  Gerade  ziehen, 
welche  irgend  zwei  der  Directricen  schneidet,  weil  diese  Directricen  die  eine 
Schaar  Geraden  des  Hyperboloids  bilden,  daher  gibt  es  für  alle  seine  Be- 
wegongsrichtungen  nur  eine,  allen  gem^same  Normale,  mithin  kann  es  sich 
nur  auf  einer  Fläche  bewegen. 

Die  Momentanaxen  aller  möglichen  Bewegungen  des  Systems  bilden 
eine  Doppelschaar  von  Cylindroiden,  von  denen  jedes  über  zwei  Erzeugungs- 
linien des  Hyperboloids,  welche  der  Schaar  der  L  angehören,  construirt 
werden  kann. 

§•  11.  Sind  zwei  Punkte  P^,  P^  gegeben,  welche  auf  zwei  gegebenen 
Flftohen  JF\,  F,  zu  bleiben  genöthigt  sind,  so  sind  die  Normalen  N^,  N^ 
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dieser  Flächen  in  P^  P2  Gerade,  deren  Punkte  sich  senkrecht  zu  ihnen 
bewegen.  Eine  dritte  Bedingung  lieferte  ein  Hyperboloid,  dessen  Erzengungs- 
linien,  welche  JV^,  N^  schneiden,  paarweise  conjugirte  Rotationsaxen  sein 
könnten  für  die  dann  möglichen  Bewegungen.  Da  diese  dritte  Bedingung 
willkürlich  ist,  so  ist  es  auch  das  Hyperboloid  und  sind  'je  zwei  Grerade, 
welche  N^^  N^  schneiden,  conjugirte  Axen.  Alle  conjugirten  Axen  bilden 
daher  eine  Congruenz,  deren  Directricen  N^  N2  sind.  Die  Momentaaaxen 
erfüllen  eine  vierfache  Schaar  von  Cylindroiden. 

Ist  endlich  nur  ein  Punkt  P^  genöthigt  auf  einer  Fläche  F^  zu  bleiben, 
so  wird  von  der  Congruenz  des  eben  behandelten  Falles  die  Directrix  N^ 
unbestimmt  und  können  also  je  zwei  Gerade  X,  L\  welche  die  Normale  von 
P^  in  Pji  schneiden,  als  conjugirte  Botationsaxen  für  eine  mögliche  Be- 
wegung des  Systems  gewählt  werden.  Alle  diese  Geraden  bilden  einen 
Complex,  indess  einen  speciellen,  nämlich  einen  solchen  der  aus  allen  Ge- 
raden besteht,  welche  eine  gegebene  Gerade  schneiden  (im  Endlichen  oder 
im  unendlichen). 

Aus  dem  Gange  der  Entwicklungen  der  §§.  8  u.  ffg.  ersieht  man,  wenn  man 
ihn  umgekehrt  geht,  dass  eine  der  obigen  Bedingungen  für  die  Bewegungen  des 
Systems  die  wählbaren  Paare  conjugirter  Axen  auf  die  Geraden  eines  Com- 
plexes  beschränkt,  zwei  Bedingungen  auf  die  Stralen  einer  Congruenz,  drei 
auf  die  eine  Schaar  Erzeugungslinien  eines  Hyperboloids,  d.  h.  auf  die  con- 
jugirten Geraden  einer  dreigliedrigen  Gruppe  von  Complexen,  vier  auf  die 
conjugirten  Geraden  einer  zweigliedrigen  Gruppe  von  Complexen,  fünf  auf 
die  conjugirten  Geraden  eines  einzigen  Complexes. 

Die  Untersuchungen  über  die  Bewegung  unveränderlicher  Systeme  unter 
Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  einzelner  Punkte  beschränken,  ver- 
dankt man  Mannheim,  dessen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  grundlegend 
sind.  Seine  Hauptschrift  ist:  Etüde  sur  le  d6placement  d'une  figure  de  forme 
invariable.  Nouvelle  m6thode  des  normales.  (M6m.  des  Savans  etrangers, 
T.  XX,  p.  1,  oder  Journal  de  TEcole  polyt6chn.  Cah.  XLIII,  pp.  57—121.) 
Sie  rührt  aus  dem  Jahre  1869  her;  sie  benutzt  noch  nicht  formell,  die 
Theorie  der  Complexe  und  Congruenzen.  Eine  vollständige  Theorie,  welche 
zeigt,  dass  jede  Bedingung,  welche  die  Bewegung  des  Systems  beschränkt, 
durch  einen  Complex  ausgedrückt  werden  kann,  gab  zuerst  Somoff  (Sur  les 
vitesses  virtuelles  d'une  figure  invariable,  assujetties  ^  des  öquations  de  con- 
ditions  quelconques  de  forme  lineaire.  (Bulletin  de  TAcad.  Imp6r.  des  sciences 
de  St.  Putersburg,  4/16.  Avril  1872  und:  Theoret  Mechanik,  übers,  von 
A.  Ziwet,  I.  Theil,  Cap.  XVI,  p.  371.)  Eine  „Zusanmienstellung  der  Sätze 
von  den  übrigbleibenden  Bewegungen  eines  Körpers,  der  in  einigen  Punkten 
seiner  Oberfläche  durch  normale  Stützen  unterstütEt  wird,  etc.'*  gab  Okatow 
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(ScWömüch's  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  XVIII,  p.  224  (1873)).  Die 
oben  erwähnten  Arbeiten  von  Ball  sind  von  ganz  besonderer  Bedeutung, 
wir  werden  aber  zweckmftssig  erst  später,  bei  Gelegenheit  des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten,  auf  sie  näher  eingehen. 

§.  12.    Beispiele  zur  weiteren  Ausführung. 

1.  Ein  unveränderliches  System  bewegt  sich  so,  dass  ein  Punkt  des- 
selben eine  feste  Curve  doppelter  Krümmung  beschreibt,  eine  Gerade  dieses 
Punktes  fortwährend  Tangente  an  dieselbe  und  eine  durch  sie  gehende  Ebene 
Schmiegungsebene  bleibt,  unter  den  fünf  Bedingungen  der  Bewegung  ist  eine 
doppelte;  der  Punkt,  welcher  die  Curve  beschreibt,  vertritt  die  Stelle  von 
zwei  Punkten,  welche  sich  auf  zwei  Flächen  bewegen,  deren  Schnittlinie 
die  Curve  ist.  Zerlegt  man  die  Elementarbewegung  in  eine  Translation 
gleich  dem  Bogenelemente  der  Curve  und  eine  Botation  um  eine  durch  den 
Endpunkt  des  Bogenelementes  gehende  Aze,  so  sieht  man  leicht,  dass  die 
Ebene  parallel  den  beiden  auf  einander  folgenden  Hauptnormalen  senkrecht 
zur  Momentanaxe  sein  muss  und  dass  diese  also  die  rectifioirende  Gerade 
ist,  welche  senkrecht  auf  dieser  Ebene  steht  (Ebene  der  ganzen  Krümmung). 
Die  Translation  der  Elementarbewe^ung  ist  daher  die  Projection  des  Bogen- 
elementes auf  die  reotificirende  Gerade  und  die  Amplitude  der  Winkel  zweier 
Hanptnormalen  (Winkel  der  ganzen  Krümmung).  Die  Momentanaxe  fällt  in 
die  reciificirende  Ebene  (Ebene  der  Tangente  und  Binormalen)  und  bildet 

V 

mit  der  Tangente  einen  Winkel,  dessen  Tangente  —  ist,   wo  q  und  r  den 

Krümmungs-  und  Schmiegungshalbmesser  der  Curve  bedeuten*).  Die 
Charakteristik  und  der  Pol  der  Schmiegimgsebene  sind  die  Tangente  und 
die  Krümmungsaxe  mit  den  Amplituden  d(S  und  dr,  nämlich  dem  Contingenz- 
Winkel  und  dem  Schmiegungswinkel.  Die  Momentanaxe  ist  die  Axe  einer 
Cjlinderschraubenlinie,  welche  sich  der  Curve  so  innig  als  möglich  an- 
schmiegt. 

2.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  K'  rollt  auf  einer  andern  K  so, 
dass  die  Schmiegungsebenen  beider  fortwährend  zusammenfallen.  Dies  Bollen 
ist  auf  zwei  Arten  möglich,  nämlich  so,  dass  die  Krümmungskreise  der 
Curven  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe  Seite  der  Tangente 
fallen.  Sind  dx^  dx  die  Contingenzwinkel,  der,  d(/  die  Schmiegungswinkel 
der  Curven,  so  ist  die  Botationscomponente  um  die  Binormale  dx  ^dx\ 
um  die  Tangente  d(S  -^^dc   und  mithin  um  die  Momentanaxe,  welche  in 


*)  VgL  meine  Schrift:  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung, 
in  rein  geometrischer  Darstellung.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1859,  S.  82,  sowie 
8.  81  u.  61. 
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die  rectificirende  Ebene  föUt,  [{dt  +  dty  +  (d<s  +  ^<^)^*  •    ^^  Tangente 

dt  ~f"  d  t 
der  Neigung  dieser  Axe  gegen  die  Tangente  ist    _    ~r  -  ^' 

do  Hr  dö 

3.  Ein  System  bewegt  sich  so,  dass  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Ebenen  fortwährend  ein  festes  Ellipsoid  berühren. 

4.  Ein  System  bewegt  sich  so,  dass  drei  bestimmte  Punkte  einer  seiner 
Geraden  sich  auf  drei  festen  Ebenen  bewegen. 

§.  13.  Ausser  der  Geschwindigkeit  der  Systempunkte,  welche  mit  Hülfe 
der  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  die  Momentanaxe  und  der  Translations- 
geschwindigkeit Vq  parallel  zu  ihr  dargestellt  wird,  kommt  die  Wecbsel- 
geschwindigkeit  der  Momentanaxe  in  Betracht.  Statt  der  unendlich  vielen 
Momentanaxen ,  welche  die  Fläche  (C)  bilden,  kann  man  sich  eine  einzige 
bewegliche  denken,  welche  im  Laufe  der  Bewegung  nach  und  nach  die  Lage 
aller  einnimmt.  Der  Uebergang  dieser  Axe  aus  der,  der  Zeit  t  entsprechenden 
Lage  C  in  die  Lage  C\  welche  der  Zeit  t-^dt  entspricht,  erfolgt  selbst  wieder 
durch  eine  (ideelle)  Schraubenbewegung,  deren  Axe  die  Linie  des  kürzesten 
Abstandes  von  C  und  C  ist,  nämlich  eine  Translation  in  der  Bichtxmg  des 
kürzesten  Abstandes  um  die  Länge  de  desselben  und  eine  Botation  um  die- 
selbe von  der  Amplitude,  gleich  dem  Winkel  da ,  welchen  C  und  C  bilden. 
Die  Wechselgeschwindigkeit  hat  daher  die  Con^onenten 

de  da 

"  =  57'    ^  =  d7' 

von  denen  die  erstere,  die  Translationsgeschwindigkeit,  auch  die  Ortho- 
gonalgeschwindigkeit des  Systems  genannt  wird. 

§.  14.  Zur  analytischen  Behandlung  von  Problemen  der  Windungs- 
bewegung eines  unveränderlichen  Systems  bedient  man  sich  eines  dem  ab- 
soluten BauDie  angehörigen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z  und  eines  be- 
weglichen, mit  dem  System  fest  verbundenen  der  x\  y\  z  . 

Sind  ic^,  y^,  z^  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprunges,  so  werden: 

^  =  ^1  +  S,  1  =  ax  '{'  ay  -j-  a'z\  x  =  a  ^  +  ^  ^  +  ^  ?i  $=^ — ^i 
y  =  2^1  +  ^,  7l=hx  +  h'y  +  h"z  ,  y  =  a  ^ -{- h'  t]  +  c  t,  n=V—Pi 
i?  =  ^1  +  ? »  ?  =  ca?'  -f  o'f/'  +  c'z  ,  /  =  a'J  +  h"fi  +  c"f ,  ^=z—Zi, 

wo  1, 17,  f  die  Coordinaten  des  Punktes  (x,y,  z)  in  Bezug  auf  ein  drittes,  dem 
festen  paralleles  Coordinatensystem  bedeuten,  welches  mit  dem  beweglichen 
den  Ursprung  gemein  hat.  Alles  was  Cap.  VI,  §§.  7.  8.  9.  entwickelt  wurde, 
gilt  auch  hier  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  J,  iy,  f,  a:',  y\  /,  wenn  1,1^,? 
an  die  Stelle  der  dortigen  x,  y,  z  treten. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  führt  zur  Eenntniss  der  Ge- 
schwindigkeiten. Nach  §.  2.  kann^  die  Bewegung  des  Systems  zerlegt 
werden   in    die  Translationsbewegnng,    welche  durch  die  Bewegung  eines 
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SyBiempoiiktes  angegeben  wird  und  die  Rotation  um  eine  durch  diesen 
Punkt  gehende,  zur  Momentanaze  parallele  Gerade.  Diesen  SjstempuHkt 
wShlt  man  zum  Ursprung  (f  des  beweglichen  Coordinatensystems  der  x  ^  y\  z 
und  zugleich  zu  dem  der  $,  17,  $".  Die  Geschwindigkeit  irgend  eines  Sjstem- 
punktes  kann  dann  dargestellt  werdmi  durch  die  geometrische  Summe  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  (f  und  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt 
durch  die  Winkelgeschwindigkeit  to  um  die  zur  Momentanaxe  parallele  Axe 
des  Punktes  ff  erlangt  Die  Untersuchungen  des  Cap.  VI,  §.  8.  bestehen  daher 
nngeSndert  auch  hier,  nur  treten  zu  den  Componenten  der  Geschwindigkeit 
dortselbst  hier  noch  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  Cf 
hinzu. 

§.  15.  Um  die  relative  Bewegimg  eines  Punktes  P  in  einem  in  Be- 
wegung begriffenen  unveränderlichen  System  S  zu  untersuchen,  ertheilen 
wir  ähnlich,  wie  in  Cap.  V  in  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  in  der 
Ebene  geschah,  Punkt  und  System  zusanmien  die  entgegengesetzte  Bewegung 
des  Systems.  Das  System  kommt  dadurch  zur  Ruhe,  die  relative  Bewegung 
des  Punktes  in  ihm  wird  auf  eine  absolute  reducirt  und  erscheint  als  die 
Resultante  aus  seiner  absoluten  Bewegung  und  der  Bewegung  des  System- 
punktes, der  mit  ihm  zusammenfallt.  Dieser  Systempunkt  wechselt  von 
Moment  zu  Moment.  In  Folge  dessen  ist  auch  die  relative  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  Z  die  Resultante  tius  der  absoluten  Ge- 
schwindigkeit desselben  und  der  entgegengesetzten  Geschwindigkeit  des  mit 
ihm  zusammenfallenden  Systempunktes. 

Je  nachdem  die  Elementarbewegung  in  jedem  Momente  eine  Trans- 
lation oder  eine  Rotation  oder  eine  Schraubenbewegung  ist,  ergibt  sich  die 
relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  mehr  oder  weniger  einfach. 

Die  analytische  Behandlung  des  Problems  der  relativen  Bewegung  eines 
Punktes  P  kommt  auf  das- Problem  der  Coordinatentransformation  zurück. 
Die  Coordinaten  von  P  in  Bezug  auf  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  seien  x^y^Z]  in  Bezug  auf  ein  dem  System  angehöriges  zweites 
rechtwinkliges  System  seien  sie  x\  y\  z' ,  Beiderlei  Coordinaten  sind  Func- 
tionen der  Zeit  t.  Die  Coordinaten  des  zur  Zeit  t  mit  P  zusammenfallenden 
Systempunktes  sind  ebenfalls  x\  y\  z\  hängen  aber  nicht  von  t  ab,  weil 
dieser  Punkt  als  dem  System  angehörig,  seine  Lage  im  System  mit  der 
Zeit  nicht  wechselt. 

1.  Hat  das  System  blos  eine  Translationsbewegung,  so  bewegen  sich 
die  Axen  der  x\  y\  z'  mit  sich  parallel  imd  wenn  man  die  festen  Axen  der 
x^  y,  z  dieser  Richtimg  gleichfalls  parallel  wählt  und  die  Coordinaten  des 
beweglichen  Ursprungs  mit  x^^  y^,  z^  bezeichnet,  so  bestehen  zwischen  den 
beiderlei  Coordinaten  die  Gleichungen 

«  ««  Ä?  —  a?! ,     y  =y  ^y^^     g'  ^  g  ^  g^^ 
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welche  die  relativen  Coordinaten  x^  y\  z   von  P  durch  die   absoluten  und 
die  Coordinaten  des  bev^eglichen  Ursprungs  darstellen. 

2.  Hat  das  System  eine  Botation  um  einen  festen  Punkt  0,  so  hat 
man,  indem  man  diesen  sowohl  zum  Ursprung  des  festen  Ck)ordinatens78tem8 
der  rr,  y^  z  als  auch  zu  dem  des  beweglichen  der  x\  y\  z  wfthlt  und  die 
Ilichtungscosinusse  der  beweglichen  Axen  der  x^  y\  z  gegen  die  festen  resp. 
mit  a,  6,  c\  a\  h\  c\  a\  l)\  c  bezeichnet,  zwischen  den  absoluten  Coordi- 
naten x^  y^  z  des  Punktes  P  und  seinen  relativen  rr',  y\  z'  die  Qleichungen: 

X  c=»  ax'  4"  f^'y  +  a'z\  »  =  a  a:  +  6  ?/  +  c  ^? 

y  tsahx'  -{-  \)  y  -f-  \)' z\  y  '=  d  X  '\-  h'  y  '\'  c  z^ 

z^^cx-f-cy-f-cz'^  z  ^=^  a  X  -f-  0  y  -f-  c  z\ 

a*    ^l^    +c«    =1,  a«  +  a'*  +  a'*==l, 

a'«  +  j/^  +  c'2  =  1,  h^  +  h'^  +  r^  =  1, 

a"^  +  2;"2  ^  ^-2  _  j.  ^2  ^  ^'2  ^  ^-2  ^  1. 

aa'    -^  bb'    -^^  cc    =0,  a6  +  «'^ '  + ö"^"  =  0, 

o'a"  +  b'b''  4"  ^'c'  =  0,  6  c  +  6' c'  +  ^"  c"  =  0, 

a"a  +  ^"^  +  ^"^  =  ö;  ca  +  c  a  +  c'a"  =  0 . 

3.  Im  allgemeinsten  Falle  der  Bewegung  des  Systems  seien  x^y^^z^ 
die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs  und  nehme  man  ein  Coordinaten- 
Mystom  der  £,  rj^  {^  zu  Hülfe,  dessen  Ursprung  mit  dem  beweglichen  Ursprung 
zusammenfUUt,  dessen  Axen  aber  während  der  Bewegung  mit  den  Axen  der 
absoluten  Coordinaten  x^  f/,  z  fortwährend  parallel  bleiben.  Man  hat  dann 
zwischen  den  absoluten  Coordinaten  x,  y^  z  des  Punktes  P,  dessen  relativen 
^\  v\  ^\  ^^^  Coordinaten  a;^,  y^^  z^  des  beweglichen  Ursprungs  und  den 
Httlfscoordinaten  S,  iy,  f  von  P  die  Gleichungen 

a;'  =  oS  +  6?/  +  c?5:,  l  =  x  —  x^^ 

2/'  =  a  S  +  «;'  1?  +  c'  f ,  Yi  =  y  —  y^^, 

z  =  a'S  +  b"ri  +  c'?;  f  ==--  ^  —  ^i . 

Die  Differentiation  der  betreffenden  Ausdrücke  liefert  in  den  drei  Fällen 

/ix      du      A  z 
die  Componenten  -— ,  — -,  — -  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Punktes 

Ut  Uli  ul 

P,  nämlich  im  Falle  1): 

dx' dx^       dx^      dy  dy       dy^      dz  dz       dz^ 

~di~  dt        ~di  '  Tdt  ~  'di'^  ^'    ~dt  ~~di~~dt' 

im  Falle  2): 

dx'        /     ^^    I    ,   ^V    I        dz\    .    /     da 


dt 

dy 

dt 
dz_ 
dt 


(     dx    .    .   dy    ,        dz\    ,    (     da     .        db     .       dc\ 

U        V  d/  +  "  dt  ^^  dtJ^V   dt  ^'^  dt  ^^  dt)' 
(  „dx         „dy   .     „dz\    .(    da"   ,       dh"    .      dc"\ 

''^VTt'^''Tt^'Tt)  +  \'-äi  +  ^-dt+'-M)- 
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Die  Glieder,  welctie  in  den  Klammem  der  ersten  Yerticalreihe  stehen, 
stellen    die   Projectionssamme    der   absoluten    Geschwindigkeitscomponenten 

17  j  TLi  TL  *^  ^®  beweglichen  Azen  der  x\  y\  /,  d.  h.  die  Componenten 
dt      dt     dt 

der  absoluten  Geschwindigkeit  von  P  parallel  den  beweglichen  Axen  dar. 
Die  Glieder  der  zweiten  Yerticalreihe  stellen,  wie  leicht  gezeigt  werden  kann, 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  mit  P  zusammenfallenden  System- 
punktes parallel  den  beweglichen  Axen  im  umgekehrten  Sinne  genommen 
dar.    Man  gestaltet  sie  nämlich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

.,//,///  da  dl  de 

'^''  dt   ^        dt  ~       dt  ' 

f    i     /  /    ,     //  /       f,da'    .    .„dh"    ,     „de' 
0  =ex  +  ey  -{-e  e,    a   -^  +  ^   "^"^^   "^""' 

da'    ,    ,     dh'  de  (  ,  da    .    ^,    dh     ,     r   de\ 

a h  u h  c   =  —  \a h  b h  c   1  =  —  r 

dt  ^       dt  ^       dt  \      dt  ^        dt  ^       dt) 

,da     ,    _,  db"    .     ,  de  (  „da  „  db'         „  de\ 


„  db     ,     „  de  (     da  db"  de\ 

+  b h  e   =  —  \a h  b \-  c   )  =  — 

^        dt  ^       dt  \      dt  ^        dt  ^       dt) 


j  » ■»  •»  f  t     ff  tiff  t     9fy 

f,  da 
^    dt 


leicht  80  um,  dass  sie  die  Form  annehmen: 

ry—qz 
pe'  —  rx 
qx  —  py. 

Fttr  den  Sjstempunkt,   welcher  zur  Zeit  t  mit  dem  Punkte  P(a;,  ^,  z)  zu- 
sammenflUlt,  sind  x\  y\  z'  nach  t  constant,  daher  erhält  man  für  ihn  die 

Componenten  der  Geschwindigkeit  -77»  "77»  TT  parallel  den  unbeweglichen 

dt      dt     at 

Azen  durch  Differentiation  der  Gleichungen  x  =  ax'  +  a'y  +  a"/,  etc., 

indem    man    blos    a,  a,  a";  2»,  b\  5";  c,  c,  c'    als    veränderlich    ansieht, 

nämlich 

,da    ,     ,da    .     ,  da' 
a;  -77  +  y  — -  +  je? 


dt    ^   "   dt    '        dt' 

,db    ,     ,db'    .     ,  db" 
^  37  +  2/  -77  +  ^ 


dt  dt  dt 

,dc    ,     ,de'    .     ,  de" 


dt    '        dt    '         dt 
Indem  man  diese  Componenten  auf  die  beweglichen  Azen  projicirt,  d.  h. 

Sosau«,  McchMiik.  L  20 
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sie  resp.  mit  a,  6,  c;  a',  h\  C]  a\  l)\  c     multiplicirt  und   addirt,   erliilt 
man  nach  Abkürzung  mit  Hülfe  der  Nebenrelationen  die  Ausdrucke 

qz  —  ry\  rx  —  pz\  py  —  qx\ 

welches  die  vorhin  entwickelten  Grössen  mit  dem  entgegengesetzten  Zaichea 
genommen  sind. 

Im  Falle  3)  hat  man 

dx         (     da    .    ^    dri    ,        dt\    .    ( .   da     .        dh     .     .  dc\ 
rf.'/        {  'd^    ,    ,,  dri         '  dS\    ,    f^  da  db'  dc'\ 

dz         (  „d^         ,,dr]         ,,  rff\        (da"  dh"        ydc"\ 

^  =  1"  d<+'  d7  +  ^  dt)-^\^-dt-^'^-W+^-ät)^ 


dt 

dx 
dt 

dXi 
dt 

dri 

dy 

dxi 

dt 

dt 

dt 

d^ 
dt 

dz 
"  dt 

dZi 
dt 

§.  16.  Die  relative  Elementarbewegung  eines  Systems  U^  in  einem 
andern  Systeme  £2  ei^^^lt  man,  indem  man  dem  Systeme  JS^  zu  seiner  ab- 
soluten Elementarschraubenbewegung  die  entgegengesetzte  absolute  Elementar- 
bewegung  des  Systems  £2  ^^  dessen  Momentanaxe  ertheilt;  die  Elementar- 
schraubenbewegung, welche  aus  der  Vereinigung  beider  resultirt,  ist  die 
gesuchte  relative  Elementarschraubenbewegung  von  2]*^  in  2^ ,  ihre  Axe  die 
relative  Momentanaxe  C  und  der  Ort  (C)  aller  relativen  Momentanaxen 
eine  gewisse  relative  Fläche  (C)  im  System  £21  welches  für  die  relative 
Bewegung  von  Z^  als  ruhend  anzusehen  ist. 

Mit  der  relativen  Momentanaxe  C  fällt  eine  gewisse  Gerade  F"  von 
2^1  zusammen  und  sämmtliche  Geraden  dieser  Art  bilden  eine  gewisse  Fläche 
(r')  in  2^1 ,  welche  über  die  Fläche  (C)  rollt  imd  gleitet,  um  die  relative 
Bewegimg  von  2^  gegen  27^  wie  eine  absolute  zu  bestimmen.  Aus  den  ab- 
soluten Winkelgeschwindigkeiten  cd^,  (02  und  den  absoluten  Translations- 
geschwindigkeiten v^ ,  V2  der  Systeme  2^ ,  2^  mit  den  absoluten  Momentan- 
axen C^ ,  62  lässt  sich  nach  dem  Gesagten  die  relative  Winkelgeschwindig- 
keit g/  und  die  relative  Translationsgeschwindigkeit  v[  mit  der  relativen 
Momentanaxe  (C,  F" )  von  U^  und  ebenso  auch  die  relative  Winkelgeschwin- 
digkeit (o"  und  Translationsgeschwindigkeit  v"  mit  der  relativen  Momentanaxe 
(C",  r")  von  2'jj  finden.  Die  beiden  Flächen  (C),  (jT')  haben  aber  eine 
doppelte  Bedeutung.  Während  nemlicb  für  die  relative  Bewegung  von  JS^ 
in  2^  die  Fläche  (CT)  ruht  und  (r")  sich  über  sie  hinbew^,  ruht  für  die 
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relative  Bewegung  von  2^  in  2^  die  Fläche  (JT')  und  bewegt  sich  (C)  über 
sie  hin,  d.  h.  es  f&llt  (C)  mit  (JT')  und  (C')  mit  (JT")  zusammen  und 
findet  im  letzteren  Falle  Bollen  und  Gleiten  im  umgekehrten  Sinne  statt, 
wie  im  ersten  Falle.  Denn  es  liefern  ooi ,  t^i  in  Verbindung  mit  —  (02 ,  —  v^ 
die  Momentanaze  C  mit  a/  =  [a>i]  —  [cog]  ,  v  =  [v^]  —  [v^]  als  Geschwindig- 
keitscomponenten  der  Elementarbewegung  um  sie;  andererseits  aber  ist  für  die 
Momentanaxe  C"  ebenso  a>"=  [cög]  —  [coj]  imd  v'=  [^'3]  —  [^i]  •  Es  ist  daher 
[0"]  =  —  [co']  und  [v"]"=  —  [v].  Zugleich  wird  der  kürzeste  Abstand  C^Cg 
durch  C'  und  der  kürzeste  Abstand  CgCj  durch  C"  nach  dem  Verhftltniss 

r       "1  r       -i 

—  r-^ ,   resp.  —  p-~  getheilt,  so  dass  C"  mit  C  zusammenfällt. 

§.  17.    Beispiele. 

1.  Zwei  unveränderliche  Systeme  Z^^  Z^  rotiren  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten cDj,  0),  um  zwei  Azen  Cj,  C^^  welche  sich  in  einem 
Punkte  0  unter  dem  Winkel  a  schneiden;  man  soll  die  relativen  Mo- 
mentanazen  und  ihre  Winkelgeschwindigkeiten,  die  Lage  dieser  Azen 
und  die  relativen  Flächen  (C),  (r')  bestimmen,  für  den  Fall,  dass  das 
Yerhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  o^  :  cd,  während  der  Be- 
wegung constant  bleibt. 

Trägt  man  co^  auf  C^ ,  —  cd,  auf  (7,  nach  Grösse  und  Richtung  von  0  aus  auf, 
80  stellt  die  Diagonale  des  über  ihnen  construirten  Parallelogramms  die  relative 
Momentanaze  C  von  £^  in  2^  nebst  ihrer  Winkelgeschwindigkeit  (o\  letztere  zu- 
gleich nach  Grösse  und  Sinn  dar.  Diese  Aze  fällt  in  den  Nebenwinkel  von  a 
und  iheilt  diesen  Winkel  so,  dass 

sin  (C'Oj)       sin  (CC,)        sin  a         ,  212        « 

—  =■ =-  =  — —  ,     CO  '  =  CO?  -4-  (»5  —  20.  CO«  cos  a. 

Bleibt  das  Yerhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  a>, ,  co,  während  der  Be- 
wegung constant,  so  behält  auch  die  relative  Momentanaze  C  dieselbe  Lage  ge- 
gen C| ,  (7,  bei  und  ist  daher  der  Ort  aller  Geraden  F'  von  Z^ ,  welche  nach  und 
nach  in  C  eintreten,  ein  Botationskegel  um  Cj.  Aehnliches  gilt  von  der  relati- 
tiven  Bewegung  von  £^  in  £^.  Der  Ort  der  Momentanazen  im  System  2^  bildet 
einen  Rotationskegel  um  (7„  welcher  den  ebengenannten  Kegel  fortwährend  längs 
der  Geraden  C  berührt.  Die  Kegel  berühren  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten 
oder  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene,  je  nachdem  C 
mit  beiden  Azen  C^  (7,  spitze  Winkel  oder  mit  der  einen  einen  spitzen ,  mit  der 
andern  einen  stumpfen  Winkel  bildet;  bildet  sie  mit  einer  dieser  Azen  einen 
rechten  Winkel,  so  geht  der  eine  Kegel  in  eine  Ebene  über. 

2.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  Azcn'C^,  C^  sich  im 
kürzesten  Abstände  a  von  einander  unter  dem  Winkel  a  kreuzen.  Wir 
tragen  Oj ,  o,  auf  C^ ,  (7,  von  den  Fusspunkten  ^j ,  A^  des  kürzesten  Abstandes 
Ai  A^  nach  Grösse  und  Sinn  auf.  Um  die  relative  Momentanaze  C  von  27|  in  Z^ 
und  ihre  Winkelgeschwindigkeit  <o'  zu  finden,  haben  wir  o),  auf  C^  mit  —  co^  auf  C^ 
SU  verbinden. 

Nach  Cap.  II,  §.  16  (S.  168,  u.)  u.  Cap.  III,  §.  20  theilt  C  den  kürzesten  Ab- 
itand  A^A^  in  C  so,  dass 

A^  C       0),  üOj  -\-  o,  cos  a 
C'  A^       o>|  flOj  —  CO,  cos  a ' 

20* 
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«mi.     ui«^  '^^'ink^l.  ir-»L.:iii^  C  3iiü  C  -zzd  C.  '^CdAZ  ind  die  Wmkelgeachwmdigkeit 

-w'    '.m  ^^  föL^»ti  den  OUichua^n 

iin  ^C        iin  C  C        «in  «  .  .  _ 

= = .     (D  -  =  «r  -:-  «T  —  Sa.  flu  coe  a 

<ir.^  'iie  TräiMUitioii:v»!>4:hvTz:iii2^'fi*  r  -ler  MooieiLtanAxe  wird 


Fftr  rechorinklige  £reTX2:ing  iA 


Bleibt  während  der  gänz^^a  r>*^Ger  der  Bewegncj^  das  Verlükltiiüs  m^  :  «^  der 
Wink^lfifeacbwindijjkeiteQ  der  Sjstecie  am  die  abeolaten  Axen  Q,  C,  consiant  ao 
^rht  dii>  Momen'Ucaxe  forc während  dorcfa.  decselb^n  Punkt  des  kürzesten  Abstandet 
nnd  bleiben  ihre  Nrigungen  gegen  die  Axen  C  .  C  gleichfalU  dieselben;  der  Ort 
ütrr  Genden  im  Svatem  Z. ,  welche  nach  und  nach  in  die  Momentanaxe  eintreten, 
i«t  daher  ein  einfachra  Rotatiocdhjperboloid  am  die  Axe  Q ,  dessen  Kehlkreis  den 
Kadinil  J,  C*'  hat.  Ebenso  iäl  der  entsprechende  Ort  für  die  relative  Bewegung 
de^  HjAtemea  Z.^  in  Bezog  auf  Zj  ein  einfaches  Rotationshjperboloid  nm  die  Aze 
Cj  mit  dem  Kehlradi oj  A^C .  Diese  zweite  Fläche  L*t  zugleich  der  Ort  der  rela- 
tiven Momentanazen  fQr  die  relative  Bewegung  des  Sjstems  £^ ,  aof  welchem  das 
erst^;  Hyperboloid  rollt  and  gleitet,  und  die  enrfe  Fläche  spielt  dieselbe  Bolle  be- 
zilglich  der  relativen  Bewegung  von  2^  in  Bezog  aof  2^  .  Beide  Hyperboloide  be- 
r/ihren  Bich  während  der  Bewegung  der  Systeme  beständig  längs  einer  Erxengangs- 
linie. 

Die  vorfitehenden  Aufgaben  nebst  der  zugehörigen  in  Cap.  V,  §.  9  sind  von 
Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  Zahneingriffe  cylindrischer.  conischer  und  hyper- 
boloidiHcher  Rader.  -Vgl.  hierüber  z.  B.  Belanger,  Traite  de  cin^matique  S.  94 
129  II.  141  u.  folg.,  sowie  die  Abhandlungen  von  Putzer:  ,,Ueber  den  spiraloidischen 
Zahneingriff**  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  Bd.  IV.  (1860), 
S.  2.'Uu.  251  und  Keller:  „Beitrag  znr  Theorie  der  Bewegungsübertragnng  zwischen 
beliebig  im  Raum  liegenden  Axen."     Ebend.  Bd.  XIV  ^1870).) 

§.  18.  Zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  zugleich  bewegen, 
werden,  rein  geometrisch  aufgefasst,  im  Allgemeinen  ineinander  eindringen, 
80  dasH  Punkte  und  Theile  des  einen  zwischen  Theile  des  andern  gelangen, 
lll)er  diene  hinweggehen,  etc.  Von  den  vielen  Möglichkeiten,  welche  in  dieser 
llinHicht  stattfinden  können,  wollen  wir  hier  blos  die  für  die  relative  Be- 
wegung wichtige  Betrachtung,  dass  zwei  Flächen  der  Systeme  fortwährend 
in  Berührung  bleiben,  l)olian(ioln.  Diese  Flächen  sind  in  der  Regel  die  Ober- 
lläclion  der  physischen  K/irper,  welche  in  den  Anwendungen  die  unveränder- 
li(;hon  Syntcjino  oder  w<migHt<^nH  Theile  von  ihnen  repräsentiren. 

IliiiHichilich  der  Berührung  zweier  Flächen,  d.  h.  wenn  dieselben  ge- 
nH^inHchaftliclio  Tang(?nien ebene  und  Normale  und  den  Berührungspunkt  der 
urstoren  zum  genioinsainon  Doppelpunkt  ihrer  Schnittcurven  besitzen,  sind 
insbesondere  folgende  Fälle  henrortuheben: 
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a.  Die  Berührung  findet  blos  in  einem  einzigen  Punkte  statt,  welcher 
wShrend  der  Bewegung  für  beide  FlSchen  nicht  wechselt 

b.  Die  Berührung  findet  in  einem  einzigen  Punkte  statt,  welcher  zwar 
anf  der  einen  Fläche  immer  derselbe  bleibt,  auf  der  anderen  aber  conti- 
nuirlich  wechselt  (eine  springende  Bewegung  ist  ausgeschlossen),  so  dass 
die  verschiedenen  Punkte  einer  Curve  der  zweiten  Fläche  nach  und  nach 
mit  demselben  Punkte  der  ersten  Fläche  zur  Berührung  kommen.  In  diesem 
Falle  gleitet  jede  Fläche  an  der  andern  hin. 

c.  Die  Berührung  findet  in  einem  Punkte  statt,  welcher  auf  beiden 
Flächen  continuirlich  wechselt,  so  dass  es  auf  jeder  Fläche  eine  Curve  gibt, 
deren  Punkte  nach  und  nach  mit  den  Punkten  der  andern  zur  Berührung 
kommen.  Die  Tangenten  dieser  Curven  in  jedem  Berührungspunkte  der 
Flächen  liegen  in  der  gemeinsamen  Tangentenebene  der  Flächen.  Fallen  sie 
zusammen  und  sind  die  vom  Berührungspunkte  auf  beiden  Curven  durch- 
laufenen Bogen  gleich,  so  findet  Rollen  der  Flächen  auf  einander  statt;  sind 
diese  Bogenlängen  ungleich,  Rollen  und  Gleiten.  Schneidet  die  eine  Tan- 
gente die  andere,  so  gleiten  die  Flächen  an  einander.  Der  Fall  b.  ist  als- 
dann eine  Specialität  dieses  Falles,  welche  eintritt,  wenn  die  eine  Curve 
dch  auf  einen  Punkt  reducirt.  Der  Winkel  der  Tangenten  kann  während 
der  Bewegung  veränderlich  sein  und  hie  und  da  momentan  zu  Null  werden, 
so  dass  ein  Uebergang  vom  Gleiten  ins  Rollen  und  umgekehrt  nicht  aus- 
geschlossen ist. 

d.  Die  Berührung  findet  in  mehreren  Punkten  statt. 

e.  Die  Flächen  berühren  sich  in  allen  Punkten  einer  Linie. 

f.  Sie  berühren  sich  mit  allen  ihren  Punkten.  In  diesem  Falle  ist  die 
Bewegung  eine  schleifende.  Sie  findet  statt,  wenn  eine  Ebene  auf  einer 
Ebene,  eine  Eugelfläche  oder  eine  Schraubenfläche  auf  einer  ihr  congruenten 
Eugelfläche  oder  Schraubenfläche  fortrückt. 

Wir  wollen  sehen,  wie  diese  Fälle  in  Folge  der  relativen  Elementar- 
bewegung zweier  Systeme  H^^  2*2  zu  Stande  kommen.  Es  seien  S\  S''  die 
beiden  sich  fortwährend  berührenden  Flächen.  Es  genügt,  die  relative  Be- 
wegung der  einen  Fläche  gegen  die  andere  zu  untersuchen  und  reduciren 
wir  die  relative  Bewegung  von  2^  gegen  2^  auf  eine  absolute,  indem  wir 
£i  zu  seiner  absoluten  Bewegung  die  umgekehrte  von  £^  zufügen  und  Z^ 
nebst  der  Fläche  S''  ruhend,  2^  mit  S'  in  Bewegung  begriffen  denken.  Es 
sei  C  die  Momentanaxe  dieser  Bewegung  von  2^^ ,  dd'  und  dr  seien  die 
Elementaramplitude  imd  Elementartranslation  für  irgend  eine  Lage  von  2?} , 
B  einer  der  Berührungspunkte  der  Flächen  ä',  S"'  und  BP  sein  Abstand 
von  C .  Wir  ersetzen  die  Elementarrotation  um  C  durch  eine  ihr  gleiche 
um  die  durch  B  gehende,  zu  C  parallele  Axe  c  und  fügen  die  hieraus  ent- 
springende Translation  rdd,  welche  rechtwinklig  zur  Ebene  {C c)  ist,  hinzu; 
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sie  setzt  sich  mit  dt  zu  der  resultirenden  Translation  du  =  Ydi?  -}"  ^^dd^ 
zusammen,  so  dass  d^  um  c  und  du  die  gesammte  Elementarbewegung  von 
U^  darstellen.  Im  Berührungspunkt  B  haben  nun  die  FllUshen  S'j  S''  ein 
Element  in  der  Tangentenebene  gemein.  Damit  dieselben  nach  Ausführung 
der  Elementarbewegung  sich  in  einem  folgenden,  dem  Punkte  B  unendlich- 
nahen Punkte  von  Neuem  berühren,  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  die 
Translation  du  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  in  B  parallel  seL 
In  allen  Fällen,  in  welchen  d^  ==  0  ist,  findet  Gleiten  der  Flächen  auf 
einander  statt.  Die  Flächen  berühren  sich  mit  anderen  und  anderen  Punkten, 
deren  Tangentenebenen  also  jedesmal  zusammenfallen;  es  geschieht  dies  aber 
allein  in  Folge  einer  Translation  du.  Ist  die  Translation  du  «=  0 ,  ohne 
dass  dd'  um  c  verschwindet,  so  muss  dt  =  0  und  r  =  0  sein;  es  geht 
mithin  die  Momentanaxe  C  durch  den  Punkt  B,  Durch  Rotation  um  sie 
gelangen  zwei  folgende  Punkte  der  Flächen  zur  Berührung  in  einem  ge- 
meinsamen Punkte  B'  und  wenn  jetzt  wiederum  die  Translation  Null  ist, 
so  rotirt  das  System  um  eine  durch  B'  gehende  Momentanaxe  u.  s.  f.  In 
allen  solchen  Fällen  findet  ein  Bollen  der  Flächen  auf  einander  ohne  Gleiten 
statt.  Es  ist  hiebei  nicht  nöthig,  dass  die  Axen  c  in  die  Tangentenebenen 
der  Punkte  J?,  B^  fallen;  findet  dies  nicht  statt,  so  kann  man  die  Rotation 
dd'  um  c  in  zwei  Componenten  zerlegen,  deren  Axen  in  die  gemeinschaft- 
liche Normale  und  die  Tangentenebene  fallen.  Die  erstere  dreht  die  Tangenten- 
ebene von  S'  in  der  Tangentenebene  von  S'\  die  zweite  hebt  sie  aus  dieser 
heraus.  Die  erstere  verleiht  der  Bewegung  von  S'  den  Charakter  der  Bohr- 
bewegung. In  den  Fällen  des  Rollens  der  Flächen  gehen  die  Normalebenen 
der  Bahnen  aller  Systempunkte  durch  die  Momentanaxe.  Sollen  die  Flächen 
S\  S''  sich  nicht  blos  in  einem  Punkte,  sondern  in  mehreren  berühren  und 
soll  in  allen  diesen  ein  Rollen  derselben  aufeinander  stattfinden,  so  müssen 
alle  auf  der  Momentanaxe  liegen,  und  sollen  die  Flächen  aufeinander  rollen 
und  sich  längs  einer  Linie  berühren,  so  kann  letztere  nur  eine  Gerade  sein, 
welche  mit  der  Momentanaxe  zusammenfällt.  Es  können  daher  nur  gerad- 
linige Flächen  aufeinander  rollen  und  sich  dabei  längs  einer  Linie  berühren, 
diese  Linie  kann  nur  eine  Erzeugungslinie  sein. 

In  allen  Fällen,  in   welchen   du  und  dd"  nicht   Null  sind,   findet   ein 
Rollen  und  Gleiten  der  Flächen  S\  S''  auf  einander  zugleich  statt. 


Eüiige  Literatur  über   die   Bewegung   des   unveränderlichen  räum- 
lichen Systems. 

Die  ersten  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  räumlichen  Systems  rüh- 
ren von  D'Alembert  und  Euler  her.  Bei  D'Alembert  kommt  in  dem  Trait^  de 
la  pr^ession  des  ^oinoxes  (1749)  saerst  in  Besug  auf  die  Bewegung  um  einen 
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festen  Punkt  eine  axe  instantan^  de  rotation  (p.  83)  vor.  Kurze  Zeit  nachher  be- 
wies Euler  in  der  Abhandlung:  Dicouverte  d*un  nouveau  principe  de  Mecanique 
(M^m.  de  TAcad^mie  de  Berlin  p.  1750,  gedruckt  1752)  gleichfalls  die  Existenz 
der  Momentanaze  für  die  Rotation  um  einen  Punkt  und  bediente  sich  derselben 
in  seinen  Schriften:  Du  mouvement  de  rotation  des  corps  solides  autour  d'un  axe 
rariable  (Mdm.  de  TAcad.  de  Berlin  p.  1758,  gedr.  1765)  und  Theoria  motus  cor- 
porum  solidorum  seu  rigid orum  (1765),  dem  dritten  Theile  seiner  Mechanik,  deren 
beide  ersten  bereits  1736  erschienen  waren.  In  allen  diesen  Schriften  ist  Hos  von 
unendlich  kleinen  Bewegungen  die  Rede.  Die  Entdeckung  des  Satzes,  dass  ein 
System  atis  einer  ersten  Lage  in  jede  andere  durch  eine  Rotation  in  Verbindung 
mit  einer  Translation  auf  unendlich  viele  Arten  übergeführt  werden  könne,  ge- 
bfihrt  Euler  (Formuiae  generales  pro  translatione  quacunque  corporum  rigidorum. 
Novi  Commentarii  Acad.  Petrop.  a.  1775,  T.  XX,  p.  199;  1776)  und  zum  Theil 
Lexell  (Theoremata  nonnulla  generalia  de  translatione  corporum  rigidorum.  Ibid. 
p.  239—270),  indem  er  gewisse  analytische  Schwierigkeiten  des  Problems  über- 
wand. D'Alembert  bewies  hierauf  ebenfalls  die  von  Euler  gefundenen  Resultate 
(Opusc.  mathem.  T.  VII,  p.  872,  (a.  1780)). 

Von  den  Euler- D'Alembert*schen  Untersuchungen  über  die  unendlich  kleine  Be- 
wegung eines  Systems  war  nur  noch  ein  kleiner  Schritt  zur  Auffindung  der  Ele- 
mentarschraubenbewegung,  nämlich  die  Erkenntniss,  dass  unter  den  unendlich 
vielen  Combinationen  von  Rotation  und  Translation,  welche  das  Systt^m  in  eine 
folgende  Lage  überführen  können,  eine  sei,  für  welche  die  Translation  parallel  zur 
Rotationsaxe  sei.  Weder  der  eine,  noch  der  andere  grosse  Mathematiker  hat  ihn 
gethan;  vielmehr  gebührt  dies  Verdienst  dem  Florertiner  Giulio  Mozzi,  dessen 
Schrift:  Discorso  matematico  sopra  il  rotamento  momentaneo  dei  corpi  (Nupoli 
1763)  zuerst  diesen  Satz  enthält.  Die  Entdeckung  Mozzi's  wurde  weder  von  neinen 
Zeitgenossen  beachtet,  noch  wurde  sie  weiter  bekannt.  Selbst  Charles  kannte 
dieselbe  nicht,  fand  vielmehr  1830  selbutändig  die  Elementarschraubenbewegung 
(Note  sur  les  propri^t^s  g^oärales  du  Systeme  de  deux  corps  semblables  entr'eux, 
et  placds  d^une  mani^re  quelconque  dans  Tespace;  et  sur  le  deplacemeut  fini,  ou 
infiniment  petit,  d'un  corps  solide  libre;  couimuniqu^  ä  la  Soi-iete  pbilom.  Se'ance 
du  6.  Fevr.  1831.  Bullet,  des  sciences  mathämat.  p.  FäruHsac,  Novemb.  1830). 
Auf  Mozzi  machte  erst  Giorgini  1836  aufmerksam  (Memorie  di  matematica  e  di 
fisica  della  Societa  italiana  T.  XXI;  Modena  1836).  Die  weiteren  hieher  gehöri- 
gen Schriften  von  Chasles  und  die  seiner  Couimentatoren  sind  bereits  S.  257  er- 
wähnt. Neben  Chasles^  Forschungen  sind  die  von  Poinsot  von  besonderer  Üe- 
deutung  geworden.  Die  Mechanik  verdankt  ihm  die  Einführung  der  Kriiftepaare 
und  die  sich  an  sie  anschliessende  Reduction  der  Kräfte,  insbesondere  die  für  die 
Centralaxe.  Die  Analogie  führte  ihn  fast  von  selbst  auf  die  Reduction  der  R4>ta- 
tionen  oder  Winkelgeschwindigkeiten  und  die  Elementarschraubenbewegung.  In 
seiner  Theorie  nouvclle  de  la  rotation  des  corps  (Liouville,  Journal  de  Matht5mat. 
T.  XVI,  p.  9  und  289  (1851),  auch  separat  erschienen  1852  in  4^  und  8"),  deren 
erste  Bearbeitung  er  bereits  1834  der  Pariser  Academie  in  einer  kleineren  Abhandlung 
vorgelegt  hatte,  entwickelt  er  vollständig  diese  Idee,  sowie  die  des  Rollens  der 
beiden  Kegel  aiifeiuander  während  der  Bewegung  des  Systems,  welches  um  einen 
Punkt  rotirt.  Seine  Arbeit:  Prdcession  des  dquinoxes  (1857)  gibt  hiezu  die  in- 
teressantesten Anwendungen.  Die  Idee  der  beiden  geradlinigen  Flächen,  welche 
während  der  Bewegung  des  Systems  auf  einander  rollen  und  gleiten,  scheint  in- 
dessen zuerst  Poncelet  erfasst  zu^haben. 
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Die  Neuzeit  bat  den  bisher  genannten  Entdeckungen  Bedeutendee  hinzugefügt 
Die  Theorie  der  Complexe  von  Plficker  (Neue  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig 
1868)  und  die  synthetisch-geometrischen  Forschungen  Möbius^  die  zahbreichen 
und  tiefgehenden  Arbeiten  von  Mannheim,  sowie  insbesondere  auch  die  Arbeiten  von 
Ball  und  Somoff  (S.  S.  300)  haben  die  Lehre  von  der  Bewegung  und  dem  Geschwin- 
digkeitszustande eines  unveränderlichen  Systems  zu  einem  hohen  Grade  der  Aus- 
bildung geführt.  Eine  sehr  werthvolle  Uebersicht  über  die  neuere  Entwickelang 
dieser  Theorien  gibt  Fiedler  (Geometrie  und  Geomechanik.  Eine  Uebersicht  zur 
Kennzeichnung  ihres  Zusammenhanges  nach  seiner  gegenwärtigen  Entwickelung. 
Vierteljahrschrift  der  Züricher  naturforsch.  Gesellschaft,  Jahrg.  1876,  p.  60—66).^ 


Vm.  Capitel. 

Besohleunigiing  der  Bewegung  eines  Punktes ;  Projeotionen  und  Oom- 
ponenten  derselben.     Arbeit  der  Beschleunigung.     Seotoren- 

besohleunigung. 

§.  1.    Die  Geschwindigkeit   eines  Punktes  ändert  sich  im  Laufe  der 

Bewegung  continuirlich  und  zwar  im  Allgemeinen  sowohl  der  Grösse,  als 

auch  der  Richtung  nach.    Ist  (Fig.  122)  MV '^  v  die  Geschwindigkeit  in 

_     ,  «.  M  zur  Zeit  /,  M'  V  =  v  die  in  M' 

y^'  "^-^gr-^fc,^^     zur  Zeit  t-}-  Jt^  so  construire  man  an 


^   irgend  einem  Punkte  0  zwei  Strecken 
Fig.  122.  OV^  OV'  geometrisch  gleich  v,  v\ 

die  Strecke  FF'  stellt  dann  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  v  nach 
Grösse  und  Richtung  dar.  Sie  ist  die  geometrische  Differenz  zwischen  v  und  v , 
d.  h.  die  Geschwindigkeit,  welche  zu  v  hinzutreten  müsste,  um  v  xa  v 
umzuändern.  Mit  abnehmendem  Jt  nähert  sich  M'  dem  Punkte  M,  yer> 
schwindet  der  Winkel  V'OV  als  der  Contingenzwinkel  der  Bahn  im  Punkte 
M  und  gibt  die  verschwindende  Differenz  VV\  das  geometrische  Differen- 
tial von  t;,  die  unendlich  kleine  Componente  an,  welche  zur  Geschwin- 
digkeit t;,  welche  der  Zeit  t  entspricht,  hinzutritt,  um  die  Geschwindigkeit 
V  für  die  Zeit  t  -^^  dt  zu  bilden.  Diese  unendlich  kleine  Geschwindigkeits- 
componente  oder  das  geometrische  Differential  von  v  heisst  die  Elementar- 
beschleunigung von  V  zur  Zeit  L  Wir  bezeichnen  sie  mit  du  und  den 
Winkel,  welchen  sie  mit  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  bildet,  mit  a. 
Würde  nicht  blos  zur  Zeit  ty  sondern  in  jedem  Zeitelemente  der  auf 
t  folgenden  Zeiteinheit  in  der  Richtung  von  du  dieselbe  unendlich  kleine 
Geschwindigkeitscomponente  von  neuem  hinzutreten,  so  würde  der  Quotient 

du 

—  die  totale  Aenderungscomponente  der  Geschwindigkeit  v  während  der 

auf  die  Zeit  t  folgenden  Zeiteinheit  darstellen,   wenn   die  Geschwindigkeit 
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während  dieser  fortwährend  in  derselben  Weise  sich  änderte,  wie  im  Zeii- 
elemente  dt^  welches  auf  t  folgt.  Diese  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Aen- 
derangscomponente  der  Geschwindigkeit  heisst  die  Beschleunigung  des 
beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t.  Bezeichnen  wir  die  Beschleunigung  mit 
9,  80  besteht  demnach  die  Gleichung 

du        d[v] 

^^Yt^  ~dr 

und  folgt  aus  ihr  die  Elementarbeschleunigung  du  =  q>df  =  d[ti].  Die 
Richtung  der  Beschleunigung  ist  die  Bichtung  der  Elementarbeschleunigung. 
Die  Beschleunigung  (p  ist  die  geometrische  Derivirte  der  Ge- 
schwindigkeit nach  der  Zeit,  wie  die  Elementarbeschleunigung 
das  geometrische  Differential  derselben  nach  der  Zeit  ist.  In  den 
Ausdrücken  „geometrische  Derivirte^'  und  „geometrisches  Differential"  sind 
die  Beziehungen  der  Grösse,  der  Bichtung  und  des  Sinnes  zugleichent  halten. 

Die  Bichtung  der  Beschleunigung,  durch  den  beweglichen  Punkt  ge- 
zogen gedacht,  fällt  in  die  Ebene  der  beiden  auf  einander  folgenden  Tan- 
genten, d.  h.  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn,  welcher  die  Ebene  des 
unendlich  schmalen  Parallelogramms  0  V  parallel  ist.  Der  Sinn  der  Be- 
schleunigung zeigt  in  der  Schmiegungsebene  nach  der  Seite  der  Tangente  hin, 
auf  welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  liegt.  Denn  nach  dieser  Seite  hin 
wendet  sich  die  Tangente. 

Je  nachdem  der  Winkel  a,  welchen  die  Beschleunigung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit bildet,  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  ^n  ist,  ist  v  grösser, 
gleich  oder  kleiner  als  t;,  d.  h.  nimmt  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  v 
zu,  bleibt  ungeändert  oder  nimmt  ab  durch  das  Hinzutreten  der  Elemen- 
tarbeschleunigung du.  Umgekehrt:  ändert  die  Geschwindigkeit  ihre  Grösse 
wachsend,  bleibt  ihre  Grösse  dieselbe  oder  nimmt  sie  ab,  so  ist  a  kleiner, 
gleich  oder  grösser  als  ^tc.  Im  Falle  dass  die  Geschwindigkeit  sich  der 
Grösse  nach  nicht  ändert,  hat  die  Beschleunigung  die  Richtung  der  Haupt- 
normalen  der  Bahn  (Normalen  in  der  Schmiegungsebene)  und  ist  ihr  Sinn 
nach  dem  Erümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet. 

Aendert  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  blos   ihre  Grösse,    nicht  ihre 

Biohtnng,  d.  h.  f^llt  die  Tangente  des  folgenden  Punktes  M'  mit  der  Tap- 

gente  Ton  M  zusammen,  so  föllt  du  in  die  Tangente  und  wird  gleich  dem 

Differentiale    dv    der   Geschwindigkeit  v  im   gewöhnlichen  Sinne,    nämlich 

dv 
dem  Differentiale  blos   in  Bezug  auf  Grösse  und  ebenso  wird  9>  =   ,    die 

Derivirte  von  v  in  Bezug  auf  Grösse  allein. 

Der  Hodograph  Hamiltons  (Cap.  III,  §.  5.)  stellt  die  Aenderung  der 
Geschwindigkeit  sehr  zweckmässig  dar.  Da  sein  Radiusvector  die  Geschwin- 
digkeit V  ist,  so  ist  sein  Bogenelement  die  Elementarbeschleunigung.    Denkt 
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man  sich  einen  beweglichen  Punkt  den  Hodographen  beschreibend,  so  dass 
sein  Radiusvector  stets  der  Geschwindigkeit  v  des  Hauptpunktes  M  geo- 
metrisch gleich  bleibt,  so  ist  seine  Geschwindigkeit  die  Beschleunigung  des 
Hauptpunktes. 

§.  2.    Beispiele. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  einen 
Kreis  vom  Radius  r,  man  soll  seine  Beschleunigung  nach  Grösse  und 
Richtung  bestimmen. 

Da  die  Geschwindigkeit  v  constant  ist,  so  ist  das  unendlich  kleine  Dreieck 
OVV  (Fig.  123)   gleichschenklig  und  mithin    VV  senkrecht  zur  Richtung  der 

Geschwindigkeit.  Daher  ist  die  Beschleunigung 
normal  zu  dem  Kreise  und  fortwährend  nach 
dem  Mittelpunkte  desselben  gerichtet.  Hinsicht- 
lich der  Grösse  tp  der  Beschleunigung  erhält 
man  aus  jenem  Dreiecke  zunächst  die  Elemen- 
tarbeschleunigung du  =.  ffdt  ^  0V\  (VO  F') 
oder  da  der  Winkel  V  OV  der  Contingenzwin- 
kel  des  Kreises  und  gleich  dem  Winkel  MCAf 
der  beiden  Normalen  in  den  Endpunkten  3f,  IT 

Es  ist  aber 


Fig.  123. 


ds  da 

des  Bogenelementes  MM'  =  ds,  also  gleich  —  ist,  fpdt  =  v  *  — 

weiter   ^-:  =  t?  und  somit 
a  t 


V 


qp  = 


Denkt  man  sich  den  beweglichen  Punkt  als  einem  System  angehörig,  welches 
um  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  zur  Kreisebene  senkrechte  Axe  gleichför- 
mig rotirt  und  bezeichnet  die  Winkelgettchwiodigkeit  dieser  Rotation  mit  oo,  so 
wird  V  =  (or  und  lässt  sich  die  Beschleunigung  auch  durch  den  Ausdruck  9  s»  m^r 
darstellen.  Die  Beschleunigung  der  gleichförmigen  Kreisbewegung 
eines  Punktes  ist  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet;  sie 
ist  die  dritte  Proportionale  zum  Radius  und  der  Geschwindigkeit 
und  kann  durch  das  Produkt  des  Radius  und  des  Quadrats  der  Win- 
kelgeschwindigkeit dargestellt  werden;  der  Hodograph  ist  ein  Kreis 
vom  Radius  gleich  der  Geschwindigkeit. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  und  zwar  so,  dass  der  Sec- 
tor,  welchen  der  von  einem  der  beiden  Brennpunkte  nach  dem  be- 
schreibenden Punkte  gezogene  Radiusvector  während  der  Bewegung 
durchläuft,  der  Zeit  proportional  wächst,  welches  ist  die  Grösse 
und  Richtung  der  Beschleunigug  für  diese  Bewegung? 

Ist  der  Sector  der  Zeit  proportional,  so  ist  die  Sectorengesch windigkeit  (Cap.  IV. 

§.  14)  eine  Constante  c.     Ist  (Fig.  124)  MM'  =»  ds  =>  vdt  und  p  das  vom  Ursprung 

F  der  Radienvectoren  auf  die  Tangente  gefällte  Perpendikel,  so  ist  der  Elemen- 

2c 
tarsector   MFM'  =  \pvdt  und  daher   \pv  «■  c  oder  v  =  —  d.  h.   für  jede 

Bewegung,  bei  welcher  die  Sectorengeschwindigkeit  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  F  constant  ist,  ist  die  Geschwindigkeit  umgekehrt  pro- 
portional ihrem  Abstände  von  F, 
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F&llt  man  vonilfauf  den  folgenden  Badinsvector  FM'  das  Perpendikel  MQ^ 
80  wird  das  unendlich   kleine  Dreieck  FMQ'  gleichschenklig  und   werden  die 


^-^ 


Fig.  124. 

Winkel  PMF  und  QMM'  complementör;  daher  geben  die  rechtwinkligen  Drei- 
ecke FMFxmdi  QMM'  die  Proportion  JPP;  FM^  MQ :  MM'  d.  h.  p.ds^r.MQ, 
wenn  der  Radinsvector  FM  =»  r  ist.  Dieser  Radiusvector  rotirt  um  F  mit  einer 
gewissen  Winkelgeschwindigkeit  cd  und  wird  MQ  =  rcadt    Hiemit  gibt  die  eben 

2c 
entwickelte   Gleichung  |)t?  =- r*eo  oder  w  ==  -  5   d.  h.    die   Winkelgeschwin- 
digkeit um  den  Ursprung  der  Sectoren  ist  dem  Quadrate  des  Badius- 
▼  ectors  umgekehrt  proportional. 

Ist  p'  das  von  dem  Brennpunkte  F\  welcher  nicht  Ursprung  der  Sectoren 
ist,  wofQr  die  Sectorengesch windigkeit  constant  ist,  auf  die  Tangente  gefällte  Per- 
pendikel, so  ist  in  der  Ellipse  pp'  ^^  b^,  wenn  h  die  kleine  Axe  bedeutet  Hie- 
mit geht  der  obige  Ausdruck  v  :=  2c  :  p  über  in: 


V 


4t '^p 


6* 


6« 


'  F'H, 


worin  nach  bekannten  Sätzen  F' H  =»  2p  und  FH  die  grosse  Axe  2  a  der  Ellipse 
ist.    Für  den  folgenden  Punkt  M*  ist  ebenso 

V  =4¥'F'H'. 

Die  beiden  Perpendikel  F'  H  und  F'  H',  welche  von  F'  auf  die  Tangenten 
in  M  und  M'  gefällt  werden,  bilden  mit  HII'  ein  unendlich  kleines  Dreieck 
F*HH\  dessen  Seiten  2^' -ff  und  F' H'  den  Geschwindigkeiten  v^v  in  den  Punk- 
ten MjM'  proportional  sind.  Zieht  man  daher  durch  den  Punkt  M^  ausser  der 
Tangente  noch  eine  Gerade  parallel  zur  Tangente  des  Punktes  M'  und  trägt  auf 
diese  beiden  Linien  die  Geschwindigkeiten  v,  v  als  Längen  31 V,  MV  auf,  so 
erhält  man  ein  weiteres  Dreieck  M  V  V\  welches  dem  Dreieck  F'  HH'  ähnlich  ist 
und  zwar  ist  das  Verhältniss  der  Seiten  c  :  &^  Die  unendlich  kleine  Linie  V  V 
des  Dreiecks  MW  ist  aber  die  Elementarbeschleunigung  du  =t  tpdt  für  den 
Punkt  M  und  erhält  man  daher 


yd«  =  -^  .  HU\ 


Da  HH*  wmt  2  am  dt  ist,  so  wird  hiemit  9  «> 


2ac 


CD  oder  mit  Hülfe  des  obi- 


gen Aüsdniokes  für  die  Winkelgeschwindigkeit  «: 
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9"^  M  ^s 


4ac^ 

Diesem  Ausdrucke  kann  man  noch  eine  etwas  andre  Form  geben,  indem  man 
die  Constante  c  durch  die  Umlaufszeit  T  darstellt.  Es  ist  nämlich,  da  die  Seo- 
toren  der  Zeit  proportional  sind,  cT  ^^  nah^  nämlich  gleich  dem  Inhalt  der  gan- 
zen Ellipse;  hiemit  erhält  man 

4««a»      1 


9 


T«        r 


9 


Um  die  Richtung  der  Beschleunigung  zu  bestimmen,  ist,  da 

FH^FW  =2a, 

das  unendlich  schmale  Dreieck  FHH'  gleichschenklig  und  steht  HH'  in  der 
Grenze  senkrecht  auf  der  Richtung  des  Radiusvectors  FM,  Lässt  man  daher  das 
Dreieck  F' HH'  um  den  Winkel  \n  sich  umdrehen,  so  wird  HH*  parallel  FM\ 
da  aber  alsdann  die  Seiten  des  Dreiecks  F'  HH'  den  homologen  Seiten  des  Drei- 
ecks MVV  parallel  liegen,  so  folgt,  dass  die  Richtung  Ton  VV  parallel  zu 
FM  ist  und  mithin  die  Beschleunigung  in  die  Richtung  des  Radiusrectors  fällt 
und  nach  dem  Brennpunkte  hinzeigt.  Bei  der  Torliegenden  elliptischen 
Bewegung  ist  die  Beschleunigung  fortwährend  nach  dem  Brenn- 
punkte hin  gerichtet,  welcher  die  Spitze  des  der  Zeit  proportiona- 
len Sectors  ist  und  ist  dieselbe  umgekehrt  proportional  dem  Qua- 
drate des  Radiusvectors. 

§.  3.    Fttr  die   Projection   der  Bewegung  eines  Punktes   M  auf   eine 
Aze  X  ändert  die   Geschwindigkeit  Vx  ihre  Richtung  nicht   und   ist  daher 

dvx 
die  Beschleunigung  (px  =  -3-,  nämlich  gleich  derDerivirtenderGeschwindig- 

dt 

keit  in  Bezug  auf  Grösse.  Projicirt  man  das  Dreieck  OVV  (Fig.  122), 
dessen  Seiten  v^  du,  v  sind  auf  die  Axe,  so  ist,  wenn  die  Elementarbe- 
schleunigung du  mit  der  Axe  den  Winkel  a  bildet,  Vx  -^  du  ,  cos  a  —  v«=  0 , 
also  dVx  *=  du  .  cos  er  und 

dVx        du 
9x  =  37  =  -j:  "  cos  a  =  9)  cos  « , 
dt         dt 

d.  h.  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung   auf  eine  Axe 

ist  die  Projection   der   Beschleunigung  der  Hauptbewegung  auf 

dieselbe. 

d  X 
Da  nach  Cap.  III,  §.  9.  v^r  =  -—  ist,  so  wird 

dt 


d^x 


9>j 


dt^' 

d.  h.  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung  ist  die  zweite 
Derivirte  der  auf  der  Axe  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte 
an  gerechneten  Abscisse. 

Projicirt  man  die  Bewegung  eines  Punktes  M  in  der  Ebene  auf  recht- 
winklige Coordinatenaxen  OXj  OT  und  sind  Xf  y  die  Coordinaten  von  M 
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zur  Zeit  t,  so  bestehen  für  die  Beschleunigungen  q>x^  q>y  der  beiden  Pro- 
jectionsbewegungen  und  die  Neigung  a  der  Beschleunigung  q>  der  Haupt- 
bewegung die  Gleichungen 

Construirt  man  von  0  aus  als  Pol  der  Radienvectoren  /  =  t;  den  Hodo- 
graphen  der  Bewegung  des  Punktes  M{x^  y)  und  sind  x\  y  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  m  von  /,  sowie  ds  das  Bogenelement  desselben ,  welches 
die  Elementarbeschleunigung  darstellt,  so  ist: 

,  _dx        f  _^ 

^  ~Tt'   ^  ~ dt' 

Ebenso  hat  man  für  die  Projectionen  der  räumlichen  Bewegung  eines 
Punktes  M{x^  y,  z)  auf  drei  rechtwinklige  Axen  OX,  OF,  OZ,  wenn  a,  ß^y 
die  Richtungswinkel  von  q>  sind: 

d^x  d^y  dPz 

cos  «  _  cos  /?       cos  y         1        „2  „  „2    .    „2    .    „2 
9»  Vy  9*  9 

und  für  den  Hodographen  die  Gleichungen: 

,-''  ^-'4,  .-=4-!,  ^-im+m+i^m'- 


dt'    ''         dt'  dt'     ^        LxdtJ     '    \dtJ    ^XdtJA 

Sind  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  M  als  Functionen  der  Zeit 
gegeben,  so  liefern  zwei  aufeinander  folgende  Differentiationen  die  Formel- 
Bjsteme  für  die  Geschwindigkeit  v  und  Beschleunigung  9,  sowie  deren 
Richtungswinkel  (a,  2),  c)  und  (a,  /?,  y)^  nämlich: 

X  =  t|;(0 ,     Vx  =  t|;'(0 »     v^  =  vi  +  vi  +  vi  , 

y  =    x(t)^     Vy  =    %{f)t     cos  a       cos  t       cos  c        1 

z  =  'ar(f) ,    Vz  =  'car'(Q ,      v^    ~   Vy    ^   v,         v' 

9y  =    %{i)  ,     COS  a        cos  ß  9     cos  y 1 

9p,  =  tar''(f),        9Pa?  9Py  9*  9 

Ist  aber  die  Bewegung  des  Punktes  M  nicht  selbst  gegeben,  sondern  sind 
bloB  9>x)  ^yi  7«  bekannte  Functionen  von  allen  oder  einigen  der  Grössen 
tyX,y^z^  Vg^VyyVaj  so  liefert  das  System  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung 

d^x  d^y  d?z 
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durch  seine  ersten  Integrale  den  Geschwindigkeitszustand  des  Punktes  M 
und  durch  seine  zweiten  Integrale  die  Coordinat^n  desselben  als  Functionen 
der*  Zeit  t^  wie  später  ausführlich  erörtert  werden  soll.  Man  nennt  diese 
Gleichungen  die  Gleichungen  der  Bewegung;  sie  wurden  zuerst  von  Mac- 
lau r in  aufgestellt  (Treatise  of  Fluxions,  1742). 

§.  4.   Beispiele. 

Die  gleichförmige  Kreisbewegung  (vgl.  Cap.  III,  §.  12.)  wird  auf 
eine  Gerade,  z.  B.  auf  einen  Durchmesser,  projicirt,  man  soll  die  Be- 
schleunigung der  geradlinigen  oscillatorischen  Projectionsbewegung 
finden. 

Ist  (0  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreisbewegung,  r  der  Radius  des  Krei- 
ses, so  ist  die  Beschleunigung  tp  =>  m^r  und  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
gerichtet.  Bezeichnet  tp  den  Winkel  Mq  CM,  welchen  (s.  Fig.  77,  S.  197)  der  Radius 
CM,  mit  der  Projectionsaxe  bildet,  so  ist  «  — '^  der  Winkel  der  Beschleunigung  tp 
mit  dieser  Axe  und  folglich  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung 

tpx=^  —  (o^r  cos  ^, 

oder  wenn  Cm  =»  o;  die  Abscisse  des  Punktes  Jlf  ist,  tpx  ^^  —  to^x,  Sie  ist  nach 
dem  Kreismittelpunkte  C  gerichtet.  Man  hat  daher  für  die  osciUatorische  Be- 
wegung die  Gleichung 

375  =  —  0)*«    oder     -rii  +  «"»^  ="  ^• 
dt  at' 

dx 
Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch  aus  der  Formel  ;ri  =  —  reo  sin  cot,    da 

Cr  Z 

r  cos  (ot  =>  X  ist. 

Für  die  geradlinige  osciUatorische  Bewegung  eines  Punktes, 
welche  die  Projectiön  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist,  ist 
die  Beschleunigung  dem  Abstände  des  beweglichenPunktes  von  einem 
festen  Punkte  der  Geraden,  nämlich  von  der  Projectiön  des  Kreis- 
mittelpunktes,  proportional  und  fortwährend  nach  diesem  Punkte 
hin  gerichtet;  sie  wechselt  den  Sinn,  so  oft  der  bewegliche  Punkt  durch 
das  feste  Centrum  hindurchgeht  und  ist  unabhängig  von  der  Oscilla- 
tionsamplitnde. 

Umgekehrt  kann  jede  geradlinige  Bewegung,  für  welche  die  Beschleunigung 
nach  einem  festen  Punkte  der  Geraden  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem 
proportional,  nämlich  <px  ="  ^x  ist,  als  die  Projectiön  einer  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung um  den  festen  Punkt  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.    Die  Winkel- 

2n 

gesch windigkeit  derselben  ist  o  =  }/x  und  die  Oscillationsdauer  I' =  — =.    Der 

y« 

Durchmesser  des  Kreises  ist  der  Abstand  der  beiden  äussersten  Lagen,  welche  der 
Punkt  während  seiner  Bewegung  erreicht  (die  Oscillationsamplitude). 

Projicirt  man  die  gleichförmige  Kreisbewegung  auf  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Axen  des  Mittelpunktes  ■  als  Axen  der  x^  y,  so  hat  man  für  die  beiden 
Projectionsbewegungen  die  Gleichungen 

a;  =-  r  cos  ot,      y  «=»  r  sin  mt^ 

aus  welchen  die  Geschwindigkeiten  derselben 

Vx  «»  —  «r  sin  atf      Vp  «■  «r  cos  tot. 


\ 
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Bowie  deren  Besohl eunigangen 

9«  =  —  (o^Xj       tpjf  =  —  (o^y 

folgen.  Beide  Bewegangen  sind  an  sich  identisch,  nur  sind  ihre  Perioden  so  ver- 
schoben, dass  die  Mazima  der  Abstände,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
(im  absoluten  Sinne  genommen)  der  einen  mit  den  Minimis  der  entsprechenden  Ab- 
stilnde,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  des  andern  gleichzeitig  eintreten. 
§.  5.  Wird  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  folgt 
aus  der  Projection  des  Dreiecks  OVV  (Fig.  122),  dass  die  Beschleunigung  der 
Projectionsbewegung  die  Projection  der  Beschleunigung  der  Haupt- 
bewegnng  ist. 

Die  gleichförmige  Kreisbewegung  eines  Punktes  wird  auf  eine 
Ebene  projicirt,  man  soll  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewe- 
gung finden. 

Die  Projection  der  kreisförmigen  Bahn  des  Punktes  M  ist  (Fig.  125)  die  el- 
liptische Bahn  des  Projectionspunktes  m,  der  Mittelpunkt  c  derselben  die  Projec- 
tion des  Mittelpunktes  C  jener;  die  grosse  Axe 
2  a  der  Ellipse  liegt  parallel  der  Schnittlinie 
der  Ebenen  beider  Curven  und  ist  gleich  dem 
Durchmesser  2a  des  Kreises,  die  kleine  Axe 
25  i&llt  in  die  Ebene  des  Neigungswinkels  a 
beider  £benen  und  ist  &  «»  a  cos  a.  Ist  cd  die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Kreisbewegung,  so 
ist  V  ^^  am  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
M  und  qp  =»  ao^  seine  Beschleunigung  und 
hat  die  Richtung  MC  nach  dem  Kreismittel- 
punkt. Die  Beschleunigung  ip  der  elliptischen  Bewegung  ist  die  Pro- 
jection von  qp  und  folglich  nach  dem  Mittelpunkte  c  der  Ellipse  gerich- 
tet und  hat  die  Grösse  ^  =^  (p  cos  (qp,  ^)  =i  reo',  wenn  der  Radiusvector  cm  der 
Ellipse  mit  r  bezeichnet  wird;  sie  ist  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
proportional. 

Bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist  die  Sectorengeschwindigkeit  c  fQr 
den  Mittelpxmkt  des  Kreises  als  Ursprung  der  Sectoren  constant  c  =*  n  a^  :  2\ 
wenn  T  die  Umlaufszeit  bedeutet,  welche  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  oa 
mit  Hfilfe  von  (oT  =>  2n  ausgedrückt  werden  kann.  Da  der  Sector  der  Kreis- 
bewegung, welcher  in  einer  endlichen  oder  unendlich  kleinen  Zeit  beschrieben 
wird,  dieser  Zeit  proportional  ist  und  die  Sectoren  der  Ellipse  diQ  Projectionen 
der  Sectoren  des  Kreises  sind,  so  sind  auch  diese  der  Zeit  proportional  und  ist 
für  die  elliptische  Bewegung  die  Sectorengeschwindigkeit  constant,  nämlich 
e'  «»  c  cos  a.  Da  die  Umlaufszeit  für  beide  Bewegungen  gleich  gross  ist,  so  hat 
man  c  T  »-  9ra5.  Man  kann  daher  dem  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  t/^  auch 
noch  die  Form  gBben: 


Fig.  125. 


4«* 


r 


4c^ 


ih» 


a^b 


a' 


r. 


Wählt  man  die  Hauptaxenrichtungen  ca  und  ch  der  Ellipse,  als  Axen  der 
x^  y^  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  m  leicht  als  Functionen  der  Zeit  zu 
erhalten.  Ist  n&mlich  M  zur  Zeit  ^  =i  o  in  ^,  so  wird  AM  ^^  amt  und  der  In- 
halt des  Dreiecks  ACM  gleich  -^a*  sin  a>t,  der  seiner  Projection  ist  aber  \ay\ 
daher  erhftlt  man  die  Gleichung  y  '^b  Äu  mt^  zu  welcher  man  ^  «■  a  cos  tat  aus 


320 


Tangential-  u.  Centripetalbeschleunigang.    11.  Th.,  Cap.  VIII,  §.  6. 


der  Gleichung  f — j  +  (-r-)  =  1    der  EUipae  findet     Für   die  Polarcoordinaten 


cm 


tg^ 


r  und  <^  acm  =  &  des  Ponktes  m  erhält  man  r*  =»  a*  Gos^tot  +  2>'  sin'«*, 
tg  mt. 


a 


IT'M'      f>< 


Aus  dem  Vorstehenden  schliesst  man  leicht  umgekehrt,  dass,  wenn  ein  Punkt 
eine  Ellipse  beschreibt  unter  Einfluss  einer  nach  dem  Mittelpunkt  gerichteten 
Beschleunigung  I  diese  dem  Badiusvector  proportional  und  dass  die  Sectorenge- 
sch windigkeit  der  Bewegung  constant  sein  muss.  Denn  es  gibt  immer  einen 
Kreis,  dessen  Projection  die  Ellipse  ist  und  in  ihm  eine  Bewegung,  welche  der 
elliptischen  Bewegung  folgt;  für  diese  ist  alsdann  die  Beschleunigung  nach  dem 
Mittelpunkt  gerichtet  und  dem  Badius  proportional,  folglich  die  Geschwindigkeit 
der  Kreisbewegung  constant. 

§.  6.    Die  Elementarbeschleunigung  du  kann  als  eine  unendlich  kleine 

Geschwindigkeit,    wie  jede   Geschwindigkeit  auf  mannigfache  Art  in  zwei 

oder  mehrere  Componenten  zerlegt  werden,  deren  geometrische  Summe  sie 

du 
ist    Dasselbe  gilt  von  der  ihr  proportionalen  Beschleunigung  9p  =  ~jt  * 

Eine  besonders  wichtige  Zerlegung  von  g>  ist  ihre  Zerlegung  nach  der 
Tangente  und  Hauptnormalen  der  Bahn  oder  die  Zerlegung  in  die  Tangential- 

und  Normalbeschleunigung  q>i  und 
g>n.  Bildet  g>  mit  der  Tangente 
den  Winkel  a,  so  ist  (Fig.  126) 

q)f  ts=z  q)  cos  a ,     9>ii  =°  9  sin  a . 

In  dem  mehrfach  benutzten  unend- 
lich kleinen  Dreieck  OVV\  des- 
sen Ebene  der  Schmiegungsebene 
parallel,  dessen  Seiten  die  Geschwindigkeiten  zu  den  Zeiten  t  und  dt  und 
die  Elementarbeschleunigung  du  darstellen,  ftlle  man  von  V  oder  7'  die 
Perpendikel   VQ,  V'Qf  auf  die   Seiten    OF,  0  F',   so  ist,  da  Winkel 

V'VQf  =  FF'0  =  a 
wird, 

VQf  _  Or  —  OV  _dv       ^dv^ 

du        q)  dt^ 

vds        V  de 

q>  dV 


Fig.  186. 


cos  €t 


Sin  a 


VQ 


OY.ds 


YY'  YY'  du 

wo  de  den  Contingenzwinkel  bedeutet.    Hiemit  erhält  man 

dv  de 


V 


dB  ist  zugleich  der  Winkel  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Normalen  MC^  M'C 

de 
und  stellt  —  die  Winkelgeschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  um  den 
dt 

Krttmmungsmittelpnnkt  C  dar.    Dem  Ausdrucke  für  9»  kann  man  noch  zwei 
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andere  Formen  geben,  wenn  man  die  bekannte  Beziehung  zwischen  Bogen- 
element,  Contdngenzwinkel  und  Krümmungshalbmesser  in  Verbindung  mit 
dem  Ausdrucke  für  die  Geschwindigkeit  heranzieht,  nämlich: 

äs  äs 

^       de'  dt 

Bliminirt  man  hiemit  aus  g>n  einmal  de ^  das  andremal  r ,  so  erhält  man  noch: 

Daher : 

Die  Beschleiinigung  eines  Punktes  kann  in  zwei  Componenten 
zerfftllt  werden,  in  die  Tangentialbeschleunigung  und  die  Nor- 
malbeschleunigung, erstere  längs  der  Tangente,  letztere  längs 
der  Hanptnormalen  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  ge- 
richtet. Die  Tangentialbeschleunigung  ist  die  Derivirte  nach 
OrÖsse  von  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  Zeit,  die  Normal- 
beschlennigung  ist  der  Quotient  aus  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit durch  den  Krümmungshalbmesser,  oder,  was  hier- 
mit gleichbedeutend  ist,  das  Produkt  aus  dem  Krümmungshalb- 
messer und  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den 
Krümmnngsmittelpunkt,  oder  auch  das  Product  aus  der  Geschwin- 
digkeit V  und  dieser  Winkelgeschwindigkeit. 

Die  Normalbeschleunigung  heisst  auch  die  Centripetalbeschleu- 
nigung,  weil  sie  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet  ist. 

Die  Zerlegung  der  Beschleanigang  in  ihre  tangentielle  und  normale  Compo- 
nente  ist  vorzugsweise  deswegen  so  wichtig,  weil  sie  den  Antheil,  welchen  die 
Beschleimigung  an  der  Aenderung  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  hat,  von 
dem  trennt,  den  sie  an  der  Aenderung  ihrer  Grösse  nimmt.  Der  Ausdruck  der 
Tangentialbeschleunigung  enthält  nichts,  was  sich  auf  die  Krümmung  der  Bahn 
und  mithin  nichts,  was  sich  auf  die  Abweichung  der  Tangente  bezieht,  dagegen 
enthält  die  Normalbeschleunigung  das  die  Krümmung  der  Bahn  bestimmende  Ele- 
ment. Die  Tangentialbeschleunigung  beschleunigt  daher  den  Punkt  in  seiner  Bahn 
allein,  d.  h.  verändert  die  Geschwindigkeit  hinsichtlich  der  Grösse  allein,  die 
Normalbeschleunigung  krümmt  die  Bahn,  ohne  Einfluss  auf  die  Aenderung  der 
Grösse  der  Geschwindigkeit  zu  haben.  Ist  daher  eine  Gleichung  gegeben,  welche 
ipt  als  Function  der  Zeit  oder  des  Abstandes  ausdrückt,  so  kann  man  die  Be- 
wegung des  Punktes  in  der  Bahn  unabhängig  von  der  Kenntniss  der  Bahn  unter- 
suchen und  bleibt  dieselbe  unverändert  dieselbe,  wenn  die  Normalbeschleunigung 
■ich  80  ändert,  dass  die  Bahn  sich  anders  krümmt.  Andererseits  hängt  aber  die 
Normalbeschleunigung  nicht  blos  von  der  Krümmung  der  Bahn,  sondern  auch 
T<m  der  Art  der  Bewegung  des  Punktes  in  der  Bahn  ab,  denn  ihr  Ausdruck  ent- 
hält neben  dem  Krümmungshalbmesser  auch  die  Geschwindigkeit. 

Ist  die  Bahn  geradlinig,  so  wird  9  =  00,  mithin 

dv 
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Die  Hedchleunigaog  reducirt  sich  auf  die  Tangentialbeschleanigaiig.  Ist  die  Be- 
wegung gleichförmig,  also  v  constant,  so  wird 

9r  ==*  0,    qpH  =  —  =s  9,    tga  =  ao. 

9 

Die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  normal  zur  Bahn. 

Ans    den    Gleichungen    q)n  =  g)  ^in  cc  =  —   folgt  9^  sin  a  »»  t^.    Es 

ißt  aber  q  sin  a  die  halbe  Sehne  ^  c ,  welche  die  Richtung  der  Beschleunigimg, 
durch  deiH beweglichen  Punkt  gezogen,  in  dem  Ejümmongskreise  bestimmt 
(Beschleunigungssehne).   Daher  die  Gleichung: 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
der  Beschleunigung  und  der  halben  Beschleunignngssehne.  Ein 
Kreis  um  M  mit  der  Geschwindigkeit  v  als  Radius  bestimmt  auf  der  Rich- 
tung der  Beschleunigung  diesseits  und  jenseits  von  M  zwei  Punkte  ^  ^,  in 
Bezug  auf  welche  der  Endpunkt  der  Beschleunigung  und  die  Mitte  der 
Sehne  c  conjugirte  harmonische  Punkte  sind. 

§.  7.  Während  der  bewegliche  Punkt  von  M  aus,  wo  er  sich  zur 
Zeit  t  befindet,  mit  veränderlicher  Geschwindigkeit  seine  Bahn  beschreibt 
und  nach  der  Zeit  /  -f~  ^  ^^  ^'  angelangt  sein  wird,  wollen  wir  gleich- 
zeitig einen  zweiten  Punkt  von  M  abgehen  lassen,  welcher  mit  constaater 
Geschwindigkeit,  nämlich  mit  der  Geschwindigkeit  Vy  welche  der  Haupt- 
punkt zur  Zeit  t  ia  M  besitzt,  sich  auf  der  Tangente  bewegt  nnd  znr  Zeit 
/  +  l>  die  Lage  N  erreicht  haben  mag.  Die  Verbindungslinie  NM*  beider 
Punkte,  welche  nach*  Grösse  und  Richtung  mit  &  veränderlich  ist  nnd  mit 
0*  verschwindet,  steht  mit  der  Beschleunigung  q>  in  der  doppelten  Beziehimg, 
dass  1)  die  Richtung  von  NM'  bei  abnehmendem  d  sich  der 
Richtung  der  Beschleunigung  (p  als  ihrer  Grenzlage  nähert  nnd 
2)  der  Quotient  des  Abstandes  JVJtf'  durch  das  halbe  Quadrat  von 
«O  in  der  Grenze  in  die  Grösse  der  Beschleunigung  übergehl  Die 
verschwindend  kleine  Sti-ecke  N3£\  welche  die  Abweichung  des  beweglichen 
Punkt>es  von  der  Tangente  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  misst,  wird 
die  Deviation  d  des  beweglichen  Punktes  genannt. 

Zum  Beweise  genügt  es,  die  Bewegungen  der  beiden  Punkte  während 

zweier  auf  t  folgender  Zeitelemente  dt  in  ver- 
'    »■  ''v         *^.,    •  folgen.    Während  des  ersten  derselben  beschrei- 

.      ^  ben  beide  Punkte  das  Element  Mm^^ds^^^väi^ 

(Fig.  127),  welches  die  Tangente  in  JH  mit  dem 

^  '^r     Krümmungskreise  gemein  hat  Während  des  Bwti- 

>*is  1^7.  tenZeitelementes  (//durchläuft  der  Hanpfpnnkt  das 

Bahnolemcnt  w3/'  ^=  tr  -j~  dv)dt,  welches  zugleich  der  xweiten  TugenCa 
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und  dem  Erümmungskreise  angehört,  w^rend  der  zweite  Punkt  auf  der 
ersten  Tangente  das  Element  mN  =  vdt  =  Mm  zurücklegt.  In  dem  un- 
endlich kleinen  Dreiecke  mNM'  sind  also  die  Seiten  mN  und  mM^  den 
Geschwindigkeiten  t;  und  v-\-dv  proportional,  deren  Richtungen  sie  besitzen. 
Construirt  man  daher  mit  mV  =  v,  mV  =  v  -\-  dv  das  Dreieck  w FK, 
so  wird  die  Deviation  NM'  parallel  der  Elementarbeschleunigung  VV'=(pdt, 

Die  Linie  NM'  schneidet  nun  den  Erümmungskreis  zum  zweitenmale 
in  einem  Punkte  F  und  ist  daher,  weil  mN  den  Krümmungskreis  berührt, 

mlP  =^S  .NF. 

Da  aber  NF  die  Bichtung  der  Beschleunigung  hat,  so  geht  es  in  der 
Grenze  in  die  Beschleunigungssehne  c  über,  und  da  mN  =  vdt  ist,  so 
erhält  man  die  Belation  v^d^  =  d  .  Cy  welche  in  Verbindung  mit  v*  ■=  ^c^p 
(§.  6.)  üefert: 

d 

Die  hieraus  folgende  Gleichung 

d  =  iq>di^, 

zeigt,  dass  die  Deviation  des  beweglichen  Punktes  ein  unendlich 
Kleines  zweiter  Ordnung  ist,  und  erhalten  wird,  indem  man  die 
halbe  Beschleunigung  mit  dem  Quadrate  des  Zeitelementes  mul- 
tiplicirt.  Ein  Punkt,  welcher  in  der  Bichtung  der  Beschleunigung  ohne 
AnfiELngsgeschwindigkeit  sich  während  des  Zeitelementes  mit  constanter  Be- 
schleunigung 9  bewegen  würde,  würde  in  dieser  Zeit  den  Weg  S  zurück- 
legeiL    Denn  ist  £  sein  Abstand  von  M  zur  Zeit  t,  so  ist  seine  Beschleu- 

T"2  ^^  ^ »  mithin  seine  Geschwindigkeit  — 

stand  §  =  i9?T*,  mithin  für  x  =  dt  gleich  ^^p^f?  «==  d.  Man  kann  daher 
die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  krummlinigen  Bahn  während  des  Zeit- 
elementes ansehen  als  aus  zwei  andern  Bewegungen  zusammengesetzt,  einer 
gleichförmigen  längs  der  Tangente  von  der  Geschwindigkeit  v ,  wie  sie  der 
Punkt  zu  Anfang  des  Zeitelementes  besitzt,  und  einer  gleichförmig  ver- 
änderlichen in  der  Bichtung  der  Beschleunigung,  mit  der  Beschleunigung  q> . 

§.  8.    Um   den   vorstehenden  Satz    analytisch  zu 
^jg^        erweisen,   seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des   beweg- 
lichen Punktes  M  (Fig.  128)  zur  Zeit  * .    Aus   ihnen 


nigimg  — g  =  (p ,  mithin  seine  Geschwindigkeit  y;  =  9  •  "p  iind    sein   Ab- 


,^ 


A  erhält  man  die  Coordinaten  des  Punktes  M\  d.  h.  des 

Ortes  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  *  +  ^ ,  indem 

. fx"      man  iix  x^y^  z  an  die  Stelle  von  *  die  Grösse  <  +  ^ 

treten  lässt.  Da  ^  bloss  för  sehr  kleine  Werthe  in 
Anspruch  genommen  wird,  so  kann  man  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  M'  nach  dem  Taylor*sch6n  Satze  in 

21* 


k 
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Reihen  entwickeln,  welche  n&ch  ganzen  Potenzen  von  ^fortschreiten,  wodurch 
man  erhält 

^^  dt        ^^  dt*         ^  ^  dt^         ^ 

^  dt        ^^  dt*         ^^  dt''         ^ 

Die  Coordinaten  des  Punktes  N  sind,  wenn  a^  ß,  y  die  Richtungswinkel  der 
Tangente  in  M  sind,  wegen  MN  =»  vd"  gleich 

rc  +  v^  cos  a ,    y  •}-  vd"  cob  ß ,    z  -^  v^  cos  y 

d  cc     d'u     dz 
oder  weil  t?  cos  a,  v  cos  p,    v  cos  y  die  Componenten  37»   717»    37  von  v  sind: 

Subtrahirt  man  diese  Coordinaten  von  den  Coordinaten  des  Punktes  M\  so 
erhält  man  für  die  Projectionen  der  Linie  NM'  auf  die  Axen: 


deren  Quadratsumme  das  Quadrat  von  NM'  bildet    Hieraus  folgt  sofort  beim 
Grenzenübergange  für  abnehmende  ^: 


Die  Cosinusse  der  Neigung  von  NM'  gegen  die  Axen  sind  proportional  den 

Projectionen   von   NM'  auf  diese  Axen,   also   in   der  Grenze   proportional  den 

d*  sß      d* ii      d  z 
Grössen  ^-^ ,    -ttj  ,   ^ttj  d.  h.    den  Componenten   der  Beschleunigung  9   parallel 

diesen  Axen.    Daher  hat  NM'  in  der  Grenz]age  die  Richtung  der  Beschleunigung. 

§.  9.    Eine  andere  gleichfalls  wichtige  Zerlegung   der  Beschleunignng 

ist  die,  deren  Componenten  parallel  und  senkrecht  zur  Richtung  des  Radius- 

vectors  eines  Polarcoordinatensystems  (r,  d)  sind. 

dv 
Die  Componente  «'r  =  -77    clor    Geschwindigkeit 

längs  des  Radius vectors  besitzt  eine  Beschlennigong 
Vr  V'r  (Fig.  129) ,  welche  im  Allgemeinen  in  zwei 
Componenten    zerfällt,    in    eine   Q  Vr   gleichfalls 

y^g  jgg  längs  des  Radiusvectors  gleich  — ^  «=  —  ^   und 

eine  andere  VrQ  senkrecht  za  ihm  gleich  t^r  ^-  =  -77  -r-  •    Die  Componente 

dt        dt  dt 


—  und  -:r  (f  -T- )   haben  sfleichen  Sinn  und  liefern  als  Gesammtcom- 
It  dt\    dt/  ^ 
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v^  «=  r  —  der  Geschwindigkeit  aber,   welche  senkrecht  zum  Radiusvector 

ist,  hat  eine  Beschleunigung,  von  deren  Componenten  die  eine,   V^R,  längs 

des  Badiusyectors    gerichtet,    den  Werth  ^  (  "tt  j   f    die    andere    senkrecht 

^  d  /    dQ\ 

zum  Badiusvector,  aber  den  Werth  -r^\r-~-j  besitzt.    Die  beiden  Bestand- 

ar  \    dt/ 

theile  der  Beschleunigung,  welche  in  die  Richtung  des  Badiusvectors  fallen, 

haben  entgegengesetzten  Sinn,  —^  abgewandt,  r\-—)    dem  Pole  0  zuge- 

dt  \dt/ 

wandt;  sie  liefern  daher  als  Gesammtbeschleunigungscomponente  ^r  l&ngs  des 

d^r  /ddY 

Badiusvectors   die  Differenz  Wr  =  -t:s  —  »*  l  -rr ;  •     Die    beiden    Beschleu- 

dt^  \dt/ 

nigungsbestandtheile ,  deren  Richtung  senkrecht  zum  Badiusvector  ist,  nftmlich 

dj^dd^ 

dt  dt 

ponente  g>^  der  Beschleunigung    senkrecht   zum  Badiusvector    die   Summe 

^drd{>    .      d^d'        1   d  (  ^d^\ 
'^''  =  ^Jt'dt'^''d?'^VdtV  liJ' 

Um    diese    Resultate    analytisch    zu    erhalten,    differentüre  man    die 
Gleichongen  x  =  r  cos  &,  y  =  r  ain^  zweimal  nach  t ,  welches  liefert 

dt* 

nnd  projicire  diese  Beschleunigungscomponenten  parallel  den  Azen  der  x,  y 
anf  den  Badiusvector  und  eine  zu  ihm  senkrechte  Gerade.  Die  Componente 
parallel  zum  Radiusvector  wird 

ä'x        ^   ,    d*y   .     ^       d'r  /d»y 

die  senkrecht  zu  ihm 

^y        «    •    ^«    .     ^         .drdO,      dP^ 
^^,cos*  +  -^^,sml>=2--^-  +  r^. 

§.    10.     Für    die    Tangentialcomponente    (pt    der    Beschleunigung    ist 

dv 

--sssqif,    Ist  also  cpi  als  Function  der  Zeit  dargestellt,    so  folgt,    wenn 

d  t 

^>  ^)  ^01  ^0  zusammengehörige  Werthepaare  sind: 

t 

V  —  t;^  =   I  q>t .  dt. 


ii^=ld¥'-'U\''''^+l'dtTt+'^\'''^ 
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Die  Aenderung,  welche  die  Geschwindigkeit  während  irgend 
eines  Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  dem  Integrale  der  Tan- 
gentialbeschleunigung, ausgedehnt  über  dasselbe  Zeitinteryall, 
d.  h.  gleich  der  Summe  aller  tangentiellen  Elementarbeschlen- 
nigungen  in  dieser  Zeit    Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  q>t  <=  9>, 

da  q>n  =  0  ist. 

dv  ds 

Aus  den  Gleichungen  -r:  =  g>t  und  —-  =v folgt  durch  Elimination  von 

dt  dt 

d^  die  Gleichung  v—  =  (pt  oder  d  .  i  v^  =  tpt ,  ds.    Wenn  also  q)t  als  Function 

des  Abstandes  s  von  irgend  einem  Anflajigspunkte  auf  der  Bahn  gedacht 
wird  und  man  integrirt  noch  s  zwischen  den  Grenzen  5^,  5,  welchen  die 
Werthe  Vq,  v  der  Geschwindigkeit  entsprechen,  so  kommt 

8 

^v^  —  ^vl==   I  g>t .  ds. 

Das  Produkt  aus  der  Tangentialbeschleunigung  tpt  und  dem  Wege  ds 
des  Punktes  im  Zeitelemente,  welches  Produkt  das  Element  des  Integrales 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bildet,  wollen  wir  der  Analogie  mit 
späteren  Begriffen  wegen,  die  wir  in  der  Theorie  der  Kräfte  finden  werden, 
die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  und  das  Integral  selbst,  die 
Summe  dieser  Elementararbeiten,  die  totale  Arbeit  oder  kurz  die  Arbeit 
der  Beschleunigung  längs  des  Weges  s  —  Sq  nennen. 

Die  Aenderung,  welche  das  halbe  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit beim  Uebergang  des  Punktes  aus  einer  ersten  in  eine  zweite 
Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Arbeit  der  Beschleunigung  längs 
des  durchlaufenen  Weges. 

Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Beschleunigung  q>  mit  der  Tang^ite  bildet, 
so  ist  die  Elementararbeit  (pt .  ds=(p  cos  a.ds.  Indem  man  den  Factor  cos a 
ZM.  ds  zieht,  stellt  ds  cos  a  die  Projection  des  Elementar weges  auf  die  Richtung 
der  Beschleunigung  dar.  Man  kann  daher  auch  definiren':  Die  Elementar- 
arbeit der  Beschleunigung  ist  das  Produkt  aus  derBeschleunigung 
und  der  Projection  des  Elementarweges  auf  die  Richtung  der- 
selben. Man  pflegt  sogar  den  Begriff  der  Elementararbeit  noch  dahin  zu 
erweitem,  dass  an  die  Stelle  des  im  Zeitelemente  wirklich  durchlaufenen 
Elementes  ds  eine  andere  unendlich  kleine  Linie  irgend  \y elcher  Richtung, 
um  welche  der  bewegliche  Punkt  ganz  abgesehen  von  den  wirklichen  Um- 
ständen seiner  Bewegung  verschoben  gedacht  werden  kann,  tritt.  Eine  solche 
gedachte  Verschiebung  nennt  man  eine  virtuelle  Verschiebung  und  die 
ihr  entsprechende  Elementararbeit  virtuelle  Elementararbeit.  Die  Be- 
zeichnung „virtuell^'  (von  virtus^  die  Fähigkeit,  Möglichkeit)  soll  ausdrücken, 
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dasB  diese  Verschiebungen  nur  als  möglich  gedacht  werden,  nicht  wirklich 
erfolgende  zu  sein  brauchen.  Statt  „virtuelle  Verschiebung'*  ist  vielfach  der 
weniger  passende  Ausdruck  „virtuelle  Geschwindigkeit*'  üblich. 

Ist   Fig.    130   MN   eine    wirkliche    oder   virtuelle    Verschiebung    des 
Punktes  M  in  dem  Sinne  MN^   so   ist  die  entsprechende  Elementararbeit: 

q> .  MN.  cos  a  =  9  .  MQ  =  MQf  .  MN . 

Dieselbe  ist  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem  a<^7t,  a  =  ^n  oder 
a  >  ^  TT  ist.    Im  ersten  Falle  haben  die  Verschiebung  und  die  Componente 

MQf  der  Beschleunigung  gleichen  Sinn  und 
Q'  erleidet  der  Punkt  eine  Beschleunigung  im 
Sinne  seiner  Verschiebung,  im  letzten  Falle 
haben  beide  entgegengesetzten  Sinn  und  wird 
M  im  entgegengesetzten  Sinn  der  Verschiebung 
beschleunigt;  oder  mit  Zugrundelegung  der 
^*8-  ^^  Ausdrucksform  g>  ,  MQ:  im  ersten  Falle  flült 

die  Projection  des  Wegelementes  MN  auf  die  Richtung  der  Beschleu- 
nigung im  Sinne  dieser,  im  letzteren  im  entgegengesetzten.  Im  ersten 
Falle  wird  der  Punkt  in  seiner  Bahn  beschleunigt,  d.  h.  wSchst  seine  Ge- 
schwindigkeit, im  zweiten  Falle  wird  er  verzögert,  nimmt  die  Geschwindig- 
keit ab. 

Man  kann  sich  diese  Beziehungen  an  dem  Beispiele  der  jährlichen  Bewegung 
der  Erde  verdeutlichen.  Abgesehen  von  der  Axendrehung  und  den  Dimensionen 
der  Erde  beschreibt  der  Mittelpunkt  derselben  im  Laufe  des  Jahres  eine  Ellipse, 
von  deren  Brennpunkten  der  eine  der  Sonnenmittelpunkt  ist.  Die  Bewegung  in 
dieser  Ellipse  befolgt  die  Gesetze  der  in  §.  2.  erläuterten  elliptiechen  Bewegung 
und  ist  die  Beschleunigung  fortwährend  nach  jenem  Brennpunkte  gerichtet.  In 
den  Endpunkten  der  grossen  Axe  (Perihelium  und  Aphelium)  ist  die  Richtung  der 
Beschleunigung  senkrecht  gegen  die  Richtung  der  Tangente,  in  welche  der  Ele- 
mentarweg fällt  und  während  die  Erde  vom  Perihelium  zum  Aphelium  geht,  ist 
der  Winkel  beider  Richtungen  stumpf,  während  sie  vom  Aphelium  zum  Perihelium 
Borückkehrt,  ist  er  spitz.  Im  Perihelium  und  Aphelium  ist  die  Elementararbeit 
der  Beschleunigung  Null,  längs  der  Bahn  vom  Perihelium  zum  Aphelium  ist  sie 
negativ  und  nimmt  folglich  die  Geschwindigkeit  ab ,  längs  der  Bahn  vom  Aphelium 
zum  Perihelium  ist  sie  positiv  und  wächst  also  die  Geschwindigkeit.  Dies  stimmt 
fiberein  mit  dem  Satze,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit  umgekehrt  proportional 
ihrem  Abstände  von  dem  Brennpunkte  ist,  nach  welchem  die  Beschleunigung  ge- 
richtet ist. 

Ist  9  cos  a  constant,  so  ist  die  totale  Arbeit  der  Beschleunigung  längs 

8 

des  Weges  s  —  8^  gleich    /  ^p  cos  a  ds  =  (s  —  Sq)  <p  cos  a ,  nämlich  gleich 

dem  Produkte  aus  der  constanten  tangentiellen  Beschleunigungscomponente 
und  dem  Wege  des  Punktes. 
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Ist  die  Beschleunigung  ihrer  Grösse  nach  constant,   so  ist  die  Arbeit 

j  q)  coB  ads  =  q)  j  C08  a  .  ds  d.  h.  gleich  dem  Produkte  aus  der  constanten 

Beschleunigung  und  der  Summe   der  Projectionen  der  Wegelemente,   d.  h. 
der  Projection  des  Weges  auf  die  Richtung  derselben« 

Indem  man  q>  cos  a  als  die  Ordinate  einer  Curve  für  s  als  Abscisse 
construirt,  kann  man  die  totale  Arbeit  als  den  über  der  Basis  s  —  Sq 
stehenden  Flächemraum  dieser  Curve  erhalten,  sei  es  durch  directe  Inte- 
gration  oder  durch  mechanische  Quadratur.  Der  mittlere  Werth  q>t  der 
Beschleunigungscomponente  q)t=q>  cos  a  ist  daher  gegeben  durch  die  Gleichung: 


8 

(s  —  s^  '  9>t  =   I  (p  cos  a  ds . 


.8 


Nach  §.  7.  ist  i;=  ^  c^ ;  also  kann  man  den  Satz  von  der  Arbeit  der 
Beschleunigung  auch  mit  Hülfe  der  Werthe  c ,  Cq  der  Beschleunigungssehne, 
entsprechend  v  und  Vq  darstellen,  nämlich: 

«0 

^cg)  —  i%<Po=   I  g)  cos  a  ,  ds  =  ^v^  —  ^v^. 

§.  11.    Das  Produkt  aus   einer  Strecke  [a]  und   der  Projection   einer 
andern  Strecke  [b]  auf  sie,  nämlich  die  Grösse  ah  cos  a,  wenn  a  der  Winkel 

zwischen  a  und  b  ist,  ist  eine  für  die  Mechanik  wich- 
tige Grösse.  Es  wird  von  Grassmann  inneres  Pro- 
dukt von  a  und  b  genannt  und  mit  [a\b]  bezeichnet; 
Resal  und  Somoff  nennen  es  geometrisches  Produkt 

_     von  a  und  b  und  schreiben  dafür  ab .    Für  solche  Pro- 

dukte  gilt  der  Satz:  ab  =  ba.  Denn  es  besteht,  wenn 
(Fig.  131)  MÄ  =  a,  MB  =  b,  MÄ'  =  acosa,  MB"  =  b  cos  a  ist, 
wegen  des  Antiparallelismus  der  Perpendikel  ÄÄ'  und  BB"  oder  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  MAÄ'  und  MBB"  die  Relation 

MA  .  MB'  =  MB  .  MA . 
Femer,  wenn 

•    W  =  [a]  +  [«»]  +  [c]  +  ..  •  und  [s]  =  [a'J  +  [b']  +  [c'J  +  •  •  • 

zwei  geometrische  Summen  sind,  ist 


5/  =  aa'  -\-  ba  +  ca  +  •  •  •  +  ab'  -^  bb'  -\-  cb'  -\-  '  *  ' 

Denn  es  ist  die  Projection  von  /  auf  s  gleich  der  Summe  der  Projectionen 
von  a\b\  c' . . .  auf  ^,  d.  h. 

ss'  cos  {ss')  =  sa  cos  {sa')  +  sh'  cos  {sh')  +  sc  cos  {sc)  -}-••• 
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d.  h. 

SS  =  sa  +  ^^'  "f~  ^^'  "f~  •  •  • 

Es  ist  aber  sa   das  Produkt  aus  a    und   der  Projection  von  s  auf  a\  die 
Projection  von  s  ist  aber  die  Summe  der  Projectionen  von  a,  6,  c, . . .  auf 

a ;  daher  sa  =  aa  -{-  ha  -]-  ca  -]-  '  •  -  u.  s.  f.    Reducirt  sich  [s]  oder  [/] 
auf  ein  einziges  Glied  [a]  oder  [a'J,  so  wird 


ss'  =  aa  +  ah'  +  ^^ '  +  *  *  *  =*  ^'^  -^  ah  -{-  a'c  -{-  '  -• 
Die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  (p  qos  a  ,  ds  ist  ein  geometrisches 
Produkt    aus   q>  und   d^.    Ist   die  Beschleunigung  9    die  Besultante   ver- 
schiedener   Beschleunigungen,    nämlich    [9]  =  [9^]  +  [^2]  +  •  • ',  so    ist 

(p  .  ds  =  (Pids -^  q)2ds -\- '  • '  d.h.  die  Elementararbeit  der  Resul- 
tanten  ist    die    Summe    der  Elementarbeiten    der   Componenten. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  ds  =  ds^  -{-  ds2  -{-'''  ^  d.  h.  wenn  die  Ele- 
mentarverschiebung die  geometrische  Summe  von  verschiedenen  anderen 
Verschiebungen  ds^ ,  d  $2 , . . .  ist. 

§.  12.  Die  Elementararbeit  q)  cos  a  .  ds  =  <p  .  MN ,  cos  a  (Fig.  132) 
kann  man  umgestalten,  indem  man  in  M  auf  MN  die 
Normale  MO  errichtet,  und  MN  =  MO  .  d^  als  durch  Ro- 
tation des  Punktes  M  um  irgend  einen  Punkt  der  Nor- 
malen beschrieben  auffasst.  Es  ist  nämlich  in  dem  Aus- 
drucke der  Elementararbeit  9  .  üf  0  .  cos  a  .  ci^  die  Grösse 
ilf  0  .  cos  a  das  von  0  auf  q>  gefällte  Perpendikel  p  und 
dieselbe  also  gleich  (pp  ,  d^ ,  Das  Produkt  (pp  ist  aber 
das  Moment  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  den  Punkt  0. 

§.  13.    Es  seien  (Fig.  133)  MV  =  v ,  M'V  =  v  =v  +  dv  die  Ge- 
schwindigkeiten des   beweglichen  Punktes  in  M  und 
^^^■u^:^:^^^^  M'  zu  den  Zeiten  t  und  t  +  ^^  sowie  MQ=du=tpdt 

F\JiP"^^^^^^   die  Elementarbeschleunigung  zur  Zeit  f,  so  dass  die 

Diagonale  MV'  des  Parallelogramms  MW'Q  gleich 
V  vdrd.  Fällt  man  von  einem  Punkte  0  der  Schmiegungs- 
ebene  (der  Ebene  des  Parallelogramms)  die  Perpen- 
dikel 0P  =  |),  07r  =  t!r  und  OP,  =  Pi  auf  die  Seiten  und  die  Diagonale  der 
Figur,  so  ist  nach  Th.  I.,  Cap.  III.,  §.  4  das  Moment  der  Diagonale  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  Seiten,  nämlich 

MV'.p^  =  MV  .p  +  MQ.-ijS. 

Es  ist  aber  das  auf  M'  V  gefällte  Pei*pendikel  OP'  =^  p'  nur  um  unendlich 
kleines,  nämlich  dsda,  wenn  da  den  Contingenzwinkel  bedeutet,  von  ^^ 
verschieden,  so  dass  p^  ^=»  p  -\-  ds  da ,    Daher  geht  diese  Gleichung  in 

v(jf  +  dsdt)  «=■  v|}  +  (pdt .  tar     oder     vp  —  vj)  +  vdsda  «=  tpdfijS 
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über,  woraus  in  der  Grenze 

d(vp)  =  (pTSdi     oder     —7—-  =  ^'^  • 

wird;  d.  h.: 

Das  Moment  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn  ist  die  Derivirte  und 
das  Moment  der  Elementarbeschleunigung  ist  das  Differential 
des  Momentes  der  tieschwindigkeit  für  denselben  Punkt,  nach 
der  Zeit  genommen. 

Ist  die  Bahn  eine  ebene  Curve,  so  liegt  der  Punkt  0  in  allen 
Schmiegungsebenen,   in  diesem  Falle  kann  die  Gleichung  integrirt  werden 

und  erhält  man 

t 

vp  —  VqPq  =    /  (f'Srdt, 

d.  h.: 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung  ist  die  Aenderung  des  Momentes 
der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  der  Ebene 
der  Bahn,  welche  dieselbe  innerhalb  des  Zeitintervalles  t  —  t^ 
erleidet,  gleich  dem  Integrale  des  Momentes  der  Elementar- 
beschleunigung ausgedehnt  über  dasselbe  Zeitintervall. 

Geht  die  Beschleunigung  insbesondere  fortwährend  durch  ein  und  den- 
selben Punkt,  so  ist,  wenn  man  diesen  als  Punkt  0  betrachtet  7!f  =  0 
und  folglich 

vp  =  VqPq,     v  =  -—, 

P 

d.  h.: 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung,  bei  welcher  die  Beschleunigung 
fortwährend  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet  ist,  bleibt  das 
Moment  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  constant 
und  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  umgekehrt  proportional  dem 
Abstände  der  Tangente  von  diesem  Punkte.  Ein  Beispiel  hiezu  bot 
die  elliptische  Bewegung,  welche  wir  §.  2.  behandelten,  dar. 

Berührt  die  Richtung  der  Beschleunigung  fortwährend  einen  Kreis ,  so 
ist  für  dessen  Mittelpunkt  als  Mittelpunkt  der  Momente  t«r  constant  und 
geht  die  obige  Gleichung  über  in 

t 

Das  Moment  der  Geschwindigkeit  vp  lässt  sich  noch  etwas  anders  deuten. 
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Sectorenbeschleunigiiiig. 
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ds  pds 

Setzt  man  nämlich  für  v  seinen  Werth  -— - ,   so   wird  dasselbe  vp  =  -—-  • 

dt  dt 

Es    ist   aber  pds    der    doppelte    Inhalt    des    unendlich    schmalen    Sectors 

OMM'  =  2dS  (Fig.  134),  welchen 
der  Radiusvector  OM  im  Zeitelemente 
durchläuft,  wo  S  den  endlichen,  in  der 
Zeit  t  —  t^  durchlaufenen  Sector  be- 
zeichnen soll.   Man  erhält  nach  §.13. 

d^S 


dt 


2 


=  i9^ 


Fig.  134. 

und  hieraus  durch  IntegratioQ 

dS       /dS\        .    /    ^^^ 

d.h.:  Die  Aenderung  der  Sectorengeschwindigkeit  während  eines 
Zeitintervalles  t — t^  ist  die  Hälfte  des  Integrals  vom  Momente 
der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  den  Pol   der  Badienvectoren. 
Bezeichnen  wir  die  Sectorengeschwindigkeit  mit  i^,  so  dass 

dS 

ist,  80  wird  die  Grösse 

d^S  _dri 

dt^  ~  dt ' 

Wir  wollen  diese  Grösse,  die  Derivirte  der  Sectorengeschwindigkeit 
nach  der  Zeit,  die  Sectorenbeschleunigung  ncDuen  und  sie  mit  if;  be- 
zeichnen.   Sie  wird  also  definirt  durch  die  Gleichung: 

_dri  ^d^S 
'^~  dt~  d^' 

Aus  den  beiden  Gleichungen  if;  =  — - ,  ri  =  -—  folgt  durch  Elinüna- 

dt  dt 

tion  von  dt 


d^W 


dS 


^,     d,\ri^  =^ilßdS, 


und  hieraus  weiter: 


8 


^V'-W.=   /  ^dS, 


eine  Gleichung,  welche  der  Gleichung  ^v^  —  ^K=   1  SP^^  ^^s  Analogen 


=a 
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zur  Seite   steht.     tjßdS  dürfte  die  Elementararbeit   der  Sectorenbewegung 
genannt  werden. 

Ist  die  Beschleunigung  fortwährend  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet, 
80  ist  für  diesen  als  Centrum,  wegen  'c5'  =  0, 

dS 

dt 
d.  h.:  'o 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung,  für  welche  die  Beschleunigung 
fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  ist,  ist  in 
Bezug  auf  dieses  die  Sectorengeschwindigkeit  constant. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  wenn  diese  Constante  mit  c  be- 
zeichnet wird 

s-^s,  =  cit  —  g 

d.  h.: 

Bei  derselben  Bewegung  ist  der  in  irgend  einem  Zeiträume 
von  dem  Radiusvector,  welcher  vom  festen  Centrum  nach  dem 
beweglichen  Punkte  gezogen  werden  kann,  durchlaufene  Sector 
dieser  Zeit  proportional.  Die  constante  Sectorengeschwindigkeit  gibt 
den  in  der  Zeiteinheit  durchlaufenen  Sector  an. 

Der  letztere  Satz  führt  den  Namen  des  Princips  der  Flächen.  Er  kann 
umgekehrt  werden,  nämlich: 

Ist  bei  einer  ebenen  Bewegung  der  vom  Radiusvector  durch- 
laufene Sector  der  Zeit  proportional,  so  ist  die  Beschleunigung 
nach  dem  Ursprünge  der  Radienvectoren  gerichtet. 

Denn  aus  der  Bedingung  S  —  Sq  =  c  (t  —  ^  folgt  "n  =  ^»  T^  =  ^> 

mithin  i^tJT  =  0  d.  h.  "ST  =  0. 

Von  den  vorstehenden  Sätzen  werden  wir  später  sehr  nützliche  An- 
wendungen machen;  vorzugsweise  werden  sie  auf  die  Projectionen  räum- 
licher Bewegungen  auf  Ebenen  Anwendung  finden. 


IX.  Capitel. 

Probleme  der  geradlinigen  Beweg^ong  eines  Funktes. 

§.  1.    Ist  die  Normalbeschleunigung  (pn  der  Bewegung  eines  Punktes 
gleich  Null  und  reducirt  sich  folglich  die  totale  Beschleunigung  (p  auf  die 

Tangentialbeschleunigung    ^^  <=  — ,    so  ist  die  Bewegimg  geradlinig   und 

dt 

der  Hodograph  eine  gerade  Linie,  parallel  der  Bahn  des  Punktes.  Für 
jede  geradlinige  Bewegung  bestehen  daher  unabhängig  von  der  individuel- 
len Natur    der  Bewegung  zwischen  den  vier  Grössen  5,  t;,  9,  /,  nämlich 
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zwischen  dem  Abstände  des  beweglichen  Punktes  von  irgend  einem  Punkte 

seiner   Bahn^   der  Geschwindigkeit,   der  Beschleunigung   und  der   Zeit  die 

cts  dt/ 

beiden  Gleichungen:  -t-.=^^^    ^  =  9-      Tritt    hiezu    noch    eine    weitere 

dt  dt 

Gleichung  <Z>  (5,  Vy  q>,  t)  =  0  zwischen  denselben  Grössen,  welche  die  in- 
dividuelle Natur  der  Bewegung  bestimmt,  so  dient  das  System  dieser  drei 
Gleichungen  dazu,  um  drei  dieser  Grössen  als  Functionen  der  vierten  zu 
finden.  Durch  dasselbe  kann  also  die  Aufgabe  gelöst  werden:  die  Be- 
schaffenheit der  durch  die  Gleichung  <Z>  =  0  definirten  gerad- 
linigen Bewegung  analytisch  zu  erforschen.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  kommt  im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialglei- 
chung der  zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  zurück;  eliminirt  man 
nSmlich  aus   dem  System  der  drei  Gleichungen   die  Grössen  v  und  9,  so 

ds     ^  s 
bleibt  die  Gleichung  O  (5,  — ,    — g ,   ^)  =  0    und  nur  in  dem   besonderen 

Falle,  dass  <Z>  =  0  die  Beschleunigung  tp  nicht  enthält,  wird  dieselbe  von 
der  ersten  Ordnung  oder  geht  in  eine  algebraische  Gleichung  über,  wenn 
in  ihr  ausser  q>  auch  die  Geschwindigkeit  v  fehlt.  Die  Integration  dieser 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  oder  des  Systems  der  drei  Gleichim- 
gen  führt  zwei  willkürliche  Constanten  ein  und  um  diese  zu  bestimmen, 
müssen  noch  zwei  weitere  specielle  Bedingungen  gegeben  sein.  Diese  fin- 
det man  darin,  dass  für  irgend  eine  Zeit  /g,  deren  Werth  in  den  meisten 
Fällen  gleich  Null  angenommen  werden  kann,  die  Werthe  5^,  Vq  von  s,  v 
bekannt  sind.  Hat  man  nach  Ausführung  der  Integration  mit  ihrer  Hülfe 
diese  Constanten  bestimmt,  so  ist  die  Aufgabe  über  die  Bewegung  des 
Punktes  im  Allgemeinen  als  gelöst  zu  betrachten. 

Die  Gleichung  <Z>  =  0  umfasst  1 1  Spezialfälle ,  welche  sich  in  drei 
Gruppen  bringen  lassen,  je  nachdem  nämlich  in  ihr  nur  2,  oder  3  oder 
alle  vier  Grössen  5,  v,  %  t  vorkommen.  Die  erste  dieser  Gruppen  enthält 
6  Einzelfälle,  da  zwei  der  vier  Grössen  auf  6  Arten  mit  einander  verbun- 
den werden  können,  die  zweite  4  solche,  da  vier  Grössen  4  Combinationen 
zu  dreien  bilden  können,  die  dritte  Gruppe  enthält  blos  einen  Fall.  Diese 
Gruppen  sind: 

I.   Gruppe:  II.  Gruppe:  III.  Gruppe: 

1.  a>  (g,,  t)  =  o  1.0  (9,  s,  0  =  0        1.  a>  (9,  v,  .9,  t)  =  0. 

2.  0  (9,  s)  =  0  2.  0  (9,  v,t)  =  0 

3.  0  lg)yv)  =  0  3.  0  (9,  s,v)  =  0 

4.  0  (v,  /)  =  0  4.  a>  (s,  v,  t)  =  0 
6.  0  (r,  s)  =0 

6.  0  (5,  0  =  0 

Jeder  dieser  11  Spezialfälle  entspricht  einer  bestimmten  Aufgabe. 
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I.   Gruppe. 

1.  Fall.     Aus  der  Gleichung  $  (9,  0  =  0  ziehen  wir  (p  =»  F  (Q.    Das  zu  in- 
iegrirende  Gleichungssystem  : 

dt""'    di^"'  '^  =  -^<') 

löst  die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  die  Beschleu- 
nigung 9  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist,  die  Geschwindigkeit  v 
und  den  Abstand  8  des  beweglichen  Punktes  von  einem  beliebigen 
festen  Anfangspunkte  der  Bahn  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

Aus  der  2   und  3.  Gleichung  erhUlt  man  ^  es  F(0,  mithin 

v-v,^J  F{t)dt, 

t 

wenn  Vq,  i^  ein  Paar  zusammengehörige  Werthe  von  t;  und  t  sind.  Indem  man 
diese  Gleichung  mit  der  ersten  verbindet,  erhält  man  weiter 

und  folglich 

t         t 

«  -  «0  =-  «^0  (^  -  to)  +fdtfF(t)  dt, 

wenn  «o  der  der  Zeit  ^0  entsprechende  Werth  von  8  ist. 

d^8 
Auch  kann  man  unmittelbar  die  Gleichung  jr-,  «»  F  (Jt)  behandeln,  die  durch 

Elimination  von  t;  und  dv  sich  ergibt,  was  auf  dasselbe  hinauskommt. 

2.  Fall.    Aus  der  Gleichung  $  (qp,  «)  =>  0  entnehmen  wir  9  =>  Fiß)y  so  dass 
das  zu  integrirende  Gleichungssystem:^ 

da  dv  „,  . 

_=«,       _=,,jp,    ,p^F(s) 

die  Aufgabe  zum  Gegenstande  hat:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung 
die  Beschleunigung  tp  als  Function  des  Abstandes  s  des  beweglichen 
Punktes  von  einem  Punkte  der  Bahn  gegeben  ist,  die  Geschwindig- 
keit, welche  der  Punkt  in  dem  Abstände  8  besitzt  und  die  Zeit, 
welche  derselbe  gebraucht,  um  diesen  Abstand  zu  er-reichen,  zu 
finden. 

Um  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  ?on  8  zu  finden,  eliminiren  wir  dt^ 

d  •  \v^  p 

so  dass  — -^ — *rmF{8)  und  folglich  ^t?*  —  ^t;j«=»  /  F{8)  da  wird,  wo  v^  und  «^  zu- 

sammengehörige  Werthe  von  v  und  8  sind.  Diese  Gleichung  ist  nichts  anderes  als 
der  Satz  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung  längs  des  Weges  8  —  Sq.  Aus  der- 
selben folgt  V  und  mit  dessen  Hülfe  aus  der  ersten,  nämlich 


d 
sofort 


\^yvi  +  %j  F{8)d8 
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«0 


J 

/ 


ds 


Vvl+ifFisjda 


<0 

wenn   <o   nnd  8q  zasammengehörige  Werthe  von  t  und  s  sind.    Aus  der  letzten 

Gleichung   folgt  noch  durch  Umkehrung  s  als  Function  von  t  und  hiermit  auch 

V  als  Function  dieser  Grösse.    Die  DijQEerentialgleicEung  zweiter  Ordnung  wäre  in 

d*8 
diesem  Falle  -j-^  =  F  («).    Man  redncirt  sie  auf  die  erste  Ordnung  durch  die  Sub- 

stitution    —  =  t?,  wodurch  sie  die  Form  -—  =»  F(8)  oder  ^i—  =  F  (s)   annimmt 
dt         *  dt  ^  ^  ds 

3.  Fall.    Die   Gleichung   $  (qp,  v)  »  0  liefert  tp  =»  F  (p)  und  hiermit  das 

System 

ds  dv  -^ ,  . 

dessen  Integration  die  Aufgabe  löst:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung 
die  Beschleunigung  als  Function  der  Geschwindigkeit  bekannt  ist, 
die  Abhängigkeit  von  Zeit  und  Abstand  von  der  Geschwindigkeit 
darzustellen. 


Man  erhält  zunächst  — -  =  F  (t?)  und  hieraus  i  —  ^q  =    |  =—r  •     Um 

dt  ^  ^  J  F(v) 


s  zu 


0 

finden,  eliminirt  man  dt^  welches  -jt—  =  F(v)  und  s   -  «<,  ==    I  -^n-:  gibt;   hier- 

mit  sind  v  und  s  als  Functionen  von  t  zu  finden.    Die  Differentialgleichung  zwei- 

d^  s  /ds\ 

ter  Ordnung  des  Problems  wäre:  -775  =  JP  (t*/  * 

4.  Fall.    Die  Gleichung  $  (v,  Q  =  0  liefert  v  =  F(Q.    Es  ist  in  diesem  Falle 
das  Gleichungssystem 


und  bleibt  blos  s  als  Function  von  t  zu  finden,   nämlich:  s  —  s^  =»    1  F (t)  dt. 


f 


Die  Beschleunigung  ergibt  sich  durch  Differentiation.  Das  Gleichungssystem  löst 
die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  die  Geschwindig- 
keit als  Function  der  Zeit  gegeben  ist,  den  Abstand  s  und  die  Be- 
schleunigung qp  gleichfalls  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

6.  Fall.    Die  Gleichung  ^  (r,  a)  =  0  gibt  v  ^=»  F {s)  und  hiermit 

ds  ^, .      dv 

und  der  Sinn  der  Aufgabe  ist:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  die 
Geschwindigkeit  als  Function  des  Abstandes  gegebeji  ist,  die  Be- 
•ehlennigung  und  Zeit  als  Functionen  desselben  darzustellen. 
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s 

Man  hat  f  —  f ^  ==    1    ^7-;  'ind  tp  =  F'  (s)  -  F  (s).    —    Kann  man  aus  der 

Gleichung  *  (v,  «)  =  0  leicht  «  =  -^  (t?)  ziehen,  so  hat  man  das  System 

,  ,       da  dv 

zu  behandeln.   Hierzu  erhält  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ^'(t?)  —  =«  r, 


also 


r^'(v)dv  ^ 

t  —  ^n   =      I      ^'    8.    W. 

J  ^ 


6.  Fall.  Die  Gleichung  *  (»,  ()  =  0  gibt  s  =  -F(0  und  das  Gleichungssystem 
erfordert  blos  die  Differentiation ,  um  v  und  9  als  Functionen  der  Zeit  darzu- 
stellen. 

II.  Gruppe. 

1.  Fall.  d!>  (9,  «,  0  =  0.  Das  zu  integrirende  Gleichungssystem  löst  die  Auf- 
gabe: Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  eine  Relation  zwischen 
der  Beschleunigung,  dem  Abstände  und  der  Zeit  gegeben  ist,  die 
Natur   der   Bewegung   zu   untersuchen.    Man  gelangt  zu  der  Differential- 

(d^8  \ 

j-  ,  s,  M  =  0 ,   durch   deren  einmalige  Integra- 
tion eine  Gleichung  der  Form  i^(-r-,8,(j  =  (7  gefunden  wird.    Die  Constante 

da 
bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass  v  =  -j-  in  v^   und   5  in  5o  für   t  =^  t^ 


dt 


übergeht ,  so  dass  F  {Vq  ,  a^ ,  t^)  =  C.  Die  zweite  Integration  liefert  ein  Resultat 
von  der  Form  tfj  {a,  t,  C)  =^  C  und  wird  der  Werth  von  C  auf  dieselbe  Weise, 
wie  der  von  C  bestimmt,  nämlich  ip  (s^,  t^,  C)  =  C\  Im  Allgemeinen  gehört  der 
vorliegende  Fall  zu  den  schwierigeren,  da  es  keine  allgemeinen  Reductionsmittel 
gibt,  welche  die  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  auf  die  erste  Ordnung  zurück- 
führt, wenn  in  derselben  ausser  der  unabhängigen  Variabein  t  auch  die  zu  be- 
stimmende Function  a  selbst  vorkommt. 

2.  Fall.  <^  (9,  v,  t)  =  0.  Das  Gleichungssystem,  dessen  Sinn  die  Lösung  der 
Aufgabe  verlangt:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  eine  Relation 
zwischen  der  Beschleunigung,  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  ge- 
geben  ist,  die  Beschaffenheit  der  Bewegung  zu  erforschen,  liefert  die 

(d^a    da      \ 
jTj ,  t;»  0  =  ^»  welche  immer  auf   die  erste  Ordnung  zurückge- 
führt wird,   indem  man  den  niedrigsten  Differentialquotienten   als    neue  Variable 
einführt,  weil  nämlich  eine  der  Grössen  s,  *,  hier  s,  fehlt.    Diese  Gleichung  erster 

Ordnung  ist:  *  (fl»  «^»  *)  =  Ö-    Si«  liefert  F{v,t)  =  C,  wobei  F(t?o,  *o)  «=  ^ 

da 
und  weiter,  indem  man  t7  s»  —  setzt  und  abermals  integrirt:  'ip  («,  ^,  C)  «>  C\  wo- 

d  t 

bei  1/.  (»0,  «„  G)  -  C. 

3.  Fall.    9  (9,  «,  «)  —  0.    Das  Oleichangmygtem  liefert  die  Gleiohnng  twei- 
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ter  Ordnung  ^  (  jj^  v  37  >    «  j  =  0,  sie  sinkt  anf  die  erste  Ordnung  herab,  indem 

man  r  =—  -r-r  als  neue  Variabele  einführt,  d.  h.  -rTi  =-r-=^---—  =  t?  -r-  setzt. 
dt  dt*        dt       da    dt  ds 

Die  80  zu  gewinnende  Gleichung,  welche  auch  aus  dem  System  erhalten  wird,  in- 
dem man  tp  und  t  eliminirt^  ist:  *  (r  ^  ,  r,  sj  =  0,  u.  s.  w. 

4.  Fall.  ^  (t7,  IT,  Q  =»  0.  Das  Gleichungssystem  erfordert  blos  die  Integra- 
tion der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  $  (jr,  s,  f)  =»  0,  das  in  dem  Glei- 

chongBsystem  ausgesprochene  Problem  also  auch  nur  die  Bestimmung  einer  Con- 
atanten,  welche  mit  Hülfe  von  Sq,  t^  erfolgt.  Die  Bestimmung  der  Beschleunigping 
nimmt  blos  die  Differentiation  in  Anspruch. 

III.   Gruppe. 

Der  einzige  hier  vorliegende  Fall  *  (9,  t?,  s,  0  =  0»  behandelt  die  Frage: 
Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  zwischen  der  Beschleunigung, 
der  Geschwindigkeit,  dem  Abstände  und  der  Zeit  eine  Relation  ge- 
geben ist,  die  Bewegung  zu  untersuchen.    Die  Gleichung  zweiter  Ordnung, 

(d^s    ds  \ 

■jTj »  ^ »  ^»  V  ~  ^*     Sie  ist  im 

Allgemeinen  nicht  unmittelbar  auf  die  erste  Ordnung  reducirbar,  doch  gibt  es 
gr5s86re  Gruppen  von  Gleichnngsformen  dieser  Art,  wie  die  linearen  und  die 
homogenen  Gleichungen,  deren  Integration  nach  bestimmten  Principien  geleistet 
werden  kann.  Die  Bestimmung  der  beiden  Integrationsconstanten  erfolgt,  wie 
früher. 

§.  2.    Beispiele. 

1.  Die    Beschleunigung   einer   geradlinigen   Bewegung    sei   fort- 

ds  dv 

w&hrend   Null.    Das   System  —   ==»  v,     —  =  qp,  qp  =  0  liefert 

dt  (i  t 

V  =  r„,  s  —  So  =  v^t. 

Die  Bewegung  ist  gleichförmig. 

2.  Die  Beschleunigung  sei  constant,  gleich  a  und  habe  mit  der 
Geschwindigkeit   v^    zur   Zeit  t^    gleichen    Sinn.     Das   Gleichhngssystem 

T^  —  V,    j*="9'»    9  =  «  gil>^  nach  Gruppe  I,  Fall  1 : 

t?  —  t?o  =■  « (^  —  *o), «  -  «0  ==  t?o  {t  —  g  +  i«  (*  —  *o)'- 

Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Die  Elimination  von  t  liefert 
\v^  —  ^vl  =»«(«  —  «0);  die  von  a  liefert  s  — So=i(Po+^)(*— W-  Unbeschadet 
der  Allgemeinheit  kann  man  <o  =  ^  setzen,  d.  h.  die  Zeit  von  dem  Momente  an 
x&hlen,  wo  v  »>  v^.  Die  Formeln  werden  dann  etwas  einfacher,  nämlich,  wenn  man 
zugleich  noch  die  Abstände  8  von  dem  Punkte  M^  an  zählt,  in  welchem  sich  der 
bewegliche  Punkt  zur  Zeit  t  =  0  befindet  (Anfangslage),  wodurch  s,,  =  0  wird: 

Ist  insbesondere  noch  Vq  =»  0,  d.  h.  geht  der  Punkt  von  3/^  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit ab,  so  ist  V  =  a^ ,    s  =^  \  cct* ,    s  «  ^r^ ,    \v*  »  as. 

Die  Bewegung  ist  durch  folgende  Umstände  charakterisirt:  Die  Geschwin- 
digkeit wächst  der  Zeit  proportional,  ihre  Zunahme  beträgt  für 
ScnauEi,  MMhaaUc  I.  22 
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jede  Zeiteinheit  a;  die  Geschwindigkeitscnrve  ist  eine  gegen  die  Axe 
der  t  unter  einem  Winkel  arc  tg  cc  geneigte  Gerade.  Der  Abstand  s 
wird  durch  den  Inhalt  des  Trapezes  gemessen,  welches  von  der  Ge- 
schwindigkeitslinie, der  Aze  der  t  und  den  beiden  Ordinaten  v^  und 
t;  gebildet  wird;  die  Gurve  der  Abstände  8  ist  eine  Parabel.  Geht 
der  Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ab,  so  wachsen  die  Ab- 
stände dem  Quadrate  der  Zeit  proportional  und  die  in  den  aufein- 
anderfolgenden Zeiteinheiten  durchlaufenen  Räume,  wie  die  unge- 
raden Zahlen,  es  sind  nämlich  die  Räume,  welche  resp.  in  der  1.,  2., 

3.,  .  .  .  ^ten  Zeiteinheit  durchlaufen  werden  ^a,  |a,  ^a i(2<—  1)«.    Die 

Arbeit  der  Beschleunigung  längs  des  Weges  s  ist  as. 

Die  Physik  lehrt,  dass  die  Punkte  der  Körper,  welche  mit  Translationsbe- 
wegung ohne  Anfangsgeschwindigkeit  im  luftleeren  Räume  aus  massigen  Höhen 
zur  Erde  fallen,  eine  Bewegung  besitzen,  deren  Projection  auf  die  Vertikale  des 
Ortes,  von  dem  sie  ausgehen,  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  ist,  und 
dass  die  Beschleunigung  a  derselben  im  Mittel  9,81  Meter  beträgt.  Ein  Punkt, 
welcher  von  dieser  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichteten  Beschleunigung 
afficirt  wird,  heisst  ein  schwerer  Punkt,  weil  die  Ursache  des  Fallens  zur  Erde 
die  Schwere  heisst.  Die  Beschleunigung  9,81  heisst  die  Beschleunigung  der 
Schwere  und  ihr  Werth  wird  im  Allgemeinen  mit  g  bezeichnet.  Derselbe  variirt 
etw'.s  mit  der  Erhebung  über  die  Erdoberfläche  oder  vielmehr  mit  der  Entfernung 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  in  Folge  dessen  mit  der  geographischen  Breite, 
da  die  Erde  keine  Kugel  ist.  In  der  Theorie  der  Kräfte  wird  hiervon  ausfShr- 
lieber  gehandelt  werden.  Für  den  fallenden  schweren  Punkt  sind  obige  Formeln 
t?  =  Vq  +  S'*»  *  =  *^o*  +  i^^'i  ^^  —  ^ü  =  2^s  oder  spezieller  v  =«  </*,  8  =  igt\ 
v^  =  2gs.  An  diese  Gleichungen,  von  denen  jede  als  eine  Folge  der  beiden  an- 
dern angesehen  werden  kann,  knüpfen  sich  leichte  Aufgaben  zwischen  den  4  Ele- 
menten g,  ty  V,  8,  sowie  weitere  zwischen  den  5  Elementen  (/,  r^,  ^,  v,  8  an. 

3.  Die  Beschleunigung  eines  geradlinig  sich  bewegenden  Punk- 
tes sei  constant,  aber  von  entgegengesetztem  Sinne  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit t^Q.  um  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln,  sei  der  Punkt 
schwer,  also  a  =^  g  und  Vq  vertikal  aufwärts  gerichtet.  Für  diese  vertikal  auf- 
steigende Bewegung  hat  man  das  Gleichungssystem:  —  =  r,   — -=9,  ^j«  —  g 

und  es  sei  femer  v  =  Tq  und  «  =  0  für  /=  0.  Aus  demselben  erhält  man:  v  —  «?o  = —  9^9 
8  =  Vot  ^  \gt^  =  \{Vq  +  t?)  ^  i«'*  —  -^vJ  =  —  g8\  die  Bewegung  ist  eine  gleich- 
förmig verzögerte,  die  Geschwindigkeit  nimmt  in  jeder  Zeiteinheit  um  g  ab  und 
wechselt  nach  einer  gewissen  Zeit  den  Sinn;  der  durchlaufene  Raum  8  wird  er- 
halten, wenn  man  von  dem  Räume  Vq  f,  welchen  der  Punkt  mit  der  Geschwindig- 
keit t'o  gleichförmig  in  t  Zeiteinheiten  zurücklegen  würde,  den  Raum  ^gt^  ab- 
zieht, den  er  in  derselben  Zeit  vertikal  durchfallen  würde.  Die  Arbeit  der  Be- 
schleunigung ist  während  des  Aufsteigens  negativ,  nämlich  —  gs.  Hieran  knüpfen 
sich  folgende  Fragen:  ä)  Wie  lange  steigt  der  Punkt  auf,  d.  h.  wann  wird  seine 
Geschwindigkeit  Null?  Die  Zeit  T  des  Aufsteigens  folgt  aus  Vq  —  gT  ^  0  näm- 
lich T  =  — ,  wie  sich  von  selbst  versteht,  da  die  Geschwindigkeit  in  jeder  Zeit- 

einheit  um  g  abnimmt,  also  nach  -^  Zeiteinheiten  erschöpft  ist.  b)  Wie  hoch  steigt 
der  Punkt?    Die  Steighöhe  H  folgt  aus  ^»J  —  pJEZ  =»  0,   ist  also 
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9 
d.  h.  der  Punkt  steigt  nur  auf  die  Hälfte  der  Höhe,  welche  er  in  der  Zeit  T  mit 
constanter  Geschwindigkeifc  Vq  erreichen  wurde.    Nach  der  Zeit  T  fällt  der  Punkt 
wieder,  da  ihn  die  Beschleunigung  g  fortwährend  vertikal  abwärts  afficirt;  von 
diesem  Momente  an  ist  die  Bewegung  die  in  Nr.  2.    c)  Wenn  der  Punkt,  nach- 

V 

dem  er  T  =  —  Zeiteinheiten  gestiegen,  (lierauf  T  Zeiteinheiten  gefallen  ist,  welche 

Tiefe  H'  hat  er  erreicht?  H'  ^  \  gT^  ^  ^v^T  =>  H.  Er  ist  mithin  an  dem 
Punkte  wieder  angelangt,  von  dem  er  ausging,  d)  Wenn  er,  nachdem  er  die 
Höhe  H  erstiegen,  um  H  hierauf  gefallen  ist,  welche  Zeit  ist  während  des 
Fallens  verflossen?  u.  s.  w.  —  Hieran  lässt  sich  ein  Schema  für  Aufgaben 
über  »0,  g,  «,  t?,  t  und  Vq,  ^,  -ff,  T  anreihen,  wie  unter  Nr.  2.  —  Die  Formel 

JET  =s  ^  -^  gibt  Veranlassung  zu  einer  vielfach   üblichen  Benennung.    Vermöge 

derselben  kann  tiaan  nämlich  zu  jeder  Geschwindigkeit  die  Höhe  finden,  welche 
ein  Punkt  mit  ihr  als  Anfangsgeschwindigkeit  ersteigen  kann,  oder  was  dasselbe 
ist,  von  welcher  er  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  herabgefallen  sein  müsste,  um 
jene  Geschwindigkeit  durch  die  Beschleunigung  der  Schwere  zu  erlangen.  Man 
nennt  diese  Höhe  die  Geschwindigkeitshöhe.  Die  Geschwindigkeitshöhe  ist 
demnach  der  Quotient  aus  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  durch  die  doppelte 
Beschleunigung  der  Schwere. 

4.  Ein  Punkt  sei  zwei  Beschleunigungen  unterworfen,  welche 
beide  in  die  Richtung  der  Vertikalen  fallen,  die  eine  sei  die  Be- 
schleunigung g  der  Schwere,  welche  ihn  abwärts  treibt,  die  andere 
^  sei  vertikal  aufwärts  gerichtet  und  sei  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  proportional  (Beschleunigung  eines 
Widerstandes).  Wenn  nun  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindigkeit 
besitzt,  welche  Bewegung  wird  er  annehmen? 

Es  sei  iff  '^  BV^.    Um  b  durch  g  auszudrücken,   sei  k  der  Werth  von  v,  bei 

t?» 

welchem  ip  =^  bJc^  =»  g  werden   würde.     Die   Elimination  von  b  gibt  'V  ^=°  <7  p  * 

Die  Resultante  beider  Beschleunigungen  ist,  wenn  ihr  positiver  Sinn  vertikal  ab- 

j^i  fji 

wärts  gerechnet  wird:  (p  =»  g  —  '^  =*  g  •  — p —  und  hiermit  ist  also  das  Glei- 
chungssystem des  Problems: 

ds              dv                          k*  —  V* 
_  =  r,     _  =  v,    <P  =  9-ji 

Aus  diesem  suchen  wir  zunächst:  1.  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  der 
Zeit,  2.  den  durchlaufenen  Raum  8  als  Function  der  Zeit  und  3.  denselben  Raum 
als  Function  der  Geschwindigkeit. 

Für  die  Beantwortung  der  ersten  Frage  hat  man  die  Gleichung: 

dv         k*  -t?' 

oder  etwas  zweckmässiger  geschrieben: 

2g  dt  2k  Ä;  —  v  -f  Aj  +  t?  1 


+ 


k  dv       *«  —  v*  *•  —  r«  k  +  v   '   k  --V 

22* 
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und  hieraus  mit  Bücksicht  darauf,  dass  v  =^  0  für  t  =»  0  ist,  durch  Integration 

2g      k  —  V    ' 

Entnimmt  man  hieraus    .--^ —  =  e  *    .so  erhält  man  leicht  durch  Addition 

k  —  i;  ' 

und   Snbstraction   von    1,   nachherige    Division    der   Resultate   in   einander   und 
schliessliche  Multiplication  mit  e     *     im  Zähler  und  Nenner 


k  k 


V  =  k  ' 


Hinsichtlich   der  zweiten  Frage  erhält  man  mit  diesem   Werthe  von  v  den 

Raum  5  aus  der  Gleichung  ~  =  t?.    Da   der   Zähler   von  t?  bis*  auf  den  Faktor 

a  % 

-^  der  Differentialquotient  des  Nenners   ist;    so   erhält  man,   indem   man  diesen 

k 
Faktor  zusetzt  und  mit  dem  reciproken  Werthe  —  desselben  multiplicirt: 


ifc'  /    *  *    \ 


8 

9 

Um  endlich  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zu  erlangen,  würde  man  aus  den 

beiden    eben  gefundenen   t  eliminiren  können,   allein  man  gelangt  dazu  ebe^iso 

leicht,  wenn  man  aus  dem  gegebenen  Gleichungssystem  dt  eliminirt  und  die  da- 

ds       k*        2v 

durch  erhaltene  Gleichung  -5-  =  r-  •  r^ =  mit  Rücksicht  auf  die  Nebenbedin- 

dv       2g    Ä*  —  tJ* 

gung  t?  =a  0  für  ^  =  0  integrirt.    Dies  Verfahren  liefert 

Ä:\         k* 


2g      k^  —  V* 
Aus  diesen  Entwickelungen  zieht  man  nun  nachstehende  Folgerungen: 

..  au  B.p,.„u.^„  7i-  „u  ,.^,  z.>  .,.  a„  k.„  ^ 

SO  nähert  sich  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  k  als  Grenze  und  da  k  constant 
ist,  so  folgt,  dass  die  Bewegung  im  weiteren  Verlaufe  sich  immer  mehr  der 
gleichförmigen  Beschaffenheit  nähert.  Es  wurde  oben  k  als  die  Geschwindigkeit 
eingeführt,  bei  welcher  die  Beschleunigung  ^  des  Widerstandes  gleich  g  werden 
würde.  Soll  dies  eintreten,  so  muss  q)  =  g  —  1/;  =>  0,  d.  h.  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Die  geführte  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Zustand  nicht 
wirklich  erreicht  wird^  sondern  nur  eine  asymptotische  Annäherung  an  ihn 
stattfindet. 

Für   sehr  grosse   t   findet   man   einen    Näherungswerth   für   «,   indem    man 


-i' 


der  Null  gleich  setzt.    Dadurch  nimmt  die  Formel  für  s  die  Gestalt  an 

k* 

8v=kt--  12, 
ff 
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Ein  Punkt,  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  k  gleichförmig  von  demselben 

Anfangspunkte  aus,  wie  der  gegebene  bewegte,  würde  in  der  Zeit  t  den  Raum  k  t 

durchlaufen,    dieser  Punkt   wäre   nach   einer   sehr   grossen  Zeit  dem  gegebenen 

Jfc* 
Punkte  um  die  Strecke  ~  /2  vorausireeilt. 

9 
Die  Gleichung  tp  =s  g  -  — — —  z=g  M  —  —  j  zeigt,  dass  für  ä;  =  oo  die  hier 

vorliegende  Bewegung  in  die  Fallbewegung  eines  schweren  Punktes  übergehen  muss, 
indem  (p  =  g  wird.  Es  ist  daher  nicht  uninteressant  zu  sehen,  wie  die  Formeln 
für  t;  und  8  in  diesem  Falle  sich  auf  v  =^  gt  und  8  =  ^^gt*  reduciren.  Was  zu- 
nächst V  betrifiFt,  welches  für  ^*  »=  oo  die  unbestimmte  Form  oo  •  0  annimmt,  so 
hat  man,  da  der  Nenner  sich  der  Grenze  2  nähert,  blos  zu  suchen: 


^t        ^It 


lim  \  kle      —  e  j  l 


Dies  ist  aber  identisch  mit 


k  k  o)  _  dt 

gt  •  lim  ==  gt  lim  r ,  lim  od  =  0 . 

Die  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner  zeigt,  dass  der  Werth  des  Aus- 
drucks unter  dem  Zeichen  lim  die  Zahl  2  ist;  daher  ist  der  Werth  des  ganzen 
Ausdruckes  ^gt  und  damit  reducirt  sich  v  auf  gt.    Zu  demselben  Resultate  führt 

k      /]c  -i-  v\ 
auch  die  Gleichung  f  =  .  --  7  (      "^    1 ;   indem   man  sie  nämlich  auf  die  Form 

(■+t)*' 

bringt:  gt  =  \l-. r-r  und  bedenkt,   dass  für  wachsende  k  der  Grenzwerth 


lim  (l  ± -)*  =*  e±  "  ist. 


Der  Ausdruck   für  s  als  Function   von  t  nimmt  für  A;  «=  oo  gleichfalls  die 
Form  oo  •  0  an,  man  findet  aber  seine  Grenze  leicht  folgendermassen. 
Man  hat  nämlich,  indem  man  mit  gt^  multiplicirt  und  dividirt 

lim«  =*s  at*  •  lim ; r-5 =  gt^  .  lim ^ = ^  ,  lim  w  =  0. 

Der  wahre  Werth   des  Bruches  unter  dem  Zeichen  Um  ist  aber  \  und  daher  er- 
gibt sich  schliesslich  8  »  igt^- 

Auch   die   dritte  Gleichung   kann  leicht  zur  Grenze  für  wachsende  k  über- 
geführt werden.     Schreibt  man  sie  nämlich  so: 

1  -| 1  e»  e     ist,  80  erhält  man:  2^s  >->   l 

oder  2^«  ■"  o*. 


e-v* 
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i*  —  »• 
Die  Arbeit  der  Bescbleunigiing  tp  =  g  — ^^ —  ergibt  sich  ans  der  Gleicbang 

'  "  Tg  ^  k*-v*'   ^^^^^®  ''®^^"^'  F^  ^  ^~~^  -  y.  qp  als: 

Ü  0 

Da  die  Arbeit  der  Beschlennigang  der  Schwere  ga  \%ij  so  bt  die  des  Widerstan- 
des \  k*   (l  —  f^i^'  ]  —  g9.    Die  Arbeit  von  tp  nähert  sich  mit  wachsendem  9 

der  Grenze  \k*. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  ein  Körper  sich  in  einem  flüssigen  oder  gasför- 
migen Mittel  bewegt,   seine  Bewegung  durch  den  Einflnss  des  Mittels  modificirt 
wird  und  eine  andere  ist,  als  sie  sein  würde,  wenn  das  Mittel  nicht  vorhanden 
wäre.    Wenn  der  Körper  als  ein  unvei^derliches  System  angesehen  wird,  so  be- 
steht seine  Bewegung  jeden  Augenblick  aus  einer  Elementarschraubenbewegung, 
welche   in  die  Translation  eines  seiner  Punkte  und  eine  Rotation  um  eine  zur 
Scbraubenaxe   parallele,   durch  jenen  Punkt  gehende  Aze  zerfällt  werden  kann. 
Spätere  Untersuchungen  werden  zeigen,  dass  man  mit  Vortheil  einen  bestimmten 
Punkt  des  Systems  zu  jenem   Punkte  wählt,    den   Schwerpunkt,    oder   Mittel- 
punkt der   Massen  uud   dass  derselbe   sich  so  bewegt,   als  ob  an  ihm  sämmi- 
liche,  die  verschiedenen  Punkte  des  Systems  afficirenden  Beschleunigungen  ver- 
einigt wären  und  er  die  Masse  des  ganzen  Systems  enthielte.    Wenn  nun  der 
EinflusB   des   widerstehenden  Mittels  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche 
verschiedene  Beschleunigungen   ertheilt,   so  setzen  sich   diese  dennoch  an  jenem 
Punkte  zu  einer  Besultanten  zusammen  und  von  dieser  ist  die  Rede,   wenn  man 
von  der  Beschleunigung  des  Widerstandes  redet.    Uebrigens  gelten  diese  Betrach- 
tungen auch  noch,  wenn  der  Körper  immer  kleiner  und  kleiner  angenommen  und 
schliesslich  zu  einem  Punkte  wird.    Diese  Beschleunigung  ist  stet^  dem  Sinne  der 
Geschwindigkeit  entgegengesetzt  und  wirkt  also  verzögernd.    Sorgfältige  Experi- 
mente haben  gezeigt,  dass  dieselbe  der  Dichtigkeit  q  des  Mittels,  d.  h.  der  in  der 
Volumeneinheit  enthaltenen  Menge  Materie  und  einer  Function  Sl  der  Geschwin- 
digkeit  proportional   ist,   welche  für  nicht  sehr  langsame  und  sehr  rasche  Be- 
wegungen v^  ist,  so  dass  die  Beschleunigung  'i^  des  Widerstandes  durch  ip  ^=»  aqSl 
ausgedrückt  wird,  worin  der  Coefficient  a  den  Werth  von  1/;  für  9  =  1  und  Sl  =  l 
ausdrückt.    Newton  fand,  dass  fGr  Kugeln  dieser  Coefficient  der  Oberfläche  pro- 
portional ist  und  da  diese  selbst  dem  Quadrate  ihres  Radius  r  proportional  ist, 
durch  a  »^  hr^  dargestellt  werden  kann,  wodurch  '^  «»  hr^f^Sl  wird.    Der  Coeffi- 
cient h  häugt  übrigens  von  der  physischen  Beschaffenheit  der  Kugel  ab  und  ist 
umgekehrt  proportional  der  Masse  derselben,  d.  h.  der  Menge  Materie,  welche  sie 
enthält.    Ist  daher  9  die  Menge  Materie  einer  Volumeneinheit,  so  wäre 

oder  wenn  man  noch  mit  g  multiplicirt  und  dividirt  und  —  =*  X  setzt, 
Hiermit  wird 
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X       o  vo 

^       -^    *  n     dr        '     ^  dr     ' 

wenn   y  =  J  —  iind  endlich  V»  =  |^  «ß  i  wenn  k  =]/  —  •     Die  letzte  Gleichung 

gibt  den  Ausdruck  für  ^',  welcher  in  der  obigen  Untersuchung  eine  Rolle  spielt; 
die  Annahme  ^  ==>  oo,  welche  die  Falibewegung  im  widerstehenden  Mittel  in  die 
freie  Fallbewegung  im  luftleeren  Baume  überführte^  entspricht,  wie  man  hieraus 
sieht,  dem  Werthe  q  =^  0,  d.  h.  der  Annahme,  dass  in  jeder  Volumeneinheit  des 
Mediums  keine  Materie  enthalten  sei. 

5.  Ein  schwerer  Punkt  steige  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v^ 
im  widerstehendenMittel  vertikal  auf;  die  Beschleunigung  des  Wider- 
standes ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional^  welche 
Bewegung  wird  der  Punkt  annehmen? 

In  diesem  Falle  haben  die  Beschleunigungen  der  Schwere  und  des  Wider- 
standes gleichen,  aber  mit  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzten  Sinn.    Wird  also 

v^  k^  +  v^ 

der  positive  Sinn  vertikal  aufwärts  gerechnet,  so  ist  (p=»—g — ^^  =  —  g  — p — 

und  hiermit  das  zu  integrirende  Gleichungssystem: 

da  dv  k^  4-  v^ 

Wir  behandeln  zunächst  wieder  die*  drei  Fragen  der  vorigen  Aufgabe.  Um 
die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  hat  man  aus  —  =  —  ^  — ^ — 

die  Gleichung  -|-  <  =  ^-   i  -  ^  d.  h.  ^  <  =  Arctg  -^  —  Arctg  --  und  hier- 

e 
V  V  o 

aus  Arctg  -r-  =  Arctg  -7?  ~  t"  *  ^^^  folglich  wenn  man  von  beiden  Seiten  Tan- 

ffenten  nimmt:  ^r  =■  tg  I  Arctg-,-  —  -r-  M  =  und  hiermit, 

^   k    ^  k 

t;o  cos  J^  -  Ä  sin  -|  e        ^ »  d     r  a  a     1 

V  ^  k =  —  :yT  M  ^0  810  -7-  *  +  *  cos  -T-  *      • 

•      9,11  9  ^         9    dt     \    "^         A;       '  ^' 

Vq  sin  -^  ^  4-  ^*  cos  ~  *         ^  «-  J 

ds 
Hiermit  liefert  -r-  =  v  sofort  s  als  Function  von  t.  nämlich 

dt 


k 

8  •' 


~  ?  •  -=-    Vo  sin  -?-  *  +  A;  COS  -~  <      • 
9       1i  \_  k  ^     j 


Den   Ausdruck   für  8  als   Function  von  t;  erhält  man   durch  die   Gleichung 


Jo 
d8  ^         k'         ' ^"  ~  '•'     f    k^  +V^ 


^  ~~  9  — Ea —  »  nämlich  2g8  =  Ä:*   I   -^    ,   ^^  d.  h. 


8 


k^       k'  +  vl 
^  9       k*+v^' 
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An  diese  Formeln  lässt  sich  die  Beantwortung  folgender  Fragen  anknüpfen: 
a)  Wie  lange  steigt  der  Punkt?   Für  die  Zeit  T  des  Aufsteigens  ist  in  der  ersten 

Gleichung  -y  i  =  Arctg    ~  —  Arctg  -j-  die  Geschwindigkeit  v  &=  0  zu  setzen; 

dies  liefert  T  =  —  •  Arctg  ~  •    b)  Bis  zu  welcher  Höhe  H  steigt  der  Punkt  auf? 

g  K 

Je*      k^  4-  t?2 
Man  findet  aus  der  Gleichung  «  =  4  —  Z  •  ,,  T — t  für  t;  =»  0  die  Höhe 

ü        a;*  +  ^^ 

c)  Wenn  der  Punkt  auf  der  Höhe  H  angelangt,   wieder  zu  feillen  beginnt,   mit 

welcher  Geschwindigkeit  v^  langt  er  am  Fusse  der  Höhe  H  an  und  welches  ist 

V  k^  ^•* 

das  Verhaltniss  —  ?    Der  Formel  s  =  -—  Z  •  7-5 5  gemäss  hat  man  hierfür 

t;  2g      k*  —  v^  ° 


2g       ifc«  — vj» 

woraus  fj   folgt.    Durch  Yergleichung  dieses  und  des  vorigen  Ausdruckes  für  H 

V  k 

ergibt  sich  für  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten:  —  ==  -,  eaiatmit« 

hin  Vj  <*  Vq  und  kommt  der  Punkt,   nachdem  er  zur  Höhe  H  aufgestiegen,  am 

Fusse  derselben  mit  einer  kleineren  Geschwindigkeit  an,  als  die  ist,  mit  welcher 

er  von  dort  aufstieg,    c)  Welche  Zeit  jf '  braucht  der  Punkt,  um  die  Höhe  H  zu 

k        k    \   V 
durchfallen?    Setzt  man  in  der  Formel  ^  =  — -  Z .  ,  "^     in  Nr.  4  fürv  den  Werth 

2g       k  —  V 

V  k 
V,  =         ^  ein,  so  ergibt  sich  aus  derselben 


y.  ^  k  ^  v,  +  yvl+  k* 

g  k 

Hiernach  ist  die  ganze  Zeit  X,  nach  welcher  der  Punkt  zu  seinem  Ausgangs- 
punkte zurückgekehrt  sein  wird: 

J  =  T+  2"  =  1  (  Arctg  ^»  +  ?  .  EojhljL+J')  . 

9    \  9  "*  j 

(2)  Welche  Arbeit  leistet  die  Beschleunigung  9  längs  des  Weges  s? 

Die  Yergleichung  der  Formeln  für  die  Beschleunigung  9  bei  der  vorliegen- 
den und  der  vorigen  Aufgabe,  nämlich 

k*  +  v>  k^  —  v^ 

9  =  -  9   -j^i—,         'P=^9—ji — 

zeigt,  dass  man  die  eine  Untersuchung  in  die  Form  der  andern  einkleiden  kann, 

wenn  man  ky —  1  für  k  setzt  und  den  Sinn  der  Beschleunigung  umkehrt,  wel- 
ches letztere  erreicht  wird,  indem  man  — 9  an  die  Stelle  von  g  treten  lässt.  Die 
Exponentialfnnctionen  setzen  sich  dann  in  trigonometrische,  und  diese  in  jene  um, 
die  Logarithmen  in  Ereisfunctionen  und  umgekehrt.  Durch  Einführung  der  Gnder- 
mann'schen  hyperbolischen  Functionen  kann  dieses  Umschlagen  der  Functionen  in 
einander  präciser  ausgedrückt  werden. 

6.   Ein  beweglicher  Punkt  wird  von  einer  Btjschleunignng  afficirt, 
welche  fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  und  dem 


\ 
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Quadrate  seines  Abstandes  von  diesem  umgekehrt  proportional  ist. 
Der  Punkt  hat  keine  Anfangsgeschwindigkeit,  welches  ist  seine  Be- 
wegung? 

Ist  MqC  =i  a  (Fig.  136)  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Centrum 
C  zur  Zeit  t  =  0  und  M^M  ^=  8  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Weg, 

so  wird  w  =  ri.    Ist  q>=^  in  der  Entfernung  AC^^r.  so  dass  also 

t.t   tac  ^        {a  —  sy  ^     " 

r* 

o ,  so  wird  cp  =3  fl  • r-,  wenn  c  eliminirt  wird.    Daher  ist  das 

« '  ^  {a  —  sy 


9m0 


9 


B 

r 


f»9  ^     Gleichnngssystem  des  Problems: 


Fig.  135. 


d8_ 

dt 


.■=t?, 


dv 
dt 


r=  qp 


V==  9' 


(a  —  8)' 


Durch  Elimination  von  dt^  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  Anwendung 

ds 
des  Satzes  von  der  Arbeit  der  Beschleunigung  erhält  man  d  -  ^  v^  =^  gr^  - — _^   ., 

und  folglich,  da  t;  =s  o  für  «  ss  o  ist: 


/•      d8  2gr^         s 

t?*s=  2gr^  I  TZ ^  =  — -—  • :• 

^      J    {a  —  sy  a        a  —  8 


0 


Hieraus  folgt  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  Min  Ä  ankommt,  in- 
dem man  «=»a  —  r  =  3foi4=sÄ  setzt: 

Ist  daher  die  Entfernung  h  nicht  beträchtlich,  so  i^t  a  nur  wenig  von  r  verschie- 
den; es  ist  dann  die  Geschwindigkeit  v  nahezu  gleich  y2ghj  also  ebenso  gross, 
als  wenn  die  Beschleunigung  fp  constant  gleich  g  wäre. 

Um  die  Relation  zwischen  8  und  t  zu  finden,  hat  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 
d8 


dt-''' 


']/Jiil,at^d8']/''-^^d8^  ^:i^-  Wf_     gg^ 


—  8)  d8 
1^ 


d  .  ya8  —  s*  +  i  «  ^  •  Are  cos  - 


i« 


und  folglich,  da  s  =  0  für  ^  =»  0  ist: 


V 


2gr* 


t  ==  -^a  Are  cos  - 


\a    —     8       ,        _  y j 


a  •  -^a 

Diese  Gleichung  ist  nicht  auflösbar  nach  s,   doch  kann  man  durch  folgende 
geometrische  Gonstruction  zu  jedem  t  das  zugehörige  8  finden.     Beschreibt  man 

über  dem  Anfangsabstande  MqC  ^s^  a 
(Fig.  136)  als  Durchmesser  einen  Kreis 
und  errichtet  im  Endpunkte  M  von 
MqM  =  8  auf  Mq C  das  Perpendikel 
Mm,  so  ist  dessen  Länge: 

Mm  «  y  8  (a  —  8) 
und  der  Bogen 


Wig.  186. 


M^m  «->  ^a  •  Are  cos 


^  a  —  8 
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BO  dass,  wenn  der  Kreis  senkrecht  zu  M^C  um  die  Strecke  Jf^^  »  M^m  parallel 
mit  sich  verschoben  wird,  wodurch  der  Punkt  m  nach  N  gelangt, 

MN  =»  4  a  Are  cos  ^-— 1-  Vaa  —  «' 

wird.  Die  Curve  AN,  welche  von  dem  Punkte  m  beschrieben  wird,  wenn  der 
Kreis  sich  um  seinen  Mittelpunkt  dreht  und  parallel  mit  sich  fortschreitet,  oder 
was  dasselbe  ist,  auf  dem  in  C  auf  CM^  errichteten  Perpendikel  rollt,  ist  eine 
Cycloide  und  wenn  die  zur  Abcisse  M^  M  ==  8  gehörige  Ordinate  MN  mit  y  be- 

zeichnet  wird,  so  wird  1/  -^ —  •  t  =  y  die  Länge,  welche  in  die  Figur  einzutra- 
gen ist,  um  die  der  Zeit  t  entsprechende  Strecke  8  zu  bestimmen. 

Die  Newton'sche  Theorie  der  Anziehung  und  die  Beobachtung  haben  über- 
einstimmend gezeigt,  dass  die  Beschleunigung  der  Schwere  bei  der  Erhebung  über 
die  Oberfläche  der  Erde  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der- 
selben abnimmt.  Unsere  Aufgabe  behandelt  daher  den  Fall  eines  schweren  Punk- 
tes im  leeren  Räume  von  beträchtlichen  Höhen.  Für  den  Fall  des  Punktes  ins 
Innere  der  Erde  gilt  jedoch  diese  Entwickelung  nicht,  denn  hierfür  ist  die  Be- 
schleunigung des  fallenden  Punktes  nicht  mehr  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  sondern  direkt  proportional  der  ersten 
Potenz  dieser  Entfernung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

7.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  sei  fortwährend  nach  einem 
festen  Centruni  gerichtet  und  der  Entfernung  des  Punktes  von  dem- 
selben proportional;  wenn  nun  der  Punkt  zur  Zeit  t  =^  0  die  Geschwin- 
digkeit V  =>  0  und  den  Abstand  a  von  dem  Centrum  besitzt,  welches 
wird  seine  Bewegung  sein?  Ist  x  (Fig.  137)  der  Abstand  vom  Centrum  zur 
Zeit  t,  so  ist,  wenn  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  in  der 
Richtung  MqC  nach  dem  Centrum  hin  von  der  Anfangslage  aus  als 
positiv  gerechnet  werden:  q>  =  k^x,  wo  k^  leicht  durch  g  ausgedrückt 
werden    kann.    Das    Gleichungssystem    der    Aufgabe  ist    daher,    wenn 

ds  dv  ,4  1.  •       I 

— ^  =s  V,      —  =3  qp,     qp  =  k^x,   wobei  8  +  X  =  a. 

d^s 
Eliminirt  man  tp  und  t;,    so  kommt  zunächst   tii  ====  ^'^i  oder,  da 

d^s    ,   d^x       ^  .  . 

Fig.  137.  -jT-^  4-  ^*^  =  ^' 

Dieser  linearen  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  genügt  als  Particulär- 

lösung  X  =  c"',  wenn  a  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  a*  -}-  ^*  =""0 
ist,  welche  Gleichung  sich  durch  Einsetzen  der  Exponentialfunction  in  die  ge- 
gebene   Differentialgleichung   ergibt.     Hieraus   folgt  «  =  +  ki   und   mithin   sind 

e*''  und  c""**'  Partikulärlösungen.    Aus   beiden   bildet  sich  daher  das  allgemeine 

Integral  x  =  Ce*'*  -j-  ^'  ^~*"  n^^t  den  beiden  Integrationsconstanten  (7,  C\  Das- 
selbe kann,  indem  man  die  Exponentialfunctionen  durch  die  gleichbedeutenden 
Verbindungen  der  geometrischen  Functionen  ersetzt,  unter  der  Form  x  =^  A  cos  kt 
-|-  .B  sin  ^^  dargestellt  werden.    Daher  erhält  man 

X  '^^  a  --  8  '^  A  COB  kt  +  B  sin  kt^     v  ^^  Ak  sinkt  —  Bk  cos  kt 


•€mO 


\ 
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und  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Constanten  sind ,  weil  v  =>  0  nnd  8  =  0 
für  *  =  0: 

0  =  a  —  Ä,    0  =  Bk. 
Daher  ist  endlich: 

s  =s  a  —  a  cos  kt^    x  =»  a  cos  kt^    v  =  ak  sin  kt 

Die  Bewegung  ist  die  bereits  im  Cap.  YIII,  §.  4.  erläuterte  oscillirende  Bewegung, 
welche  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Ihren  Gesetzen 
würde  ein  Punkt  folgen,  welcher  etwa  durch  eine  enge  Oefihung  ins  Innere  der 
Erde  eindringen  könnte. 

Man  kann  die  Gleichung  --=-ß  +  k^x  =  0    auch    mit  Hülfe    des   Satzes    über 

die  Elementarbeit  integriren.  Denn  es  ist  d'^v^=a(pd8=^  —  k^xdXy  also 
t?'  :^  —  k^x^  +  C  und  da  t;  =  0,  für  8  =  0  ist:  v  =^  k  Va«  -  «* .    Mit  Hülfe  von 

t?  =  ^-r  =■  —  ^i  ergibt    sich  dann  weiter  kt  =  Are  cos  —  d.  h.  x  =«  a  cos  kt. 
dt  dt  a 

§.  3.  Unter  den  Aufgaben,  welche  hierher  gehören  und  deren  man  eine  reiche 
Auswahl  in  dem  vortrefflichen  Werke  von  Jullien:  Problemes  de  ndcanique  ration- 
ndle,  p.  264—292  findet,  sind  von  besonderem  Interesse  die,  welche  dem  Falle 
^  (^,  V,  9)  =>  0  der  zweiten  Gruppe  angehören.  In  diese  Kategorie  gehören  viele 
Probleme  über  die  geradlinige  BewegunjB^  eines  Punktes  im  widerstehenden  Mittel, 
für  welches  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  eine  bekannte  Function  der 
Geschwindigkeit  ist  Für  den  besonderen  Fall,  dass  (p  =s  f  (ß)  ^  Sl (a)  ,  v^  ist, 
wo  f{8)  und  Sl  (s)  beliebige  Functionen  des  Ab^ndes  sind ,  ist  die  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  des  Problems,  nämlich 

immer  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  reducirbar. 

(d8\^ 
_  j    ==  u,  so  wird 

d8  d^8       du         ^    A    u  ^^^       1  ^ 
^  Tt  df^'^rt'^^di'    '     'dT^'^^da 

und  hiemit  die  Gleichung 

^-2fl(«).M-2/-(8)  =  0, 

welche  linear  ist  und  leicht  integrirt  wird,  indem  man  sie  mit  einer  unbestimm- 
ten Function  «^(s)  mnltiplicirt  und  diese  so  bestimmt,  dass 

du 

die  Form  des  Differentialquotienten  eines  Produkts 

ds  d8       ^  d8 

annimmt. 

Auf  einen  anderen  allgemeinen  Fall  wurde  von  Liouville  (Journ.  de  Math^- 
mat.  I.  Serie,  T.  VII,  p.  134)  aufmerksam  gemacht,  nämlich  auf  Probleme,  welche 
die  Gleichung  erfüllen: 
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Sie  kann  nach  der  Methode  der  Variation  der  Conetanten  behandelt  werden, 
indem  mao  die  Constante,  welche  das  Integral  der  linearen  Gleichung 

^^+  fit)   ^  =  0 
dt^  ^  '^^  dt 

enthält^  als  Function  von  8  ansieht. 

§.  4.  Die  Hauptlehren  über  die  geradlinige,  wie  über  die  krummlinige  Be- 
wegung eines  Punktes  wurden  bereits  1686  von  Newton  in  seinem  Werke 
^^Frincipia  phüosophiae  naturdlis^^  mit  Hülfe  geometrischer  Methoden  entwickelt 

ds  dv 

Das  Gleichungssystem  —  =  r,     —  =  qp,  welches  Aufgaben  über  die  geradlinige 

Bewegung  zu  lösen  geeignet  ist,  mit  den  gleichbedeutenden  Formeln 

dH  d'^v^ 

dt^"^"^^    -dT^"^ 

findet  sich  zuerst  bei  Varignon  {Mem,  de  VAcad.  des  sciences  de  Paris ^  anrnU 
1700  p.  20).  Die  letztgenannte  Formel^  nach  welcher  die  Beschleunigung  der 
Derivirten  des  halben  Quadrates  der  Geschwindigkeit  gleich  ist,  wurde  7on  Da- 
niel Bernoulli  angezweifelt,  welcher  annahm,  dass  die  Beschleunigung  der 
Derivirten  einer  anderen  Potenz  der  Geschwindigkeit,  als  der  zweiten  proportional 
sein  könne  {Gommentarii  Äcadem.  Petropol.  a.  1727,  p.  136).  Euler  widerlegte 
in  seiner  Mechanica,  T.  I,  p.  62  seqq.  diese  irrige  Ansicht. 


X.    Capitel. 

Probleme  der  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 

§.  1.    Für  die  Projectionen  einer  beliebigen  Bewegung  eines  Punktes 


auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  bestehen  die  Relationen 
dx  dy  dz  dvx  dVy  dv» 

Tt^"'^  ^t^"'-"  Tt^"''^  -dt^'^''~M'^'f>"~di' 


Treten  zu  diesen  noch  drei  Gleichungen  hinzu,  durch  welche  die  Grössen 
x^  t/ ,  z  y  t^  Vxj  Vyy  f , ,  9x ,  9y »  9j  den  individuellen  Bedingungen  der  Be- 
wegung gemäss  beschränkt  werden,  so  dient  das  System  von  Differential- 
gleichungen : 


dx 
dt 

=  Vx, 

dy 

dt    *^' 

dz 
dt 

dVx 

=  9x^ 

dVy 

dv» 

V 


«> 


<Pzi 


<^i(^»  Vy  ^y  ^  ^x,  «^yi  ^»j  9»y  9yy  9*)  =  Ö, 
^i(^s  y,  ^,  ^   Vxy  Vy,  V»,   9x,  9y,  9,)  =  0, 

<^3(a^,    y>    ^»    ^>     ^X,    Vy,    V»,     fpx,    (Py,    9,)    =    0, 

dazu,  die  Beschaffenheit  der  durch  die  Oleichongen  (Z>j^  «s  Q ,  <2>2  »=  0 ,  <2>9  »»  0 


\ 
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nSher  bestimmten  Bewegung  analytisch  zn  untersuchen.  Indem  man  t;^., 
Vy^  Vgy  fpxj  fpyy  <pz  eliminirt,  erhält  man  drei  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  von  der  Form 

^_T       ^—  Y       tl  —  7 
di^~      '     de~      '     df~     ' 

vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  (Z>x  =  0 ,  . .  .  nach  den  Componenten 
der  Beschleunigung  auflösbar  sind.  In  diesen  sind  X,  F,  Z  als  drei  aus 
den  Bedingungen  der  Bewegung  abzuleitende  Functionen  von 

x^  y  j  z^  t^  -—,—-,-—  anzusehen.    Man  nennt  diese  drei  Gleichungen  die 
dt     dt     dt 

Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  und  gelangt  durch  ihre  Integration  zu 
den  Componenten  der  Geschwindigkeit  und  den  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  als  Functionen  der  Zeit,  während  sie  selbst  die  Componenten  der  Be- 
schleunigang  bestimmen.  Die  Integration  dieser  Gleichungen  ftührt  6  will- 
kürliche Constanten  ein  imd  wenn  die  Lösung  der  Aufgabe  vollkommen 
allgemein  sein  soll,  so  muss  sie  dieselben  nothwendig  erhalten.  Für  die 
Bestimmung  dieser  Constanten  müssen  daher  noch  6  weitere  Bedingungen 
gegeben  sein;  dieselben  findet  man,  sobald  für  irgend  eine  Zeit  ^o  die  Werthe 
der  Coordinaten  a;^,  y^»  ^o  ^®^  beweglichen  Punktes,  also  sein  Ort  und  die 
Componenten  seiner  Geschwindigkeit  v]e  ,  Vy\  Vz  bekannt  sind.  Gewöhn- 
lich ist  /q  =  0  und  sind  also  x^y^z^^  Vx  ,  Vy  ^  v^  die  Elemente,  welche 
den  sogenannten  Anfangszustand  der  Bewegimg  bestimmen.  Es  kann  der 
Fall  eintreten,  dass  die  Functionen  X,  F,  Z  selbst  noch  unbekannte  Be- 
standtheile  enthalten;  in  diesen  Fällen  müssen  noch  weitere  Bestimmungen 
vorhanden  sein;  delrartige  Fälle,  zu  welchen  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  vorgeschriebener  Bahn  oder  auf  einer  gegebenen  Fläche  gehören,  schliessen 
wir  hier  vorläufig  aus,  weil  wir  wenigstens  die  beiden  eben  bezeichneten 
von  ihnen  in  zwei  besonderen  Capiteln  behandeln  werden. 

§.  2.  Um  die  Noth wendigkeit  der  6  Integrationsconstanten  darznthun,  wollen 
wir  das  System  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bilden,  welchem 
durch  drei  Gleichungen  mit  6  Constanten  Cj ,  (7, ,  Cj ,  Dj ,  />, ,  D^  von  der  Form : 

F^(x,y,z,t,  C,,C,,C,,  Dj,D,.D,)=:0, 
F,{x,y,z,t,  6\,C,,C3,  A,  A,^8)-=0, 
F^(x,y,z,t,  C,,C,,C,,  A,  A.  A)--0 

genfigt  wird.  Denkt  man  diese  Gleichungen  nach  x^  f/,  z  aufgelöst,  wodurch  sie 
die  Form  annehmen 

!/  =  /;(^Cf,,C„C7„A,  A,  A), 
■o  liefert  eine  zweimalige  Differentiation  derselben 
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^-  A  («,  C,,C,,  C3,  A.  A»  A),      Jl  -  r;  («,  C?,,  C„  0„  D,,D,,D,), 

^=  A  (^  ^M  ^.,  ^8,  A ,  A,  A),     ^  =  A'  (^  cf,,  c„  c„  A,  A,  A), 
-^  =  A  (^  c^n  ^8  >  Cji ,  A 1  A » A) »     j^  =  A'  r*»  c^n  c^2 ,  c^8 » A »  A » A) • 

Aus  diesen  6  und  den  drei  ursprünglichen  Gleichungen  kann  man  nun  aber 
die  6  Constanten  C^  C,,  Q,  Dj,  Z>, ,  Dg  eliininiren  und  es  bleiben  alsdann  drei 
Gleichungen  von  der  Form: 

d^x  (  dx    dy    de\ 

d^z  /  dx    dy    dz\ 

dt^^  ^8  \x.  y,  ^,  f,  -^1  TV~dt)' 

welche  jene  Grössen  nicht  mehr  enthalten  und  die  Differentialgleichungen  Eweiter 
Ordnung  sind,  welchen  die  gegebenen  Gleichungen  als  Integrale  entsprechen. 
Hieraus  erhellt  zunächst,  dass  die  Integrale  eines  Systems  dreier  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung  sechs  willkürliche  Constanten  enthalten  kön- 
nen. Mehr  als  sechs  können  sie  nicht  enthalten,  weil  man  aus  9  Gleichungen 
nur  6  Grössen  eliminiren  kann,  wenn  drei  Gleichungen  übrig  bleiben  sollen,  welche 
frei  von  diesen  sind  und  weil  die  Differentialgleichungen,  welche  durch  die  Com- 
bination  der  9  Gleichungen  wieder  erhalten  werden  müssen,  von  ihnen  frei  sind. 
Weniger  können  sie  auch  nicht  enthalten,  weil  sie  sonst  nicht  die  allgemeinen 
Lösungen  darstellen  würden,  da  eben  bewiesen  wurde,  dass  die  Integrale  6  solche 
Constante  enthalten  können.  Da  die  ursprünglichen  Functionen  F^ ,  F^ ,  JPg  will- 
kürlich waren  ^  so  sind  es  folglich  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Functionen 
9^j ,  9^2 ,  ?3  und  ist  der  Beweis  allgemein,  da  die  Existenz  der  Integrale  der  Dif- 
ferentialgleichungen anderweitig  feststeht. 

§.  3.    Um  das  System  der  Bewegungsgleichungen 

dt^~     '     d^^     '     de~     ' 
zu  integriren,   sucht  man   aus   ihnen  Combinationen   zu  bilden,   welche  die 

Form  haben  —^ —  =  0,  d.  h.  deren  eine  Seite  Null  ist,  wahrend  die  andere 

dt 

dx    dy    dz 
ein   vollständiges    Differential    einer   Function    von    x .  y  ^  z  y  t^  -j-  ^  -—  ^  —^ 

dt     dt    dt 

enthält.    Gesetzt,  man  habe  drei  solche  Combinationen  t/;^ ,  i\>^y  tf^j  gefunden, 

für  welche  also 

dt     ~"'        dt     ~     '        dt     ""^' 

so  können  sie  die  gegebenen  Bewegnngsgleichungen  vertreten  und  liefern 
durch  ihre  Integration  die  sogenannten  drei  ersten  Integrale  derselben, 
nämlich: 

\ 

\ 
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^1  =  A  >       ^2  =  -^2  »       ts  =  -^3  • 

Aus  ihnen  würde  man  drei  Gleichungen  ziehen  können  von  der  Form: 

-^  =  ^^3(0;,  y,  £f,  ^,  2)i,  Dg,  D3)  . 

Diese  Gleichungen  enthalten  bereits  3  der  willkürlichen  Constanten. 
Bildet  man  nun  aus  ihnen  drei  neue  Combinationen  Si^  S^^  S^  von  der- 
selben Beschaffenheit,  wie  vorher,  nämlich  so,  dass 

dt    ~^'        dt     ~     '        dt     ~     ' 

so  können  sie  diese  drei   ersten  Integrale  ersetzen  und   liefern  durch  ihre 
Integration   die  drei  zweiten  Integrale   der  Bewegungsgleichungen  nämlich: 

Ai  —  Ol  ,      A2  —  Og  ,      A^  —  O3  , 

welche  jetzt  die  6  willkürlichen  Constanten  enthalten,    welche   durch    Ein- 
setzen der  Werthe 

,        .  dx         (0)     dp         (0)     dz         (0) 

in  die  Gleichungen 

tf'l  =  A  »    -^2  =  -^2»    ^3  =  -Z)3,       Si   =  Cj  ,    S,  =  Cg  ,    ^3  =  C3 

bestimmt  werden. 

Die  Hauptschwierigkeit  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  bo- 
mbt in  der  Auffindimg  der  Functionen  t/^i ,  t/;^ ,  tf^g ,  Si^S^^S^'  Hierfür  dienen 
in  vielen  Fällen  einige  Sätze,  welche  den  Namen  der  „Principe  derBe- 
wegung"  fuhren.  Diese  Principe  sind:  l)  das  Princip  der  Flächen, 
2)  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  3)  das  Princip  des  letzten 
Multiplicators.  Die  beiden  ersten  sind  nichts  anderes  als  analytische 
Einkleidungen  specieller  Fälle  der  Sätze  über  die  Flächen  und  die  Arbeit 
der  Beschleunigung,  welche  wir  im  VIII.  Capitel  entwickelt  haben,  das  dritte 
ist  von  Jacobi  gefunden  worden.  Diesen  Principien  kann  man  ein  weiteres 
anreihen,  welches  aber  kein  Integral  der  Bewegungsgleichungen,  sondern 
nur  einen  anderen  Ausdruck  derselben  gibt,  das  von  Maupertuis  bemerkte, 
mit  dem  nicht  zu  rechtfertigenden  Namen  belegte  „Princip  der  kleinsten 
Wirkung". 

Es  braucht  kaum  erinnert  zu  werden,  dass  man  die  drei  Bewegungs- 
gleichungen auch  ersetzen  kann  durch  die  andern 
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ds 
~di 
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dv 


9>t 


Q 


2 


9n 


welchen  man   die  Ausdrücke  für  q  und  die  Richtungen  der  Tangente  und 

Hauptnormale  zuzufügen  hat.    Auf  diese  Weise  behandelte  man  früher  die 

Bewegungsprobleme,    bevor  Maclaurin    die   oben  gegebenen  Gleichungen 

cPx 

--g  =*  X,  u.  s.  w.  aufstellte  {Treatise  of  FluocionSy  1742). 

dt  ' 

Ebenso  können  in  vielenFällen  ebener  Bewegung  mit  Erfolg  die  Gleichungen 
für  die  Beschleunigungscomponenten  q>r^  g>*^  längs  des  Radiusvectors  und  senk- 
recht zu  demselben  benutzt  werden,  nämlich 


<Pr 


dl 


-'( 


2 


dt)    ' 


^'^         r  dt\     dtJ 


(S.  Cap.  VIII,  §.  9.) 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  für  den  Fall  einer  ebenen  Bewegung, 
wenn  man  die  Ebene  derselben  zu  einer  Coordinatenebene  wählt,  die  drei 
Gleichungen  der  Bewegung  sich  auf  zwei  reduciren.  Wählt  man  z.  B.  die 
Ebene  der  Bewegung  zur  a;^-Ebene,  so  ist  die  dritte  Bewegungsgleichung 
von  selbst  erfüllt,  indem  die  Beschleunigung  in  der  Richtung  der  jer-Axe 
keine  Componente  besitzt  und  e  zu  jeder  Zeit  Null  ist. 

§.  4.  Um  zu  dem  Princip  der  Flächen  zu  gelangen,  combinirt  man 
die  Bewegungsgleichungen 


^  _  T       ^?  —  r 
d^  ~      '     dt^ 


dt^ 


=  Z 


in  folgender  Weise: 


y 


d^z 


dt 


2 


Z 


d¥ 


d^V 

d^e 
—  X  —g-  =  zX  —  xZ^  d.  h. 


df 

(Px 
di 


d^  d? 
z     X 


y  .,t 


=  xT  —  yX, 


d'z 

(Px 

dt' 

dt^ 

X 

y 

e?rr 

d^y 

dfi  dt^ 


y  s 

Y  Z 

Z    X 

Z  X 

X  Y 

X  y 

indem  man  nämlich  einerseits  aus  den  Coordinaten  und  ihren  zweiten  Deri- 
virten,  andererseits  aus  den  Coordinaten  und  den  Grössen  X,  Y,  Z  die  drei 
Determinanten  bildet  und  resp.  einander  gleich  setzt.  Die  linken  Seiten 
dieser  Gleichungen  sind  vollständige  Differentialquotienten,  so  dass  man  sie 
schreiben  kann: 
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d_ 
dt 


(dz  dy\  „  ^ 

d  (    dy  dx\ 


dt 

Ist  nun  die  Beschleunigung  tp  so  beschaffen,  dass  zwischen  den  Coordinaten 
Xj  y,  z  und  ihren  Componenten  X,  Y,  Z  eine  oder  zwei  oder  drei  der 
Gleichungen 

yZ  —  zY=0, 

zX  —  xZ=0, 

xY  —  yX  =  0, 

erftült  sind,  so  liefert  die  Integration  jener  Gleichungscombinationen  un- 
mittelbar erste  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  nämlich 

dz  dy        ^ 

dx  dz        ^ 


dy  dx 

Tt  ""  ^^ 


^■Ti-  y—.  =  i>^ 


Jene  drei  Bedingungsgleichungen  sind  nicht'  von  einander  unabhängig, 
vielmehr  ist  jede  eine  Folge  der  beiden  andern;  so  ist  z.  B.  die  dritte  eine 
Folge  der  beiden  ersten,  wie  man  sieht,  wenn  man  die  erste  mit  x^  die 
zweite  mit  y  multiplicirt  und  sie  hierauf  von  einander  subtrahirt.  Daher 
erhält  man  durch  die  fragliche  Combination  der  Bewegungsgleichungen  ent- 
weder ein  oder  drei  erste  Integrale.  Die  Bedeutung  der  Bedingungs- 
gleichungen liegt  am  Tage.    Die  dritte  z.  B.  ist  identisch  mit  der  Proportion : 

X_^ 

und  drückt  aus,  dass  die  Projection  (pxy  der  Beschleunigung  (p  auf  die 
rcy-Ebene,  deren  Componenten  X,  Y  sind,  fortwährend  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Coordinatenursprung ,  gehe  oder  das  Moment  xY — yX  von 
tpxy'^^  Bezug  auf  ihn  verschwinde.  Man  kann  auch  sagen,  dass  diese  Be- 
dingung ausdrückt,  dass  die  Beschleunigung  9  die  ^r-Axe  schneiden  müsse. 
Aehnliches  bedeutet  jede  der  beiden  anderen  Bedingungsgleichungen  und 
sieht  man  ein,  wie  es  kommt,  dass,  wenn  zwei  von  ihnen  erfüllt  sind,  die 
dritte  gleichfalls  erfüllt  ist.  Denn,  wenn  die  Projection  der  Beschleunigung 
anf  zwei  Coordinatenebenen  durch  den  Ursprung  geht,  so  geht  auch  ihre 
Projection    auf  die  dritte   Coordinatenebene  durch  denselben  Punkt.    Sind 

SomLii,  Meobanik.  I.  23 
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zwei,  also  alle  drei  der  Bedingungen  erfüllt,  so  geht  die  Richtung  der 
Beschleunigung  selbst  durch  den  Ursprung ,  d.  h.  also  überhaupt  durch  einen 
festen  Punkt  und  ist  die  Bewegung  eine  sogenannte  Centralbewegung.  In 
diesem  Falle  ist  die  Bahn  des  beweglichen  Punkte?  immer  eine  ebene  Gurre, 
deren  Ebene  durch  das  Centrum  hindurchgeht.  Dies  erhellt,  wenn  man  die 
drei  ersten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  mit  x^  y,  z  der  Reihe  nach 
multiplicirt  und  addirt,  wodurch  man  erh&lt 

welches  die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  welche  von  den  Coordinaten  Xy  y^  g 
des  beweglichen  Punktes  unabhängig  von  der  Zeit  erfüllt  wird,  in  welcher 
Ebene  sich  mithin  dieser  Punkt  bewegen  muss.  Hieraus  erhellt  zugleich 
die  Bedeutung  der  drei  Constanten  Dj,  Dg,  -Dj,  welche  in  den  ersten  In- 
tegralen der  Bewegungsgleichungen  vorkommen.  Sie  sind  proportional  den 
Cosinussen  der  Winkel,  welche  die  Normale  auf  die  Ebene  der  Bewegung 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Es  ist  leicht,  die  Bedeutung  der  ersten  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  in  unserem  Falle  yollstSndig  zu  erkennen.  Das 
dritte  dieser  Integrale  z.B.  Ittsst  sich  so  schreiben:  xdy  —  ydx^=D^dt 
und  drückt  aus,  dass  die  Projection  des  Elementarsectors,  welchen  das 
Bogenelement  der  Bahn  mit  den  nach  seinen  Endpunkten  vom  Ursprung 
gezogenen  Radienvectoren  bildet,  auf  die  osy-Ebene  dem  Zeitelemente  pro- 
portional oder  dass  die  Sectorengeschwindigkeit  für  die  Projectionsbewegimg 
in  der  a:f/-Ebene  constant  ist. 

Ist  daher  8  —  Sq  der  in  der  Zeit  t  —  t^  von  dem  Radiusvector  durch- 
laufene Sector,  dS  das  Differential  desselben  und  bedeuten  dS^^  dSx^  dSp 
die  Projectionen  von  dS  auf  die  xy-^  yz-  und  ;efa;-Ebene,  welche  selbst  Dif- 

ferentialien  der  Projectionen  Sz — Sg  ,  Sx  —  8x\  Sy  —  S^y^  von  S  —  Sq 
sind,  so  kann  man  die  drei  ersten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  so 
schreiben : 


^=^ij)      'I^-tn      '-^'-17) 
dt      *''^"     dt  -*^»'     at  ~~^^' 


Finden  zwei  dieser  Gleichungen  statt,  so  folgt  die  dritte  von  selbst, 
und  da  dS^  =  dSl  +  dS}  +  dS^  ist,  so  gilt  dasselbe  für  die  Haupt- 
bewegung, so  dass 


»2 
dt  -«    r    -,       ,      -2       .       -3 


Die  Grössen  2),,  Dg,  Dg    bedeuten    die    doppelten  in    der  Zeiteinheit   von 
den  Projectionen  des  Radius vectors  durchlaufenen  Sectoren. 

Ans  den  so  interpretirten  Gleichungen  erhält  man  als  erste  Integrale 
der  Bewegungsgleichungen,  nämlich: 


\ 
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«r  =  C,  +^2),<, 

S^  =  C, -\- ^  D^t , 

deren    Constanten    C^,  C^,  C^    für   <  ==  ^g    mit   Htilfe    der    Sectorenwerthe 
8x  ,  S]i  ,  S,    bestimmt  werden,  so  dass  also  schliesslich 


Ä, 

-  sl"' 

■=-iA(<- 

■0. 

s. 

-sf' 

-iAC- 

■<o), 

s. 

-sf 

==i-»8(<- 

■0 

und 

S  -  S,  =  i  YD]  +DI+  Dl  .  (t  -  0 

wird.  Die  ersten  Integrale  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  be- 
deuten also,  dass  der  von  der  Projection  des  Radiusvectors  durch- 
laufene Sector  der  Zeit  proportional  ist,  in  welcher  er  beschrieben 
wird. 

Aus  diesen  Entwickelungen  geht  hervor,  dass  der  Satz: 
„Wenn  für  die  Bewegung  eines  Punktes  zwischen  den  Com- 
ponenten    X,   F,  Z   seiner    Beschleunigung   parallel    drei    recht- 
winkligen Axen  und  den  Coordinaten  o?,  ?/,  0  desselben  eine  oder 
zwei  der  drei  Relationen 

yZ  —  zT  =  0,  eX  —  xZ  =  0,  xY—ijX  =  0 

bestehen,    so    können   ein    oder    drei   Integrale    der  Bewegungs- 
gleichungen gefunden  werden^' 
mit  Recht  den  Namen  des  „Princips  der  Flachen^*  führt. 

Umgekehrt  kann  man  zeigen,  dass,  wenn  für  die  Projection  der  Be- 
wegung auf  eine  Ebene  das  Princip  der  Flächen  gilt,  die  Projection  der 
Beschleunigung  auf  diese  Ebene  durch  den  Coordinatenursprung  geht.    Denu 

ist  z.  B.  Sx  —  Sz    =  cc(i  —  Iq)  ,  so  folgt  durch  Differentiation 

xdy  —  ydx  =  aat  und  o?  -  «  —  y  — 0  =0,   d.  h.  —  =  — , 

dr  dr  (py       y 

woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 

§.  5.    Um   zu   dem  Princip    der    lebendigen   Kraft  zu   gelangen, 

combiniren  wir  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

d^  ~      '    dl^~      '    dt^  ^ 

dx     dy     dz 
dadurch,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  --  ,      '-,   t:    multipliciren  und 

dt      dt     dt 

addiren;  dies  liefert 

dx  dPx   ,dyd^y       dz  d^e y^^j_  v^^j_  y^^ 

dt  d?  "^  dt  dt^  "^  dt  di*  ~      dt'^       dt'^      'dt' 

28* 
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Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Differentialqnotient  nach  t  von 

daher  kann  man  die  Gleichung  so  schreiben: 

Ist  nun^  U  irgend  eine  Function  von  x^  y^  z  und  sind  diese  Variabein  selbst 
wieder  Functionen  von  <,  während  U  die  Grösse  t  selbst  nicht  explicit 
enthält,  so  liefert  die  Differentiation  nach  t 

dt  '^  dx  dt'^  dy  ~dt    *"  'dzlt' 
Diese  Form  hat  der  in  unserer  Gleichung  enthaltene  Ausdruck 

enthalten  also  die  Componenten  X,  Y,  Z  blos  die  Coordinaten  rr,  y^  e^  nicht 
aber  die  Zeit  explicit  und  sind  X,  F,  Z  die  Differentialquotienten  ein  und 
derselben  Function  U ^  partiell  genommen  nach  x,  y,  z^  so  dass 

dx'  cy'  dz' 

so  wird 

dt  "^       dt  '^      dt         dt 
und  mithin  geht  unsere  Combination  der  Bewegungsgleichungen  über  in 

dt  ~^' 

Sie  liefert  daher  ein  Integral  derselben,  nämlich 

worin  die  Constante  h  durch  die  Werthe  Vq  ,  Uq  bestinmit  wird,  welche  die 
Geschwindigkeit  v  und  die  Function  U  für  die  Coordinaten  Xq^  y^^  Zq  irgend 
einer  Stelle  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  annehmen.    Hiemach  ist 

und  folglich  das  gefundene  Integral  mit  bestinunter  Constante 

Wir  haben  daher  den  überaus  wichtigen  Satz: 

Wenn  die  Componenten  X,  T,  Z  die  Zeit  nicht  explicit  ent- 
halten und  eine  Function  U  existirt,  von  welcher  sie  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  resp.  nach  den  Coordinaten  x^  y,  m 


\ 
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genommen  sind,  so  stellt  die  Gleicl^ung  ^v^=U-{-h  ein  Integral 
der  Bewegnngsgleichnngen  dar. 

Die  Bedingungen  der  Existenz  der  Function  U  sind  bekanntlich 

dX_dY    ar_az    ^_^_^ 

dy        dx  ^     dz        dy  ^     dx        dz 

und  sie  selbst  wird  gefunden  als  das  Integral  des  vollständigen  DifFerentiales 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz . 

Da  dx^  dy^  dz  die  Projectionen  des  Elementarweges  ds  des  beweg- 
lichen Punktes  auf  die  Richtungen  der  Beschleunigungscomponenten  X,  Y,  Z 
sind,  so  sind  Xdx^  Ydy^  Zdz  die  Elementararbeiten  derselben  und  ist 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  die  Elementararbeit  ihrer  Resultanten,  der  Beschleu- 
nigung 9? .  Es  ist  aber  Xdx  +  ^^y  +  Zdz  =  dU ^  daher  ist  U  die 
Function,  deren  totales  Differential  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x^  y^  z 
die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  darstellt,  folglich  ist  U  —  Uq  selbst 
die  totale  Arbeit  der  Beschleunigung  längs  des  Weges,  auf  welchem  der 
Punkt  von  der  Stelle  (x^y^z^  zu  der  Stelle  (o?,  ?/,  z)  gelangt.  Demnach 
drückt  das  Integral  in  der  Form  ^v^  —  ^'^l  =  ^  —  ^o  i^ic^^s  anderes 
aus,  als  den  in  Cap.  VIII,  §.  10.  entwickelten  Satz  über  die  Arbeit  der 
Beschleunigung. 

Die  Function  U  wird  mit  Rücksicht  auf  ihre  Bedeutung  fttr  die  Theorie 
der  Kräfte  die  Kräftefunction  genannt.  In  Folge  einer  uicht  gerade 
sehr  glücklich  gewählten  Bezeichnung  von  Leibnitz,  deren  Sinn  gleichfalls 
erst  in  der  Theorie  der  Kräfte  erläutert  werden  wird,  führt  der  obige  Satz 
den  Namen  des  Princips  der  lebendigen  Kraft;  zweckmässiger  dürfte 
er  das  „Princip  der  Arbeit*'  heissen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  Xdx  -|-  Ydy  +  ^^^  =  0  ist,  welcher 
eintritt,  wenn  entweder  die  Beschleunigung  Null,  also  X==  Y  ==  Z  =  0 
oder  normal  zur  Bahn  des  Punktes  ist,  reducirt  sich  U  auf  eine  Constante 
und  bleibt  in  Folge  dessen  die  Geschwindigkeit  constant;  in  diesem  Falle 
nennt  man  das  Pnncip  vielfach  „Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft". 

§.  6.  Die  Kräftefunction  U  ist  eine  Function  der  Coordinaten  x^y^  z-^ 
im  Allgemeinen  ändert  dieselbe  ihren  Werth  von  Punkt  zu  Punkt.  Alle 
Punkte  des  Raumes,  in  welchen  die  Kräftefunction  U  denselben  Werth  c 
besitzt,  liegen  auf  einer  Fläche  U=c^  welche  eine  Niveaufläche  heisst. 
Lässt  man  die  Constante  c  nach  und  nach  alle  Werthe  von  —  oo  bis  -f-  cx> 
durchlaufen ,  so  erhält  man  die  ganze  Schaar  der  Niveauflächen  des  Problems. 
Die  Flächen  dieser  Schaar  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht  und  erzeugen 
also  keine  Enveloppe.  Zwei  aufeinanderfolgende  Niveauflächen  sind  als 
parallele  Flächen  anzusehen.    Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  geht  im  All- 
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« 

gemeineu  eine  solche  Niveaufläche  und  durch  sie  wird  die  Beschleunigung 
eines  beweglichen  Punktes  an  jenem  Orte  bestimmt;  denn  die  Componenten 
derselben  sind  die  Werthe,  welche  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Kräftefunction  U  in  jenem  Orte  annehmen.  Sind  also  x^  y^  z  die  Coordi- 
naten  des  Punktes,  so  ist  die  Beschleunigung 


.-/( 


D" + (f  )■ + m 


und  ihre  Richtung  (Imn)  wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

cos  l       cos  m       cos  n        1 

JW  ^  ~dW  ~  Tu  ^  V * 

dx  dy  dz 

Dies  sind  aber  die  Gleichungen  ftlr  die  Richtung  der  Normalen  der  Niveau- 
fläche U=c^  welche  durch  den  Punkt  rr,  y,  z  geht     Daher  besteht  der  Satz: 

Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes,  für  welche  eine  Kräfte- 
function existirt,  ist  die  Beschleunigung  des  beweglichen  Punktes 
in  jedem  Punkte  der  Bahn  normal  zu  der  Niveaufläche,  welche 
durch  denselben  hindurchgeht. 

Während  der  bewegliche  Punkt  seine  Bahn  beschreibt,  geht  er  con- 
tinuirlich  von  einer  Niveauflächen  zur  andern  über,  die  Richtung  seiner  Ge- 
schwindigkeit trifft  dabei  die  Niveauflächen  im  Allgemeinen  unter  veränder- 
lichem Winkel,  aber  die  Richtung  der  Beschleunigung  ist 
immer  senkrecht  zu  der  jedesmaligen  Niveaufläche.  Es  sei 
(Fig.  138)  MM'  =  äs  das  Bogenelement  der  Bahn  zwischen 
/  /  \^  zwei  unendlich  nahen  Niveauflächen,  MF  die  Richtung  der 

/  \j5.      Normalen  in  M  und  N  deren  Schnittpunkt  mit  der  zweiten 

Fig  138.  Niveaufläche  und  stelle  die  Länge  MF  die  Beschleunigung 

(p  dar.  Das  unendlichkleine  Dreieck  M  N  M'  ist  bei  N  rechtwinklig, 
mithin  ist  MN  die  Projection  des  Bogenelementes  MM'  auf  die  Richtung 
der  Beschleunigung  und  folglich  MF .  31 N  die  Elementararbeit  der  Be- 
schleunigung.   Daher  ist 

d.  h.  Beim  Uebergange  des  Punktes  von  einer  Niveaufläche  zur 
unmittelbar  folgenden  ist  die  Aenderung  des  halben  Quadrates 
der  Geschwindigkeit  proportional  der  Dicke  der  Schicht  zwischen 
beiden  Niveauflächen,  gemessen  in  der  Richtung  der  Normalen 
des  Punktes,  von  welchem  aus  der  Uebergang  erfolgt;  diese 
Aenderung  ist  von  der  Richtung,  in  welcher  der  Punkt  die  Schicht 
durchdringt,  unabhängig.  Die  Elemeutararbeit  der  Beschleunigung 
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ist  der  Dicke  der  Schicht  direct,   die  Beschleunigung  ihr  umge- 
kehrt proportional. 
Die  Gleichung 

zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  v  jedesmal  denselben  Werth  annimmt, 
sobald  dies  mit  der  Kräftefunction  der  Fall  ist.  So  oft  daher  der  be- 
wegliche  Punkt  im  Laufe  seiner  Bewegung  dieselbe  Niveaufläche 
erreicht,  hat  er  auch  immer  dieselbe  Geschwindigkeit.  Wenn 
also  der  Punkt  von  einer  Stelle  Mq  zu  einer  Stelle  M  gelangt, 
so  ist  die  erlangte  Geschwindigkeit  von  der  Länge  und  der  Form 
des  Weges,  auf  welchem  er  dahin  gelangt,  unabhängig. 

§.  7.  Man  kann  eine  Beihe  von  Fällen  von  vornherein  bezeichnen,  in  wel- 
chen eine  Eräftefanction  ezietirt,  also  Xdx  -\-  Ydy  -\-  Zdz  ein  vollständiges  Dif- 
ferential ist.    Sie  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Richtung  der  Beschleunigung  zu  einer  festen  £bene  senkrecht 
und  ihre  Grösse  eine  Function  ({q)  der  Entfernung  q  des  beweglichen  Punktes  von 
dieser  Ebene  ist.  Sind  nämlich  a^  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Beschleunigungs- 
richtung mit  den  Azen  bild^  und  ist  q  der  Abstand  des  Punktes  x,  y^  z  von 
der  gegebenen  Ebene 

X  cos  a  +  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  j9  =  0 , 
so  hat  man 

X  =  fio)  cos  a,   r  =  f(Q)  cos  j5,       Z  =»  fig)  cos  y, 
mithin 

Xdx  +  ydy  +  ^^^  =  Art  {  cos  a  .  c?x  +  cos  ß  .  dy  -{-  coa  y  ,  dz  }  • 

Es  ist  aber 

—  Q  =s  X  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  p, 
und  daher 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  -  f{Q)  dg 

ein  vollständiges  Differential  von 

^=      /     -f(Q)dQ=^0{Q)  +  h. 


f- 


Die  Niveauflächen  sind  in  dem  vorliegenden  Falle  Ebenen,  parallel  der  gegebenen 
Ebene.    Denn  aus  ^{q)  +  /»  =  Const.  folgt  q  ^=  C ,  d.  h. 

X  cos  a  +  2/  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  p  =  C . 

2)  Wenn  die  Beschleunigung  constant  ist  nach  Richtung  und  Grösse,  wie  bei 
der  Beschleunigung  der  Schwere.    Wählt  man  die  Richtung  der  Beschleunigung 
zur   Richtung   der   positiven  z-Axe    und  bezeichnet  ihre  Grösse  mit  g^  so  wird 
X  «  0,  r  =  0,  Z  =  (7,  d  ^  =.  gdz,  U^gz  +  h,U  -  U^^gi^z-  z^\ 

\v^  —  \vl  ^g(,z  —  Zo). 
Die  Niveaufläcben  sind  Ebenen  z  =»  c. 

8)  Die  Beschleunigung  ist  fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet 
und  eine  Function  der  Entfernung  sdes  beweglichen  Punktes  von  diesem.  Sind 
die  Coordinaten  jenes  Centrums  a,  ^  die  des  beweglichen  Punktes  o:,  y^  z  und 
ist  r  die  Entfernung  beider,  so  da 

r»  «  (o:  -  «^j*  -}-  (y  -  6)«  +  (if  -  c)», 
eo  wird 


m) 
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Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  -  F{r) 


(x  —  a 


dx  + 


9-b 


d„  + 


s  —  e 


dl 


]■ 


oder  da 


Fig.  13d. 


rdr  =  (x  —  a)  dx  -{-  (tf  —  b;  dy  +  (^  —  c)  dz  ist, 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz^  -  F(r)  dr,  U  ^   i  -^  F(r)dr  =  ♦  (r)  +  A. 

.  Die  KiTeaaflächen  bind  Kugeln  r  =^  C  beschrieben  nm  das  Cen- 

tmm  der  Beschleonigang.  Ist  die  Beschleunigung  nicht  nach 
dem  Centmm  bin,  sondern  von  diesem  ab  gerichtet,  so  genügt 
eine  Aenderong  des  Zeichens  von  F{r).  Man  erhält  dieselben 
Resultate  direct  aus  (Fig.  139),  in  welcher  0  das  feste  Centrum, 
^f3f'  =  da  das  Bogenelement  der  Bahn  ist  Die  Projection 
M  N  desselben  auf  die  Beschleunigungsrichtnng  ist  MK  ^^  dr 
und  folglich  die  Elementararbeit  bei  wachsendem  r  gleich 

—  F(r)dr. 
4)  Die  Beschleunigung  ist  die  Besultante  mehrerer  anderer  BeschleunigungeUf 
welche  nach  festen  Centris  gerichtet  sind.    In  diesem  Falle  bildet  sich 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 
ans  einer  Summe  ^ 

±  F{r)  dr  ±  Fl  (rj  dr^  ±.  .^^S±  F(r)  dr  u.  s.  w. 

§.  8.  Das  Jacobi'scbe  Princip  des  letzten  Multiplicators  lautet:  Wenn 
ein  System  von  Differentialgleichungen  soweit  integrirt  ist,  dass 
man  alle  Integrale  desselben  bis  auf  eines  kennt,  so  kann  das 
letzte  fehlende  Integral  gefunden  werden,  indem  man  den  Mal- 
tiplicator  oder  integrirenden  Factor  der  letzten  noch  zu  inte- 
grirenden  Gleichung  in  allen  Fällen  anzugeben  im  Stande  ist. 
Der  bedeutende  umfang,  welchen  die  Entwickelung  dieses  überaus  wichti- 
gen Satzes  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  beansprucht,  wenn 
sie  einigermassen  genügend  befunden  werden  soll,  nöthigt  uns,  in  Bezug 
auf  denselben  auf  die  Werke  über  Analysis,  sowie  auf  die  „Vorlesungen 
über  Dynamik  von  Jacobi,  herausgegeb.  v.  Clebsch,  Berlin  1866,  p.  71 
und  ffg."  zu  verweisen. 

§.  9.  Die  parabolische  Bewegung  eines  Punktes.  Ein  Punkt  ist  einer 
Beschleunigung  von  constanter  GrOsse  und  Richtung  unterworfen; 
Heine  Anfangslage,  sowie  seine  Anfangsgeschwindigkeit  und  deren 
Richtung  sind  bekannt;  welches  wird  die  Beschaffenheit  seiner  Be- 
wegung sein? 

Dieser  Bewegung  folgt  ein  Punkt,  welcher  unter  ge- 
gebener Neigung  gegen  den  Horizont  im  leeren  Räume 
geschleudert  wird.  Ohne  die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung zu  beeinträchtigen,  kOnnen  wir  annehmen,  es 
sei  die  Beschleunigung  q>  die  vertikal  abwärts  gerichtete 
Beschleunigung  g  der  Schwere  und  bilde  die  Anfangsge- 
schwiadigkeit  Vq  mit  dem  Horizonte  den  Winkel  a.  Die 
Fig.  140.  Anfangslage  M^  des  beweglichen  Punktes  sei  der  Ursprung 

eines  rechtwinkligen  Coordinatonsystems  der  x,  y^  e  und  zwar  sei  die  a;y-Ebene 


xi?— ' 


\ 
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die  Verticalebene ,  welche  die  Richtong  von  Vq  enthält,  die  ^-Axe  vertikal  und 
positiv  nach  oben  gerichtet,  die  ^-Aze  der  horizontale  Schenkel  des  Winkels  cc 
und  die  x^-Axe  gleichfalls  horizontal  (Fig.  140).  Die  Componenten  der  Be- 
schleunigung 9  sind  X  =  0,  Y  =  —  g,  Z  =  0   und   also   die  Gleichungen   der 

Bewegung: 

d^x       _         d^y  d^z 


r,  =  0, 


=^  -  9 


dt*       ^'        dt* 
Die  Integration  derselben  ergabt  unmittelbar 


dV 


=  0. 


dx 
dt 


'-'>'■  t 


ry  =  D,  -  gt, 


dt  ' 


x=^C,+D,t,      y  =  C,+D^t-^gt\      z==C,  +  D,t. 

Sind  nun  a,  &,  0  die  Componenten  Vq  cos  a,  Vq  sin  cc,  0  der  Anfangsgeschwindig- 
keit Tq,  so  liefern  die  Bedingungen 

a;==y  =  r=»0,    vx  ^  a,    Vy  =  h,    r,=aOfür*  =  0 
zur  Bestimmung  der  6  Constanten  Cj,  Cj,  Cg,  D, ,  D,,,  D,  die  Gleichungen 

a^  D^,    b  ^  D^,    0  =«  Z>8;     0  =  Cj  =  C,  =  Cs 
und  damit  als  Lösung  des  Problems  das  Gleichungssjstem : 

X  =*  at  vx  ==^  a 

y  :=ht  —  ^gt*         Vy^b  —  gt 

i(f  «=  0  vt  =>  0, 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  nachstehende  Folgerungen: 

1.  Die  Bewegung  erfolgt  in  der  durch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindig- 
keit geführten  Yertikalebene.  Denn  es  ist  fdr  jeden  Werth  von  t  die  Coordinate 
«  S3  0.  Die  Horizontalprojection  der  Bewegung  ist  eine  gleichförmige  geradlinige 
Bewegung  von  der  Geschwindigkeit  a  ==  Vq  cos  a;  die  Projection  der  Bewegung 
auf  die  Vertikale  ist  gleichförmig  veiüuderlich ,  beschleunigt  oder  verzögert,  je 
nach  dem  Vorzeichen  von  b. 

2.  Die  Gleichung  der  Bahn,  welche  man  durch  Elimination  von  t  zwischen 
den  Ausdrücken  für  x  und  y  erhält,  ist 


2ab 


a' 


X* X  +  2  —  y 

9       ^      9  "^ 


0. 


Die   Bahn   ist   daher   eine   Parabel  (Fig.    141), 
welche    die  Horizontale  der  Anfangslage  in  den 


Punkten  a;  «=  0  und  x  = 


2ab 


schneidet.  DieAxe 


der  Parabel  ist  vertikal  und  ihr  Scheitel  hat  die 
Coordinaten 

ab  b* 

«0  =  -^  ,      J/o  -  2^  , 

^*ff-  1^1-  wie  man  erkennt,  wenn  man  die  Gleichung  auf 

die  Form 

\  9  1  9    y       ^9) 

bringt.    Verlegt  man  daher  den  Drsprung  des  Coordinatensystems  in  den  Scheitel 

und  kehrt  den  positiven  Sinn  der  y-Axe  um,  d.  h.  setzt  x  -\ und  —  (y  —  ^  ) 

an  die  Stelle  von  x  und  y,  so  erhält  man  als  Scheitelgleichung  der  Parabel: 
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0      ^ 

2  a* 
Der  Parameter  der  Parabel  ist  demnach  —  und  da  die  Directrix  um  den  vierten 

9 

Theil  des  Parameters  vom  Scheitel  absteht,  so  läuft  sie  in  der  Höhe 

^''"^2y  2g       ^  2g 

mit  der  Horizontalen  parallel.  Da  diese  Höhe  blos  von  Vq,  nicht  aber  von  der 
Neigung  a  von  Vq  gegen  den  Horizont  abhängt,  so  folgt,  dass  alle  Parabeln, 
welche  von  demselben  Anfangspunkte  aus  mit  derselben  Anfangs- 
geschwindigkeit unter  den  verschiedenen  Wurfwinkeln  von  einem 
schweren  Punkte  beschrieben  werden  können,  die  Directrix  gemein 

haben.     Die  Höhe  h  =  -^   der  Directrix    über  dem  Horizonte    ist   die- 

jenige,  zu  welcher  der  bewegliche  Punkt  vermöge  der  Anfangs- 
geschwindigkeit Vq  vertikal  aufsteigen  könnte. 

Die  Wurfweite  (doppelte  Abscisse  des  Scheitels)  ist  w  =»  — ,    die  Wurf- 

höhe  (Ordinate  des  Scheitels)  y^  =  -  -  • 

3.  Quadrirt  und  addirt  man  die  Ausdrücke  Vx  =  a^  Vy  =^  h  —  gt,  so  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  v  mit  Rücksicht  auf  i?^  =  a'  -)-  5*  und  y  =  ht  —  ^^**: 

Diese  Gleichung  spricht  dasPrincip  der  lebendigen  Kraft  ans;  auch  §.  7  existirt  nämlich 
eine  Krältefimction.   Sie  ist  U  =  —  gy  -\-  (7,  da  wegen  X  =  0,  Y  =  —  g^  Z  =  0, 

dU  ^  —  gdy 

wird.  —  gdy  drückt  die  Elementararbeit  und  —  gy  die  totale  Arbeit  der  Schwere 
längs  des  Weges  von  der  Ordinate  Null  bis  zur  Ordinate  y  aus.  Die  Elementar- 
arbeit —  gdy  ist  negativ,  so  lange  der  Punkt  steigt,  positiv,  während  er  fällt, 
denn  im  ersteren  Falle  ist  dy  positiv,  im  letzteren  negativ.  Die  Niveauflächen  des 
Problems  sind  Hori^ontalebenen  und  in  den  beiden  Schnittpunkten  einer  jeden 
derselben  mit  der  Bahn  besitzt  die  Geschwindigkeit  gleichen  Werth,  wenn  auch 
verschiedene  Richtung.    Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form: 

"'  =  ^^(11"^)  =  ^0  '^^  ~  y^ 

geschrieben  ergibt,  dass  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  M  der  Bahn 
dieselbe  ist,  als  ob  der  Punkt  von  der  Directrix  NI)  bis  zur  Stelle 
M  gefallen  wäre. 

4.  Die  Flugzeit  ^0,  während  welcher  die  Horizoutalprojection  des  beweglichen 

Punktes  die  Wurfweite  w  = .  zurücklegt   und   zu  deren  Ende  der  Punkt  auf 

9 

die  Horizontalebene  der  Anfangslage  auffällt,  wird  erhalten,  indem  man  w  durch 
die  Geschwindigkeit  a  der  Horizontal projection  dividirt.     Sie  ist  demnach 

2&        2t7o    . 
t^  =  -     =  -r  Bin  «» 
9  9 

also  dem  Sinus  des  Elevationswinkels  a  proportional. 

Die  Flugzeit  t^  bis  ^m  Anfallen  des  Punktes  auf  eine  durch  die  Anfangs- 
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läge  senkrecht  zur  Bahnebene  und  gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  ß 
geführte   Ebene   zu    finden,   hat    man    die   Gleichungen:   y  ^=  x  ig  ß  ^     x  =»  at^ 

y  z:=z  ht  —  ^gt^  zu  combiniren.    Sie  ist  ti  =    -^^ ^^  ,  welche  mit  Hülfe  von 

a  ^  Vq  cos  a,  b  =^  Vq  sin  a  die  Form  annimmt: 

^    ^  2^0  sin  («  —  ß) 
*         g  cos  p 

5.   Für  die  Wurfweite  w  erhielten  wir 

2 ab       vi    .    „ 
w  = =a  -^  Bin  2  a. 

9  0 

Bei  constantem  v^  wird  dieselbe  ein  Maximum  für  2a  =  ^te,  d.  h.  für  a  =^  \n. 
Für  zwei  Winkel  a  und  a\  welche  sich  zu  ^ »  ergänzen ,  ergeben  sich  gleich 
grosse  Wurfweiten.     Denn  wenn  a  -\-  a"  =*  \n ^  so  wird 

sin  2  «'  =  sin  2  (^ «  —  a")  =  sin  2  a" . 

Für  die  Wurfweite  w^  auf  einer  unter  dem  Winkel  ß  gegen  den  Horizont  ge- 
neigten Ebene  y  =^  x  ig  ß  erhält  man,  wenn  x^  die  Abscisse  des  Punktes  ist,  in 
welchem  diese  Ebene  von  der  Flugbahn  getroffen  wird: 

'         cos  ß  ' 

j?!  ergibt  sich  aber  durch  Elimination  von  t  aus  den  Gleichungen  unter  Nr.  4; 
nämlich 

2i;J     cos  a  sin  (a  —  ^ 


a?i 


cos  ß 


und  hiermit  wird 

2  vi     cos  a  sin  («  —  ß) 


w,  = 


g  cos*  j5 

Diese  Grösse  wird  bei  couetantem  Vq  ein  Maximum  für 

0L==^^n  +  ^ß, 

Die  Richtung  dieses  Wurfes  bildet  mitbin  mit  der  Vertikalen  den  Winkel 

i«-  a=*4(i7r  -  ß) 

und  halbirt   also  den  Winkel,    welchen  die  geneigte  Ebene    mit  der  Vertikalen 
bildet. 

Für  zwei  Winkel  a  und  a",  welche  sich  zu  i«  +  P  ergänzen,  werden  die 
entsprechenden  Wurfweiten  gleich  gross.  Denn  aus  a  -\-  a"  ^  ^n  -\-  ß  folgt 
cos  «"  =»  cos  (^ TT  +  j5  —  a)  =  sin  («'  —  ß)  und  sin  («"  —  (5)  =  sin  {\n  —  «') 
=B  cos  «',  mithin  cos  a"  sin  («"  —  j5)  =  cos  a  sin  («'  —  j5)  u.  s.  w.  Von  beiden 
Winkeln  liegt  der  eine  um  ebensoviel  über  jenem  Maximalwerthe  {ft  -\-  \ß^  als 
der  andere  unter  demselben ;  denn  aus  a  -\-  a"  ^^^  )^n  -\-  ß  folgt  auch 

6.  Um  den  Elevationswinkel  a  zu  finden,  unter  welchem  der  Wurf  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  v^  erfolgen  muss,  damit  ein  bestimmter  gegebener 
Punkt  erreicht  werde,  dienen  folgende  Bemerkungen.  Liegt  der  gegebene  Punkt 
in  der  Horizontalen  der  Anfangslage  in  der  Entfernung  a  von  ihr,  so  folgt  a  aus 
der  Gleichung 

H    •    » 

-^  sm  2  a  81  a 

9 
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mit  zwei  Lösungen.  Die  beiden  entsprechenden  Richtungen,  die  eine  steil,  die 
andre  flach,  unter  welchen  der  bewegliche  Punkt  den  gegebenen  trifft,  sind  gleich 
geneigt  gegen  die  Richtung  a  =  {n  der  grössten  Wurfweite. 

Liegt  der  zu  treffende  Punkt  nicht  im  Horizonte,  so  folgt  a  aus  der  Gleichung 

2rJ  cos  a  sin  («  —  ß)  __ 

'~g  cö?"|p  ^' 

wenn  a  die  Entfernung  von  der  Anfangslage  und  §  die  Neigung  der  Geraden 
gegen  den  Horizont  bedeutet,  welche  ihn  mit  der  Anfangslage  verbindet.  Die 
beiden  Lösungen  a',  a'  besitzen  die  unter  5.  erwähnte  Eigenschaft.  Um  sie  wirk- 
lich darzustellen,  wollen  wir  lieber  die  Coordinaten  x,  y  des  zu  treffenden  Punk- 
tes einführen.  Er  wird  erreicht,  sobald  a;,  y  der  Gleichung  der  Flugbahn  ge- 
nügen. Stellen  wir  daher  die  Gleichung  unter  Nr.  2  so  dar,  dass  wir  a,  h  und 
v^  durch  a  und  h  ausdiilcken,  wodurch  sie  die  Form  annimmt 

sec*  a  .  o;*  —  4Ä  tg  a  .  a;  +  4Äy  =  0, 

und  lösen  sie  nach  tang  a  auf,  so  kommt 


tg  a  =  —  Uh  ±  1/4Ä  (/»  —  y)  -  x^\  . 


Für  4Ä  (Ä  —  y)  —  a;'  <  0  ist  der  Punkt  nicht  mehr  zu  erreichen;  die  äusser- 
sten  Lagen,  für  welche  er  noch  erreichbar  ist,  sind  die  Punkte  der  Parabel 

4Ä  (Ä  —  y)  —  a;*  =  0 . 

Für  Punkte  dieser  Grenzcurve  fallen  die  beiden  Wurfrichtungen  in  eine  zusam- 
men. Durch  Verlegung  des  Coordinatenursprungs  um  die  Grösse  h  in  der  Rich- 
tung der  y  und  Unikehrung  des  Sinnes  der  y-Axe  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 

x^  ==  47ey 

an.  Man  erkennt  daraus,  dass  der  Scheitel  der  Grenzparabel,  welche  die  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  v^  erreichbaren  Punkte  (a;,  y)  von  den  nicht  erreichbaren 
scheidet,  in  der  Höhe  h  vertikal  über  der  Anfangslage,  also  in  der  gemeinsamen 
Directrix  aller  Flugbahnen  und  der  Brennpunkt  in  der  Anfangslage  selbst  sich 
befindet.     Ihr  Parameter  ist  4/t. 

7.  Die  sämmtlichen,  den  verschiedenen  Elevationswinkeln  a  entsprechenden 
Parabeln  bilden  eine  Enveloppe,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  eben  er- 
wähnte Grenzparabel.  Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  findet  man  die  Gleichung 
dieser  Curve,  indem  man  die  Gleichung  der  Parabel 

sec'  a  ,  x^  —  4/i  tg  «  .  a;  +  ^^!/  =  ^ 
nach  dem  individualisirenden  Parameter  tg  a  differentiirt  und  aus  ihr  und  der  so 
gewonnenen  Gleichung  a  eliminirt.     Diese  Differentiation  liefert 

tg  a  —  2hx  =  0 

und  die  Elimination  von  tg  «  führt  zu  derselben  Gleichung  4Ä  (ä  —  y)  —  a:'  =  0, 
wie  unter  Nr.  6. 

8.  Die  Anfangslage  Mq  des  beweglichen  Punktes,  welche  allen  den  verschie- 
denen Elevationswinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  gemein  ist,  steht  von  allen 
Brennpunkten  derselben  ebensoweit  ab,  als  von  ihrer  gemeinsamen  Directrix,  näm- 
lich um  die  Strecke  h.  Daher  ist  der  Ort  aller  Brennpunkte  ein  um  die 
Anfangslage  mit  li  als  Radius  beschriebener  Kreis  (s.  Fig.  141). 

9.  Die  Coordinaten  des  Scheitels  einer  beliebigen,   dem  Winkel  a  entepre- 

chenden  Parabel  sind  nach  Nr.  ^i  x  *=»  — ,    y  =^  \  —  oder,   wenn  man  a  and 

9  9 


\ 
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&  durch  h  und  a  ausdrückt:  a;  s=  ^  sin  2a,  j/  =*  ^  sin^  a.  Mit  Zuhülfenahme  der 
Relation  ^(1  —  cos  2a)  =  siu^  a  erhält  man  hieraus,  indem  man  a  eliminirt,  als 
Ort  der  Scheitel  sämmtlicher  Parabeln  die  Ellipse 


& 


+     (ihy    -  ^' 


deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  \h  aber  der  Anfangslage  M^,  liegt  und  welche 
eine  horizontale  Hauptaxe  von  der  Länge  2h  und  eine  vertikale  Hauptaze  gleich 
h  besitzt.  Die  Scheitel  an  den  Enden  der  horizontalen  Hauptaze  entsprechen  den 
Würfen  «  =  ^jp  und  a  =  J«. 

10.  Denkt  man  sich  von  0  aus  in  einer  Vertikalebene  unter  allen  möglichen 
Winkeln  a  continuirlich  hintereinander  Punkte  mit  der  Geschwindigkeit  Vq  aus- 
geworfen, so  erhält  man  alle  Parabeln  der  ganzen  Schaar  zugleich,  wie  eine 
Stralengarbe,  welche  von  einer  grösseren  Grenzparabel  umhüllt  wird.  Erfolgt 
dies  zugleich  in  allen  Yertikalebenen  des  Punktes  0,  so  entsteht  das  Phänomen 
einer  idealen  Fontaine.  Die  äussere  Figur  derselben  ist  das  Paraboloid,  welches 
durch  Rotation  der  Grenzparabel  um  die  Vertikale  gebildet  wird  und  die  Scheitel 
aller  Parabeln  liegen  auf  eiuem  Rotationsellipsoid  um  dieselbe  Aze,  dessen  Aequa- 
tor  die  Höhe  der  Fontaine  halbirt. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  einer  Vertikalebene,  welcher  unter  dem  Winkel 
a  ausgeworfen  wurde,  nach  der  Zeit  t  sind  a;  =  r^  cos  a  .  f ,  y  =='Vq  sin  a  ,  t  —  ^gt^» 
eliminirt  man  hieraus  a,  so  erhält  man  für  den  Ort  aller  unter  den  verschiedenen 
Winkeln  a  in  der  Vertikalebene  gleichzeitig  abgegangener  Punkte  zur  Zeit  t 

^'  +  (y  +  \gtr  =  KO*, 

der  Ort  dieser  Punkte  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  vertikal  unter  3/^ 
liegt  im  Abstände  ^gt^  und  einen  Radius  VQt  besitzt.  Beide  Grössen  sind  von 
der  Zeit  abhängig,  der  Mittelpunkt  sinkt  von  Mq  aus,  wie  ein  schwerer  Punkt 
und  der  Radius  wächst  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  v^.  Da  dieselbe 
Betrachtung  für  alle  Vertikalebenen  gilt,  so  folgt,  dass  alle  Punkte,  welche  zu 
gleicher  Zeit  von  0  ausgeworfen  werden,  fortwährend  auf  einer  veränderlichen 
Kugelfläche  liegen,  deren  Mittelpunkt  wie  ein  schwerer  Punkt  sinkt,  während  ihr 
Radius  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  r^  wächst. 

11.  Lässt  man  bei  constantem  Elevationswinkel  a  die  Anfangsgeschwindig- 
keit Vq  variiren,  so  kann  eine  der  vorstehenden  Untersuchung  coordinirte  Unter- 
suchung geführt  werden. 

Eliminirt  man  z.  B.  aus  den  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  Scheitels 
der  Flugbahn,  nämlich  x  ^^^  h  sin^a,  y  =»  h  sin^  a  die  Grösse  h  und  damit 
die  Anfangsgeschwindigkeit  r^,  so  ergibt  sich 

d.  h.  der  Ort  der  Scheitel  aller  Bahnen,  welche  der  bewegliche  Punkt  unter  con- 
stantem Elevationswinkel  mit  verschiedenen  Anfangsgeschwindigkeiten  beschreiben 
kann,  ist  eine  durch  die  Anfangslage  gehende  Gerade,  welche  die  vertikalen 
Strecken  zwischen  der  Horizontalen  der  Anfeuigslage  und  der  Richtung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit halbirt,  so  dass  also  die  Horizontale  und  die  Wurfrichtung, 
die  Scheitelgerade  und  die  Vertikale  vier  harmonische  Stralen  sind. 
Die  Coordinaten  eines  Brennpunktes  sind 

o;  SB  /i  sin  2a,  y  «■  Ä»sin*  a  —  h  cos'  a  =^  —  h  cos  2a  • 

Die  Elimination  von  h  liefert  hier 

y  B.  —  cotg  2a  .  X, 


Flg.  Ilt. 
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d.  b.  der  Ort  aller  Brennpunkte  iit  gleiclifallB  eine  darch  die  Anfangslage  gehende 
Gerade. 

12.  Viele  von  den  bisher  analytiacli  entwickelten  ßesnltaten  kann  man  leicht 
anf  geometriBchem  Wege  gewinnen,  wie  folgt 

Eb  Bei  M„  (Fig.  142)  die  Anfangslage,  HD  die  gemeiDBcbaftlicbe  Directrii 
aller  Parabeln,  welche  derBelben  Anfangsgescbwindigkeit  «„  •>  Vigh  entsprechen, 
und  F  der  Brennpunkt  irgend  einer  dieser  Cnrven,  der  also  wegen  l^F  —  M^H 
auf  dem  nm  Jlf,  mit  M,  H  •^  h 
beschriebenen  Ereiie  sich  befindet. 
Die  Parabel ,  deren  Brennpnnkt  F 
ist,  achneidet  eine  Gerade  M^O 
in  einem  Punkte  M,  deaien  Ab- 
stände Tom  Brennpunkte  nnd  der 
,.  Directriz  gleich  sind,  so  daw 
.--r_  MF  —  MN.  Der  Pnnkt  M  iti 
daher  der  Mittelpnnkt  eineaKretaeB, 
welcher  die  Directrix  berührt  nnd 
durch  F  geht.  Da  dieser  Ereia 
den  Ort  der  Brennpunkte  im  All- 
gemeinen in  zwei  Punkten  F,  F 
schneidet,  so  gibt  es  noch  einen 
Eweiten  Brennpunkt  F'  und  alao 
auch  noch  eine  zweite  Parabel, 
welche  M„G  in  demselben  Punkte  M  schneidet.  Der  Knsserste  Punkt  3f,  der 
Geraden  M„G ,  welcher  von  einer  der  Parabeln  noch  erreicht  werden  kann,  iat 
daher  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  die  Directrjx  HT>  und  den  Ort  der 
Brennpunkte  berührt  nnd  der  Brennpunkt  der  zugehörigen  Parabel  der  grCssten 
Wurfweite  ist  der  Berührungspunkt  F^ ,  d.  h.  der  Schnittpunkt  von  Mf,G  mit  dem 
Orte  der  Brennpunkte.  Die  Richtung  M^  T^  des  Änsaeraten  Wurfes  halbirt  als  Tan- 
gente der  Parabel  in  Jl/^  den  Winkel  HM^V„  zwischen  dem  RadiuBvector  F^M 
nnd  dem  Diameter  H3I^,  d,  h.  den  Winkel,  welchen  die  Qerade  M^G  mit  der 
Verticalen  11 M^  bildet.  Ebenso  halbiren  die  Iliclitnngen  M^T,  M,T'  je  zweier 
Würfe,  welche  in  demselben  Punkte  M  die  Gerade  M^G  treffen,  die  Winkel  H-M„F 
und  II M^  F' ;  hieraus  folgt,  daas  sie  gleichgeneigt  sind  gegen  die  Richtung  Jtfg  T„ 
des  weitesten  Wurfes. 

Denkt  man  eich  jetzt  durch  JIT,  alle  Oertiden  M^G  gezogen  und  bestimmt  anf 
jeder  von  ihnen  den  Pnnkt  My  der  grössten  Wurfweite,  so  bilden  die  Pnnkte  M, 
den  Ort  der  äussersten,  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  noch  erreichbaren 
Pnnkte.  Die  Punkte  M,  sind  aber  die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  die 
Directrix  und  den  Ort  der  Brennpunkte  berühren.  Zieht  man  daher  in  dem  Ab- 
stände HJ  *=  HIHo  *l'e  Gerade  JE  parallel  mit  der  Directrii  HD,  so  stehen  die 
Punkte  Jtf,  von  Jtf„  und  dieser  Geraden  gleichweit  ab.  Daher  ist  der  Ort  (Jf,) 
eine  Parabel,  welche  die  Vertikale  M„J  zur  Hauptaie,  HD  zur  Scbeiteltangeote 
und  M„  zum  Brennpunkte  bat.  Diese  Parabel  berührt  die  einzelnen  durch  die 
Punkte  3f,  gehenden  Parabeln,  denn  ihre  Tangenten,  sowie  die  Tangent«n  jener 
in  Jlf,  halbiren  die  Winkel  F^  M,  N,  . 

Um  die  Stelle  M  zu  finden,  wo  die  Qerade  JU^G  unter  rechtem  Winkel  ge- 
troffen wird  (Fig.  143),  bedenke  man,  dass  der  Ereil  tun  Sf,  welcher  HG  in  N 
berOhrt,  die  Brennpunkte  F,  F'  der  beiden  Panbeln  liefert,  welche  M  erreichen. 
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Nun  halbirt  M^  G  den  Winkel  FMF'  und  die  Tangente  in  M  an  die  Parabel, 
deren  Brennpunkt  F  ist,  den  Winkel  FMN;  sollen  also  beide  zu  einander  senk- 
recht sein,  so  muss  Winkel  NMF'  =  n  werden. 
Zieht  man  also  vom  Schnittpunkte  G  der  Geraden  Mq  G 
mit  HG  nach  dem  Endpunkte  H*  des  Durchmessers 
HH'  den  Stral  GH\  so  liefert  sein  Schnittpunkt  mit 
dem  Orte  der  Brennpunkte  den  Punkt  F\  von  welchem 
man  blos  das  Perpendikel  F' N  auf  HG  zu  fällen 
braucht,  nm  auf  MqG  den  gesuchten  Punkt  M  zu  be- 
stimmen^ welcher  unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird. 
Die  Richtung  des  Wurfes  ergibt  sich  hierzu  leicht  aus 
dem  Vorigen.  Von  den  beiden  Parabeln,  deren  Brenn- 
punkte JP,  F'  sind,  löst  nur  die  eratere  das  Problem; 
für  die  andere,  deren  Brennpunkt  F'  ist,  ist  M  der 
^*'  **^'  Scheitel,  indem  der  Badiusvector  MF'  mit  dem  Dia- 

meter NF'  zusammenfallt,  und  ist  also  die  Tangente  in  M  horizontal. 

Soll  die  grösste  Wurfweite  für  eine  nicht  durch  die  Anfangslage  Mf^  gehende 
Gerade  GqG  (Fig.  144)  gefunden  werden,  so  erwäge  man,  dass  für  irgend  einen 
Punkt  M  in  G^^G,  wenn  er  auf  einer  zum  Brennpunkte  F  gehörigen  Parabel  er- 
reichbar sein  soll ,  FM  =  MN  und  die  äusserste  Lage  Mi  des  Punktes  M  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises  sein  muss,  welcher  die  gemeinsame  Directrix  HD  und 
den  Ort  der  Brennpunkte  berührt 


Fig.  144. 


Fig.  M.»». 


13.  Nach  Nr.  3  ist  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  M  (Fig.  145) 
der  parabolischen  Bahn  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  Punkt  durch  den 
Fall  von  der  Directrix  NI)  aus  erlangt,  d.  h.  es  ist  v*  =  2<jr  .  MN,     Nun  ist  aber 

vermöge   der  Eigenschaften   der  Parabel  MN  =^  MF  und  7)JV'  =  2FT>  .AP; 

also  indem  man  FD    beiderseits  addirt 

FN^  ^2FD  .AP+FD*  =  2FD  .  {AP  +  \FD)  =  2FD  .  MN. 

F~N^ 
Hieraus   folgt  MN  =>  - — ^Ttt*    Daher  wird  jetzt 


r»  «  ^  . 


FN^ 
FD 


Es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  proportional  der  Länge  FN.  Diese  Linie 
steht  aber  senkrecht  auf  der  Tangente  des  Punktes  M  und  es  bilden  daher  alle 
Linien  FN  unter  einander  dieselben  Winkel,  wie  die  Richtungen  der  Geschwindig- 
keit Daher  liegen  die  Punkte  iV^  in  einer  dem  Hodographen  der  parabolischen 
Bewegung  ähnlichen  Linie  und  ist  folglich  dieser  selbst  eine  Gerade.    Die 
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Strecken  JP2>,  DN  sind  proportional  der  Horisontal-  und  der  Vertikaloompoiiente 
von  V  in  demeelben  Verhältniss,  mit  welchem  FN  dem  v  selbst  proportional  ist 

§.  10.  Das  ballistische  Problem  (WurA>ewegang  im  widerstehenden  Mittel). 
Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v^  unter 
einem  Winkel  a  gegen  den  Horizont  in  einem  homogenen,  Widerstand 
leistenden  Mittel  geworfen,  welche  Bewegung  wird  derselbe  an- 
nehmen, wenn  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  gleich  der  Func- 
tion a  4-  hv^  der  Geschwindigkeit  ist,  worin  a  und  h  Constante  be- 
deuten? 

1.  In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  in 
der  Anfangslage  M^  des  Punktes,  horizontaler  a;-Aze  und  vertikaler  ^-Axe  (positiv 
aufwärts  und  wenn  die  vertikale  xy -Ebene  durch  die  Richtung  'der  An&ngs- 
gesch windigkeit  enthält)  sind  die  Componenten  der  Beschleunig^nng ,  da  der 
Widerstand  in  der  Richtung  der  Tangente  dem  Sinne  der  Bewegung  entgegen 
gerichtet  ist: 

und  mithin  die  Gleichungen  der  Bewegung 

d  t*  ^      '  ^ds  V  dt 

d'z       „ 

Die  dritte  dieser  Gleichungen  lehrt,  dass  die  Bewegung  in  der  xy-Ehene  erfolgt, 
sodass  die  Untersuchung  sich  von  vornherein  auf  die  beiden  ersten  Gleichungen 
beschränken  kann.  Um  zu  einem  Integrale  derselben  zu  gelangen ,  combinire  man 
sie  nach  der  Art  des  Flächenprincips.    Man  erhält 

dx  d^y       dy  d^x dx 

'dt  dV  ~  ~dt  dt*  ^'di 

d  X 
und  wenn  man  für  ~j~  seinen  Werth  aus  der  ersten  Gleichung  einsetzt 

/      I    1   nx  l^^  ^^y       dy  d^xX  d^x 

Nun  führe  man  den  Winkel  17  als  neue  Variabele  ein,  welchen  die  Tangente  der 

d  X  d'u 

Bahn  mit  der  x-ki^e  bildet,  d.  h.  man  setze  -j-  =a  t;  cos  1?,    -,^  =»  v  sin  iy,    wo- 

at  at 

durch  man  erhält:  r  (a  +  ^^'*)  drj  =^  g  (cos  rj  dv  —  t?  sin  17  dtf),  oder 

g  cos  Tj  v~  ^^"^^^  dv  —  {a  -\-  g  sin  ff)  v~~  ^  dfi  =>  bdri . 

Da  die  linke  Seite  in  dem  einen  Gliede  v""**,  im  anderen  das  Differential 
^— (n  4- 1)  ^^  hie  von  enthält,  so  wird  man  einen  Multiplicator  K  dieser  Gleichung  als 
Function  von  rj  so  bestimmen  können,  dass  die  linke  Seite  nach  der  Multiplica- 
tion  mit  —nK  die  Form  des  Differentials  eines  Produkts,  nämlich  die  Form 

d,  Jf^-^r«— Hilft?- ^*+*^d»+ ©-"  ^     drj 
annimmt.    Hiezu  müssen  K  und  M  den  Bedingungen  genügen: 
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dM  =  nK  {a  -\-  g  Bux  rj)  dfi  f    M  =»  gK  cos  iy . 
Aqb  ihnen  erhält  man: 

dM      n{a-\-gvmTi) ^  sini?  ,      .  na  dri  ,  ,  i  wa  .  ,.    ,,      ,   .    . 

M  g  cos  rj         '         coßi/     '   '    ^  cosij  9        *«V4      •  a  '-^ 

und  mithin 


na 


ilf«C08-«ij.tg''  a«  +  ii7),     jsr^ ""^ 


g  cos  7? 
nnd  hiermit  ein  Integral  der  DifPerentialgleichnng,  nämlich 


Mv 


—  n 


n_  riMdri 
gj     C08  1J 


Diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  h  eine  Function  von  17  ist;  auch  für  den  Fall, 
dass  a  Function  von  17  ist,  tritt  nur  die  Aenderung  ein,  daas 

n_   r  adt] 

3f=scos    "ij.e 

wird. 

Fflr  die  weitere  Behandlung  des  Problems  setze  man  ig  (i^t  -\-  irj)  =^  r ,  wo- 

,      ,  2r  .  r*  —  1       dri         dr     .  .  .  ...  ^ 

durch  cos  1?  ==  - — -. — = ,  sin  17  =  - — -. — ; ,   —  =  —  wird ,  sowie  zur  Abkürzung 

'       1  +  *•  '       1  +  ^       cos  1?        r  '  * 

—  =  c ,  so  erhält  man 
9 

M  =  2-'*  r"(^-^>  (1  +  O"  ,    2"  Mv-""  =  -  —   Tr^^^^^  (1  +  r')"  ^  • 
Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  erhält  man  difs  Integral  in  geschlossener 

Ci  fi    ~4-    2 

Form.    Besonders  einfach  fällt  dasselbe  aus  für  c  =*  —  =»  — • — ,  nämlich 

g  n     ' 

r»  (1  +  rr  v-'^  -  2FTT)^  ^^  +  '''^""^'  +  ^' 

wobei  die  Constante  durch  die  Anfangslage  und  An&ngsgeschwindigkeit  bestimmt 
weiden  muss,  wofür  f^-tg^w  +  ^a),  ija««,  v  ^=»  %. 

Das  gefundene  Integral  bestimmt  v  als  Function  von  r;  nachdem  dies  er> 
reicht  ist,  ist  es  leicht,  auch  t  ^  x  ^  y  als  Functionen  vom  r  durch  blosse  Quadra- 
turen darzustellen.  Bezeichnen  wir  nämlich  abkürzend  die  Beschleunigung  des 
Widerstandes  mit  m ,  so  liefern  die  obigen  Gleichungen 

d^x  CO  dx         d^y  (o  dy  dj^         d^x 

leicht  das  folgende  System  von  Gleichungen: 

d*x 

, dt^  ^A  pjiy         __£.^'' 

dx  g  cos  17  g   r  ^ 

j  ^^  jj.  ^'  j  2»*dr 

Bosaui,  HMluuük.    I.  %4 
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Sobald  man  in  diese  Formeln  v  durch  17  oder  r  ausgedrückt  einsetst,  er- 
geben sie  f,  X,  y  darch  blosse  Quadraturen.  Die  Reduction  auf  Quadrataren  ist 
auch  dann  noch  möglich,  wenn  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  a  -^-h  .Iv 

ist,  ein  Fall,  der  aus  dem  eben  behandelten  hervorgeht,  wenn  a und  —  an 

die  Stelle  von  a  und  h  treten  und  man  hierauf  einen  Grenzübergang  f ür  n  &=  0 

machte  dabei  aber  berücksichtigt,  dass  lim  [n"~^(t?*  —  1)]  =»  Zt>  für  n  =  0. 

Die  hier  gegebene  Entwickelung  verdankt  man  Jacobi  {De  motu  pundi  nn- 
gtdaris.  Crelle's  Joum.  Bd.  XXIV.,  S.  25).  Bereits  Joh.  Bernoulli  hat  in  den 
Actis  eruditorum  Lips.  1719,  p.  216  das  ballistische  Problem  behandelt;  von  seinem 
Neffen  Nicol.  Bernoulli  enthält  derselbe  Band  eine  Abhandlung  über  denselben 
Gegenstand.  Später  hat  Legendre  {Sur  la  question  de  balistique;  Mim, de  VAcad. 
de  Berlin,  1782,  p.  59)  die  Behandlung  des  Gegenstandes  dahin  erweitert,  dass  er 
den  Widerstand  in  der  oben  angenommenen  Form  voraussetzte. 

2.  Für  den  speziellen  Fall  a  =»  0 ,  n  =*  2  wird  der  Widerstand  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  proportional.  Wir  wollen  diesen  einfachen  Fall  direct  und 
unabhängig  von  der  vorstehenden  allgemeinen  Theorie  behandeln,  zu  diesem  Be- 
hufe  aber  die  Bewegungsgleichuugen  etwas  umgestalten.  Ist  allgemein  22  die 
Widerstandsbeschleunigung ,  so  lassen  sich  dieselben  schreiben: 

Setzt  man  nun  ^  =  p  ,   also  ^  =  p  ^  ,   ^  =  ,  _  +  _  ^,  ,o  geht 

die  zweite  dieser  Gleichungen  über  in 

(d^x    .     ^  dx\    ,    dx  dp    . 

und  indem  man  dieselbe  mit  Hülfe  der  ersten  reducirt,  kann  man  das  System  der 
Bewegungggleichungen  durch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  darstellen: 

d*x   .     ^  dx  dx  dt)    . 

-rr)  ,  so  gehen  diese 

Gleichungen  über  in 

d^x  _i    9_d8dx  __  ^1       (^*V 

dt^'^k^dtdt^     '       dx'^^Xdx)    "■ 

d  X    dx  o  ds 

Aus  der  ersten  von  ihnen  folgt  -=-^ '  "J*  ^™  "~  m  J*  ^^'^  ®^®  ^^  durch  Inte- 

01       QiZ  K    dt 


gration 


Für  die  Constante  wird,    wenn  für  8=^0  die  horizontale  Geschwindigkeits- 

d  X 
componente  -j-  gleich  v^  cos  a  wird,  1(Vq  cos  a)  =  C  und  bleiben  folglich  für  die 

weitere  Behandlung  des  Problems  die  Gleichungen: 

?£, 
dx  k*        dp  e  _       vi 

dt         "^  '     dx  2a  008*  a 
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Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  erkennt  man,  dass  die  Horizontalcom- 
ponente  der  Geschwindigkeit  mit  s  abnimmt,  dass  mithin  die  absteigende  Bahn 

immer  mehr  der  vertikalen  Richtung  sich  an- 
nähert und  die  Bewegung  immer  mehr  gleich- 
förmig wird.  Der  absteigende  Curvenast  hat 
daher-  eine  vertikale  Asymptote  (Fig.  146).  um 
die  zweite  Gleichung  zu  integriren,  multipliciren 

wir  sie  mit  der  Identität  dx  )/l  ^  p^  =^  ds ,  wo- 
durch sie  übergeht  in 

X  2y^ 


it» 


dpVT+p^^  - 


Fig.  146. 


deren  Integral  ist 


G-p VT+V'  -l(p  +  V^  +  P') 


1.9 


2h  cos^ff 


e 


ds , 


2gh  cos*« 
wobei   die  Constante   dadurch  bestimmt   wird ,   dass  für  s  =  0  ,  p  =»  tg  a  wird. 

Setzen  wir  zur  Vereinfachung  P  =  !>  1^1  +  1>*  +  ^  {p  -\-  V^  +  pO  »    so    nimmt 
diese  Gleichung  die  Form  an 

P)  cos'  a  . 


*» 


Sie  stellt  die  Bahn  des  Punktes  dar,  indem  sie  den  Bogen  8  als  Function  des  Tan 
genten winkeis  gibt. 

Indem  man  mit  ihrer  Hälfe  aus  den  drei  Gleichungen: 

dp e  dy dp 

dx 


^p 


+ '  m 


0 


dx  2/ico8'a'    dx 

8  eliminirt,  erhält  man  dx,  dy  und  dt  durch  p  und  dp  dargestellt.    Demnach  wird 
das  ganze  Problem  durch  die  drei  Gleichungen: 

dx=^^-  dp(C  —  pr\ 

dy ^pdp(C-P)-\ 

9 

auf  Quadraturen  zurückgeführt.    Um  die  Constante  C  durch  die  Anfangselemente 

dy 


auszudrücken,  sei  p^  der  Werth  von  p 


dx 


für  <  <»  0 ,  d.  h.  Po  =»  tg  a ;  ebenso 


JPo  der  Werth  von  P  fflr  *  =»  0.    Dann  liefert  die  Gleichung  der  Bahn 


G^P,+ 


k^ 


dy 


2gh  cos'  a 


Die  Grösse  p  =»  ~^  beginnt  mit  dem  Werthe  p^  und  nimmt  ab,  im  höchsten 

dx 

Punkte  der  Bahn  verschwindet  sie,  geht  hierauf  ins  Negative  über  und  nähert  sich 

mehr  und  mehr  dem  Werthe  — oo. 
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Die  drei  zuletzt  dargestellten  Gleichungen  fflr  dx,  dy^  dt  liefern  durch  In- 
tegration die  Coordinaten  x,  y  und  die  Zeit  t  als  Functionen  von  p^  nftmlich 

Po  Pt>  Po 

x^^'j    {c-^pr'dp,  y^^-Jic^pr'pdp,  t^jj{c-pf^dp. 
p  p  p 

Die  Coordinaten  des  Scheitels  erhält  man  insbesondere  für  p  s»  o,  nämlich 

th  Po 

^--jj\c-Pr'dp,    y^jf{C-^Pr'pdp, 

0  0 

Die  Wurfweite  w  ergibt  sich,  wenn  man  zunächst  den  Werth  — pj  von  p  sacht, 
für  welchen  y  zum  zweitenmale  verschwindet,  d.  h.  die  Gleichung  auflöst 


/' 


i—i 


—Pi 
und  den  gefundenen  Werth  hierauf  als  Grenze  bei  der  Bestimmung  von  x  benntst, 
nämlich 

Po 

w^'—  (\c  —  Pr^dp. 


jß^  - 


—Pi 
Die  Abscisse  der  vertikalen  Asymptote  der  Flugbahn  ist  der  Werth  von  x, 
welcher  p  =  —  CX)  entspricht,  nämlich 

Po 


a:  =  y  /  (C-  FrUp 


—  oo 


Man  kann  leicht  zeigen,  dass  der  aufsteigende  Ast  der  Curve  über  den  Coordinaten- 
ursprung  rückwärts  verlängert,  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  A83rmptote  be- 
sitzt (s.  Fig.  146).    Denn  die  obige  Gleichung  fflr  ^  gibt  für  a  «  —  cx)  den  Werth 

— ^  =  0,  also  p,=»  const. 
dx 

Aus  den  obigen  Formeln  für  dx^  dy,  dt  ergibt  sich  weiter  die  Geschwindigkeit 

'1  +  pni 


V 


fei?)'- 


Für  weitere  Ausführungen  vgl.  Neil,  Wurfbewegung  im  widerstehenden  Mittel 
und  Construction  der  Flugbahn.  (Grunert's  Archiv  Th.  46,  S.  361  u.  Th.  47, 
S.  338.)  Daselbst  findet  sich  auch  eine  Tafel  der  Function  P  oder  A  (p)  nach  der 
Bezeichnung  des  Yer&ssers. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  A;  =>  oo,  so  erhält  man  die  entsprechenden 
der  Wurfbewegung  im  nicht  widerstehenden  Mittel.  Sind  S,  s  Bogen  der  Bahnei^ 
zweier  schwerer  Funkte,  welche  beide  von  demselben  Punkte  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit in  gleicher  Richtung  ausgeworfen  werden,  der  erstere  im  leeren 
Räume,  der  zweite  im  widerstehenden  Mittel,  so  hat  man  für  sie 

^^Ki-fP  2ÄC0S»«'    d8^    ^^  2Aoo«<a 


II.  Th.,  Cap.  X,  §.  1 1 .  Die  Centralbewegung.  373 

und  daher 

di^'         nnd    e       ^  1  +  j^  S . 

3.    Für  den  Fall,  dass  p^  nnd  in  Folge  dessen  auch  p  sehr  klein  ist,  so  dass 
die  Fingbahn  immer  nahe  am  Horizonte  bleibt,   kann  man  approximativ  setzen 

— -  «a  1 ,   8  =  X  und  folglich 

dp  e 


dx  2  Ä  cos*  a  * 

woraus  sich  ergibt 


^9 


•  "^        da;        ^  4^/i  cos*«  \  / 

und 

y  =  X  tg  a  +  - — i =—  [x  —  l—  e        +4  — I  • 

^  ^       ^    45fÄC08*a\  ^g  g/ 

Die  Coordinaten  des  Scheitels  erhält  man ,  indem  man  p  =a  0 ,  die  Abscisse 
der  Wurfweite,  indem  man  y  =^  0  setzt.    Hierzu  liefert  die  Gleichung 


(dty   ,   dp       ^ 


dp 
mit  Hülfe  des  vorherigen  Werthes  für  -r^  die  der  Abscisse  x  entsprechende  Zeit: 

(7       Vq  cos  a 

§.  11.  Die  Centralbewegung.  Ein  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  Beschleunigung,  deren  Richtung  fortwährend  durch  ein 
festes  Centrum  O  hindurchgeht  und  deren  Grösse  9  blos  eine  Function 
der  Entfernung  r  von  demselben  ist.  Die  Anfangslage  und  die  An- 
fangsgeschwindigkeit sind  bekannt;  man  soll  die  Natur  dieser  Be- 
wegung erforschen. 

1.  Indem  wir  den  Mittelpunkt  0  der  Beschleunigung  als  Pol  eines  Polar- 
coordinatensystems  der  r,  &•  mit  beliebig  gerichteter  Polaraxe  ansehen,  sind  die 
Componenten  der  Beschleunigung  längs  des  Radiusvectors  und  senkrecht  dazu 
fp^  ms  fp^  (p^  =  0,  d.  h.  es  ist  nach  Cap.  VIII,   §.   9,  wenn  9^  positiv  im  Sinne 

nach  0  hin  gerechnet  wird 


(dd-Y       <i»r  1    d  /  ^d»\ 


dd" 
Die  zweite  dieser  Gleichungen  liefert  sofort  ein  erstes  Integral  r^  —  =s  C .    Es 

drückt  dies  das  Princip  der  Flächen  aus,   welches   nach  §.  4.   für  das  Problem 

dd" 
gilt     £b  ist  nämlich   der  doppelte  Elementarsector  2dS  —  r^  -j-  und  daher  die 

dS 

Seotorengeschwindigkeit  -jr  '='  i^>  &^o  constant, 

dt 

pv^C    und    S  —  S^^i  C{t  -  to) . 
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(1.  h.:  Für  jede  Centralbewegung  ist  die  Sectorengeschwindigkeit  und 
das  Moment  der  Geschwindigkeit  für  den  Pol  der  Badienvectoren  con- 
stant,  der  in  irgend  einer  Zeit  vom  Eadiusvector  durchstrichene  Sector 
dieser  Zeit  proportional  und  die  Bahn  eine  ebene  Curve. 

Die  Constaute  C  des  Flächenprincips  kann  durch  die  der  Zeit  t^  entsprechenden 
Elemente  Vq,  Po>  ^o»  «  ausgedrückt  werden,  nämlich  die  Geschwindigkeit,  ihren 
Abstand   von  Ü,   den  Radiusvector   und   die  Neigung  von  r^  gegen  v^.    Sie  ist 

Die  Elimination  von  -rr  aus  beiden  Gleichungen  gibt  zwischen  r  und  t  die 
leichung 


dV 


9> 


2.  In  Bezug  auf  0  als  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten  x^y  in  der  Ebene 
der  Bahn  sind  —  x  i  r,  —  y  i  r  die  Bichtungscosinusse  der  Beschleunigung  tp, 
wenn  diese  dem  Pole  zugewandt  und  x  :  r  ^  V  '  ^j  wenn  sie  ihm  abgewandt  ist, 
daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  im  ersten  Falle 


d^x       X 


^'    dtf+7''-"' 


im  andern  Falle  genügt  die  Aenderung  des  Zeichens  von  tp.    Das  Flächenprincip 
nimmt  die  Form  an 


X 


dy 


—  y 


dx 


C. 


3. 


dt        ^  dt 

Für    die   Geschwindigkeit  v    ergibt    sich    mit   Hülfe    von  pv 

r         ds 
%)        rdd" 


C  und 


(Fig.  147),  sowie  ds^  =  r^d«*«  +  dr^ 


V' 


(P 


oder  schliesslich 


— '^  [i + (-'tI)1  ■ 


Fig.  147. 


4.     Nach   §.  Ö    gilt   für    unser   Problem  das  Prin- 
cip   der    lebendigen    Kraft    und    ist    für    die    Eräfte- 

function   dU  =  —  —  (xdx-{-  ydy)  =>  ^q>dr^  da  xdx  +  y  dy  =  rdr.    Daher  ist 

r 


iv'-ivl  =  U-  U, 


-f 


(pdr    oder    ^v*  =  U^  +  ä,    wo    ä  =  ^tjj  —  ü^. 


Indem   man   diese    Gleichung  mit   der  Gleichung   von  Nr.  3   combinirt,    er- 
gibt sich 

als  Differentialgleichung  der  Bahn  in  Polarcoordinaten,  wenn  <p  und  mithin  U 
bekannt  ist,  oder  als  Gleichung  für  qp,  wenn  die  Bahn  d.  h.  r  als  Function  von 
0"  gegeben  ist.  Im  letzteren  Falle  gibt  nämlich  die  Differentiation  nach  ^  wegen 
du       dU    dr  dr 

°"  dr 


dO^ 


d^ 


~^d* 
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^         r*lr  ^    d^*  J 


6.  Man  kann  för  die  BeschleuniguDg  noch  eine  andere  bemerkenswerthe  For- 
mel aufstellen.  Combinirt  man  nämlich  die  Gleichungen  »p  =»  (7  und  v*  =  2(C/'+  ä) 
behufs  Elimination  von  v*  und  differentiirt  die  entstehende  Gleichung,  so  erhält 
man,  da  dU  =^  —  tpdr  ist,  die  weitere  Formel  für  9: 

^        p*  dr' 
Nach  einem  bekannten  Satze  besteht  aber  nun  .zwischen  r,  jj,  dr,  dp  und  dem 
Krümmungshalbmesser  q  die  Proportion 

dp        r 

dr        Q 
Mit  Hülfe  derselben  kann  man  9  die  Gestalt  geben: 

QP^ 

Den  genannten  Satz  beweisen  wir  so:  Die  Tangenten  MT,  M'T'  einer  Curve 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  M,  M'  (Fig.  148)  bilden  mit  einander  den 

Contingenz Winkel  dB.    Denselben  bilden  die  beiden  von 
0  aus  auf  die  geilten  Perpendikel 

OP^p  und  OF'  —p  +  cfp. 

Auf  MT  bestimmt  OP'  den  Punkt  R  und  wird  BP' 
=s  dp\  ein  Perpendikel  MQ  vom  Endpunkte  M  des 
Radiusvectors  (XM  ^  r  auf  OM'  =  r  +  ^^  gefällt, 
gibt  QM'  a-  dr.  Die  beiden  bei  R  und  Q  rechtwink- 
ligen unendlich  kleinen  Dreiecke  PRP'  und  MQM' 
sind  ähnlich.  Denn  vermöge  der  Gleichheit  der  Winkel 
pj    j^  POP'  und  PM'P'  ist  PP'  das  Bogenelement  eines 

Kreises,  welcher  durch  0  und  M'  geht  und  sind  in  die- 
sem Kreise  die  Winkel  0  P'  P  und  0  M '  P  als  Peripheriewinkel  über  0  P  gleich. 
Daher  besteht  die  Proportion  dp  :  dr  ^^^  PP'  :  MM'.  Der  Durchmesser  des 
Kreises  ist,  weil  -^  OPM  =*  \n  ist,  OM'  oder  in  der  Grenze  OM  ^==  r'^  dah^r 
ist  PP'  =»  rdB.  Die  Normalen  der  Curve  in  M  und  M'  bilden  gleichfalls  den 
Winkel  de  und  ist  JKf  Jlf '  =>  pdf,  wenn  g  der  Krümmungshalbmesser  in  M  ist. 
Daher  wird  schliesslich  dp  :  dr  s»  r  :  9 ,  w.  z.  b.  w. 

6.  Für  die  Gleichungen  der  Bewegung,  wie  sie  in  Nr.  1  für  Polarcoordinaten 
und  in  Nr.  2  für  rechtwinklige  Coordinaten  aufgestellt  wurden,  besitzen  wir  in 
den  Principen  der  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft  die  beiden  ersten  Integrale, 


dl 


mit 


nämlichr«^=  C  und  \v^^U  +  h,  wo  t?»  =  iC*  [71  +  ( rf^)'] 

den  zwei  Constanten  C,  h,  welche  durch  den  Anfangszustand  bestimmt  wurden. 
Die  weitere  Behandlung  des  Problems  erfordert  die  Auffindung  der  beiden  zwei- 
ten Integprale,  durch  welche  die  Polarcoordinaten  r,  ^  als  Functionen  der  Zeit 
bekannt  werden.    Man  erhält  hiermit 


yir*~(ü  +  h)  -  C«  *•  r  V^r*  ((/  +  Ä)  -  C* 

so  dais,  wenn  t^  der  Anfangslage  fg,  ^^  entspricht,  zunächst  erhalten  wird: 
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.       .  r  rdr  ^        ^  r  Gär 


Diese  beiden  Integrale  stammen  ans  der  gemeinsamen  Qnelle: 

r 


rdr  , 


und  können  durch  partielle  Differentiation  nach  den  Consfcanten  h  und  C  aus  U 
gebildet  werden,  so  dass  nämlich 

7.    Man   bemerke,   dass   die   Elimination  von  -^  zwischen  den  Gleichungen 

—  -TT^  +  ^  \~ji)  =*  ^  ^^^  **'  "Tl  =  ^^2^1  der  Gleichung  2.  Ordnung  zwischen  r 
und  t  führt: 

deren  erstes  Integral  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  vertreten  kann.  Sie  gibt 
nämlich  durch  Multiplication  mit  -^  in  Integration,  da  ^  »f  r  dieGeschwin- 
digkeitscomponente  längs  r  ist, 

r 

ro 

d^x        oc  d't/        t/ 

Auch  kann  man  die  beiden  Gleichungen    ,,^  H qp  =  0 ,   -t5  +  —  <p  ==  0 

dt*        r  dt^        r 

d^r       /          C^  XU 

mit  Hülfe  von  -^ß  +  (<3P ^j)  =  Oin  lineare  Gleichungen  zwischen  — ,  —und 

%•  umsetzen.    Man  erhält  nämlich 

d^x         d^r C^     x_ 

^  dt*      ^  dt*  r*'  r  ' 

welche  Gleichung  so  geschrieben  werden  kann: 


dt  \       dt   J^  I»  ■   r 


oder,  indem  man  r*  mit  Hülfe  von  r*  -j-  =  C  eliminirt,  da 

^  d  '    -       d  '  —      ,^        d  '  — 
r'         r  r     dt  ^      '  a 

~C  ~dr  ""  "dt'  '  d»  ""  ~SF 

d*  .  --  d«  .  -^ 

r         X  I*         t/ 

-| =Ä  0    und  ebenso     •  ^^. — [-  ^  =«  o. 


Aus  diesen  GleichunlKen  erhält  man  fttr  die  Bahn  des  Punktes 
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—  ^  A^  cos  ^  +  -^1  ^^^  ^f     —  =  -4g  cos  &•  -{-  B^  sin  ^  u.  s.  w  . 

§.  12.  Die  Centralbewegung,  ffir  welche  die  Beschleanigung  der 
ersten  Potenz  der  Entfernung  vom  Centrum  proportional  ist.  Ein 
Punkt  M  {Xj  y,  z)  werde  nach  n  festen  Punkten  Cj,  0^,  .  .  .  (7^.,  .  .  .  C^  hin  be- 
schleunigt; die  Beschleunigungen  9^  seien  der  ersten  Potenz  des  Abstandes  von 
diesen  Punkten  proportional,  nämlich  q>^  =»  ^}^i\  ^^^  Geschwindigkeit  Vq  zur  Zeit 

^  =  0  habe  die  Componenten  a,  ß,  y  und  die  Anfangslage  Mq  die   Coordinaten 
a,  b,  c.    Welches  ist  die  Bewegung  des  Punktes  M9 
Die  Componenten  der  Beschleunigung  sind: 

X  =  2X. £k}  {X  -  a;.),     Y  ^  £T, 2k}  (y  -  t/.), 

Z  =  2Z.  =-  —  Zkf  (z  —  j.) , 

wenn  x^  y.,  z^  die  Coordinaten  von  C-  sind;  denn  —  {x — x.)  :  r.^  —  (y  — y»)•''| 
—  (^  —  z.)  r.  sind  die  Richtungscosinusse  von  9,^    Es  gibt  einen  Punkt  x^^  y^^  Zq 
des  Raumes,  in  welchem  die  Beschleunigungen  sich  tilgen.    Für  ihn  ist: 

2k}  {x^  -  X.)  =  0,    2k}  (t/o  -  yi)  =-  0,    2k}  {Zo  -  z;)  =  0, 

woraus 

2k}  X.  2k}  y^  2k}  z. 

^<»  ^    2k}    '      ^<>  ""    2k}    '      ^^  ""    2k} 

folgt.  Dieser  Punkt  ist  der  Massenmittelpunkt  S  von  Pj ,  P^  ,  .  ,  P^^  wenn  die- 
sen Punkten  die  MassencoefQcienten  k^  .  k^  .  ,  .  .  k\  ertheilt  werden.  Durch  Ein- 
fiihmng  der  Coordinaten  Xq,  i/o,  xTq  dieses  Punktes  werden 

X=^--2k}{x-x,),     Y 2k}{y^y,),    Z 2k}  {z  ^  z,) , 

oder  wenn  man  ihn  zum  Coordinatenursprung  wählt,  x  —  x^,  y  —  y^^  z  —  z^  mit 
«,  y,  z  bezeichnet  und  2k}  =  Ä^*  setzt, 

X=^-K^,x,     Y=^  —  K^y,    Z=  —  K*z. 

Hieraus  folgt,  dass  die  resultirende  Beschleunigung  des  Punktes  M  nach  S 
gerichtet  und  dem  Abstände  MS  =  r  proportional  ist.  Die  Bewegung  erfolgt  also 
ebenso,  als  ob  der  Punkt  S  allein  die  Stelle  des  Punktsystems  (7^,  C, ,  .  .  .  C^ 
verträte  und  den  Massencoefficienten  J^*  =  2k}  besässe.  Von  den  drei  Gleichun- 
gen der  Bewegung 

werden  wir  blos  zwei  beizubehalten  haben,  wenn  wir  die  Ebene  durch  S,  in  wel- 
cher die  Bewegung  erfolgt  (§.  4)  und  welche  die  Ebene  ist,  welche  t^^  enthält, 
zu  einer  Coordinatenebene  wählen.  Sie  sei  die  a;y-Ebene  und  seien  a,  ß  die  Com- 
ponenten von  V  und  x^,  y^  die  Coordinaten  der  Anfangslage  Mq  für  S  als  Ursprung. 
Man  hat  dann 

2~^  +  K^x  =  0,    x^A^  cos  Kt  +  B,  sinKt,    v^  =-  —  KA^  sin  Kt  -f  KB^  cos  Kt 

-sh  +  K^y  =  «I    y  =  ^s  cos  Kt  +  B^  8inÄ7,    t?^  =  —  KA^  sin  iCt  +  iCB^  cos  Kt 

und 

«  =  ^0,    t;,  =  «   für  *-0. 
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Hiermit  werden 

X  =^  Xq  cos  Kt  -\-  ^  sin  Kt^    *^«  =  —  ^^0  sio  JSTt  +  er  cos  Kf 

y  =t:z  y^  C08  Kt  -\-  ^  sin  üCt,    r    =  —  Ä'y^  sin  iTt  +  P  cos  Kt. 

Ferner  ist 
dU=^^  K^rdr,   U—  ^0  =  -  i -^' (^' -  »•?),  »"  -  t^ü  =- — -S:«  (r»  —  r?) , 
wenn  r^  der  Lage  Mq  entspricht. 

Die  Bahn  des  Punktes  M  ist  eine  Ellipse  um  S  als  Mittelpunkt,  denn  die 
Gleichungen  für  x,  y  geben  nach  Elimination  von  t: 

{ßx  -  ay)«  +  K'  {y,x  -  x.yY  =  {§x,  -  «y^)' 

mit  der  nicht  positiven  Discriminante  —  4Ä^'  {ßx^  —  «yo)*- 

§.  13.  Die  Centralbewegung,  deren  Beschleunigung  dem  recipro- 
ken  Quadrate  der  Entfernung  vom  Centrum  proportional  ist.  (New- 
ton'sches  Gesetz.) 

1.  Es  sei  9  =  -^  ,  wobei  fi  die  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung ausdrückt;  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
sind  alsdann 

^4.?!^-0     ^4.^  =  0 
Für  die  Eräftefunktion  hat  man 

U 


0 
»•0 


und  demnach  sind  die  beiden  Integrale,  welche  das  Flächenprincip  und  das  Prin- 
cip  der  lebendigen  Kraft  liefern 

r«  ^  =  C,  it>'  =  -^  +  i t,?  -  -«^  =  -??:  +  ifl, 
wenn  H  =  vi  —  —  gesetzt  wird.    Daher  wird  die  Differentialgleichung  der  Bahn 


U 


d.\ 


welche  mit  Hülfe  leichter  Umformungen  liefert 

ja  __  ji* 

dSl  r         C 

dd"  = ; wo  Ä  =  -    ^.  • 

Daher  ist 

-0"  =  arc  cos  Sl  +  Const. 

Der  Ausdruck  Sl   ist  ein  Cosinus   und   ist  mithin   sein   grösster   Werth   die 

C 

Einheit;   variabel  ist  an    ihm  nur  der  Bestandtheil  —  in  seinem  Zähler  und  in 
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Folge   dessen  wächst  er  mit  abnehmendem  r  und  erreicht   sein    Maximum  1  für 

den  kleinsten  Werth  Tj  von  r.  Nennen  wir  d-^  den 
Polarwinkel,  welcher  dem  r^  zugehört,  so  erhal- 
ten wir  zur  Bestimmung  von  Const.  die  Gleichung 
^1  =  arc  cos  1  +  Const.  =»  0  +  Const.  und  hiermit 
als  Polargleichung  der  Bahn 

^  __  Ji 

r        C 
e-  —  ^1  =  arc  cos  —  , 

Fig.  U9.  ]/h+  {^y 

oder   wenn   wir   die  Richtung  des  kleinsten  Radiusvectors  zur  Polaraxe  wählen 
(Fig.  149),  d.  h.  Ö-  —  ^,  =  i/>  setzen  und  die  Gleichung  nach  r  auflösen : 


y^T(|)' 


Diese  Gleichung  hat  die  Form  r  =  — r— ^- und  stellt  mithin  einen  Kegel- 

°  1  +  «  cos  1/; 

schnitt  dar,  bezogen  auf  den  Brennpunkt  als  Pol  und  die  Richtung  der  durch  die 
Brennpunkte  gehenden  Hauptaxe  nach  dem  benachbarten  Scheitel  hin  als  Polar- 
axe. Die  numerische  Excentricität  £  und  der  halbe  Parameter  p  dieses  Eegel- 
Bchnittes  sind 


-i^mr^.^-f 


und  folgt  aus  der  ersteren  dieser  Formeln,  dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  H  •<  0,  J3'=»  0  oder  fi^>  0  ist,   d.  h.  je 

nachdem  rj^— ,t?J=— ^  oder  t?  J  >  —  ist.    Man  erkennt  daraus,  dass  die  Art 

des  Kegelschnittes  von  der  Grösse  der  anfänglichen  Entfernung  vom  Centrum  und 
der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit,  nicht  aber  von  der  Neigung  der  letzteren 
gegen  jene  abhängt.  Der  Punkt  kann  also  mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit 
seine  Anfangslage  nach  einer  beliebigen  Richtung  hin  verlassen,  immer  bleibt  die 
Bahn  von  derselben  Art;  damit  sie  ihre  Art  ändere,  muss  Vq  oder  r^  oder  müssen 
beide  sich  so  ändern,  dass  die  dem  H  gesteckten  Grenzen  überschritten  werden. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  lässt  sich  folgendermassen  zusam- 
men&ssen: 

Wird  ein  Punkt  von  einer  Beschleunigung  afficirt,  deren  Rich- 
tung fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  hinläuft  und  deren 
Grösse  dem  reciproken  Quadrate  der  Entfernung  des  Punktes  vom 
Centrum  proportional  ist,  so  ist  die  Bahn  desselben  ein  Kegelschnitt, 
für  welchen  ein  Brennpunkt  mit  dem  festen  Centrum  zusammenfällt; 
dieser  Kegelschnitt  kann  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein; 
welcher  von  diesen  Gattungen  er  angehört,  hängt  von  der  Grösse 
der  Anfangsgeschwindigkeit  und  seines  anfänglichen  Abstandes  vom 
Centrum,  nicht  aber  von  der  Richtung  der  ersteren  ab. 

2.  Ist  die  Bahn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  besteht  zwischen  dem  halben 
Parameter  p,  der  halben  Hauptaxe  a,  welche  durch  die  Brennpunkte  geht,  und 
der  numerischen  Excentrität  b  die  Relation  p  »-  a  (1  —  e*)  oder  p  »  a  (e'  —  1) 
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und  hieraus  erhält  man  im  Falle  der  Ellipse :  a  ==»  —  -—  und  im  Falle  der  Hjper- 


bei 


1^ 

a  =  --=.-    Femer  ist  für  die  zweite  Halbaxe  h  bei  der  Ellipse  ft*  =  a*  (1  --  «*) 
xz 


und  bei  der  Hyperbel  6*  =  a*  (f  *  —  1),  mithin  h 

C 


aC 


C 


fär  die 


Ellipse  und  h 


VH 


z  für  die  Hyperbel. 


3.  Es  ist  leicht,  die  geometrische  Bedeutung  des  Criteriums  für  die  Art  des 
Kegelschnittes  zu  erkennen.  Es  sei  M^  (Fig.  150)  die  Anfangslage  des  beweg- 
lichen Punktes,  F  das  feste  Centrum,  nach 
welchem  die  Beschleunigung  gerichtet  ist,  also 
FMq  :»  r^  der  Anfangsabstand  und  iU^  T  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  r^.  Zieht  man 
durch  Jfo  die  Qerade  M^F'  so,  dass  sie  mit 
der  Normalen  M^  G  denselben  Winkel  §  bildet, 
wie  F  Mq^  so  muss  sie  den  zweiten  Brenn- 
punkt F'  des  Kegelschnittes  enthalten.    Die 

Projection   der  Beschleunigung  -^  inderBich- 

tung  MqF  auf  die  Normale  ist  die  Normal- 
beschleunigung, hat  die  Richtung  des  Krüm- 
mungshalbmessers und  ist   gleich   dem    Qua- 
drate von  Vq,   dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser.     Ist  letzterer  M^C^  so 
besteht  folglich  die  Gleichung 


iL  cos  p 


M,G 


Nach  einem  bekannten  Satze  erhält  man  durch  die  Projection  H  des  Elrümmongs- 
mittelpunktes  C  auf  den  Radiusvector  und  durch  abermalige  Projection  des  Punk- 
tes H  zurück  auf  die  Normale  einen  Punkt  Q  der  Hauptaxe,  auf  welcher  die 
Brennpunkte  liegen,  so  dass  also  die  Gerade  FQ  den  zweiten  Brennpunkt  F' 
unseres  Kegelschnittes  bestimmt.  Je  nachdem  nun  FQ  die  Gerade  M^F*  in  F' 
auf  derselben  Seite  der  Tangente  schneidet,  auf  welcher  F  liegt  oder  auf  der 
entgegengesetzten,  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel;  denn  bei  der 
Ellipse  trifft  die  Tangente  niemals  die  Yerbindungsstrecke  der  Brennpunkte,  bei 
der  Hyperbel  aber  stets;  ist  aber  FQ  parallel  MqF\  so  liegt  der  Brennpunkt 
F'  im  Unendlichen  und  ist  die  Curve  eine  Parabel.  Um  dies  Criterium  durch 
Längenverhältnisse  auszudrücken,  ziehen  wir  FS  parallel  M^  F\  Fällt  der  Punkt 
Q  zwischen  M^  und  S,  so  ist  die  Curve  eine  Ellipse,  föUt  Q  mit  S  zusammen, 
eine  Parabel  und  fällt  Q  über  S  hinaus,  eine  Hyperbel.  Diese  Fälle  finden  statt, 
je  nachdem  M^Q  <  M^ S,  M^ Q  =  M^S  oder  M^Q>  M^S  ist. 

Nun  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Projectionen  des  Punktes  C: 

M^Q  =^  M^C .  cos*  ß, 

oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelte  Gleichung  behufs  Elimination  von  M^C 
zu  Hülfe  ruft 

,  vi  rl  cos  ß 


MoQ 


und  da  aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  M^SF  folgt: 
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3f„S-ar„  coBß, 


a  du  geauchte  Criteriam  iat: 


4.  In  Bezug  aaf  die  veTschiedenen  Bsbuen ,  welche  ein  Pnnkt  von  derselben 
AnfangBloge  M^  (Fig.  151}  ans  mit  derselben  AafangBgeBchnindigkeit  v„  anter 
TerBchiedenen  Richtungen  der  letzte- 
ren um  ein  Centram  C  beschreiben 
kaDD,  nach  welchen  hin  er  dem  New- 
ton'schen  Oesetie  folgend  beachlea- 
nigt  wird,  kOnDen  wir  ähnliche  geo- 
metrische Betrachtungen  darchfahren, 
wie  %.  9,  für  die  parabolische  Be- 
wegung. 

Es  sei  H  ~  tij '  negativ,  d. 

h.  alle  mCglichen  Bahnen  seien  el- 
liptisch.    Die  grOBBe  Aie 

2a  —  2/— (•:  M 
ist  constant  fOr  alle  Bahnen  und  C  ist  gemeinschaftlicher  Brennpunkt  für  sie.  Ist 
F  der  Eweite  Brennpunkt  einer  von  ihnen,  so  ist  also  CM^  -|-  M „  F  eine  Con- 
stante  für  alle  Bahnen,  mithin  M„F  constant,  d.  b.  der  geometrische  Ort 
der  zweiten  Brennpunkte  aller  Ellipsen,  welche  von  M^  aas  beschrie- 
ben werden  kfinnen,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  die  Anfangs- 
lage Jlfg  ist.  Gibt  man  Og  die  lUchtung  von  CM^,  ao  iat  die  elliptische  Bahn 
geradlinig  nnd  erreicht  der  bewegliche  Pnnkt  als  ansBerete  Lage  einen  Punkt  H, 
welcher  zugleich  Endpunkt  nnd  Brennpunkt  der  Bahn  ist.  Daher  ist  der  Ra- 
din* des  Kreises  gleich  der  grOssten  Entfernung  M^U,  welche  der 
Pnnkt  mit  %  von  ifg  ansgehend  in  derRichtnng  CJU^  erreichen  kann. 

Ana»'  — -^+4ff  folgt  dieser  Werth  für  r  bei  r  =  0,  nSmlicU  M,H=  —  ^. 

OH  ist  also  die  gemeiosame  Länge  der  groaaen  Aien;  die  Linie  CF  ist  die  Rich- 
tung der  grossen  Aze  der  elliptischen  Bahn  für  die  Richtung  von  e«,  welche  den 

Winkel  ffitfoF  halbirt.    Es  ist  auch  CA:  M^ff  =  pj  :  ^  ■      (Vgl.    das   obige 
Criterinm.) 

Ziehen  wir  durch  M,  irgend  eine  Gerade  M^O  und  bestimmen  wir  den  zwei- 
ten Brennpunkt  F  einer  Ellipse,  welche  der  bewegliche  Fankt  beschreiben  mun, 
nm  einen  bestimmten  Punkt  M  dieser  Geraden  eu  treffen.     HiefQr  iat 

CM  +  MF—  CM,  +  M„n—CD  —  CM  +  MD, 
aUo  MF—  MD,  d.  h.  der  tu  treffende  Punkt  M  ist  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises,  welcher  den  mit  CS  nm  das  Centrnro  der  Beschleuni- 
gungen besohriebenenKreia  berührt.    Jeder  derbeidenSobnittpankte 
F,  V  deeielben  mit  dem  Ort  der  Brennpunkte  ist   cweiter  Brenn- 
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punkt  einer  elliptischen  Bahn,  welche  M  trifft.  Die  Halbirnngslinien 
der  Winkel  FMD  und  F' MD  geben  die  Neigung  an,  unter  welcher  der  Punkt 
M  getroffen  wird;  für  die  eine  Bahn  ist  dieselbe  steil,  für  die  andere  flach. 

Rückt  der  Punkt  M  auf  3f<,  G  fort,  so  verändern  die  Brennpunkte  F^  F'  der 
beiden  Bahnen,  die  ihn  erreichen,  ihre  Lage  auf  dem  Orte  der  Brennpunkte,  fSr 
die  Lage  w,  in  welcher  der  Kreis  um  M^  welcher  HD  berührt,  den  Ort  der 
Brennpunkte  ebenfalls  berührt,  fallen  sie  zusammen  und  reduciren  sich  beide  Bah- 
nen auf  eine,  für  weitere  Lagen  werden  sie  ideeU.  Die  beiden  äussersten, 
noch  erreichbaren  Punkte  tn  einer  Geraden  MG  liegen  diesseits  und 
jenseits  des  Ortes  der  Brennpunkte  gleichweit  ab  von  ihm  und  dem 
Kreise  HD.  Die  zweiten  Brennpunkte  der  Bahn,  welche  durch  sie 
hindurchgehen,  sind  die  Schnittpunkte  N  der  Geraden  M^G  mit  dem 
Orte  der  Brennpunkte. 

Soll  ein  Punkt  M  der  Geraden  Mq  G  senkrecht  zu  M^  G  getroffen  werden,  so 
muss  Mf^  G  Normale  der  Bahn  in  3£  werden,  mithin  den  Winkel  CMF  der  Radien- 
vectoren  halbiren.  Nun  halbirt  aber  M^  G  den  Winkel  FMF' ;  daher  muss  MF' 
in  CM  fallen.  Jede  Gerade  durch  C,  welche  den  Ort  der  Brennpunkte  schneidet, 
bestimmt  auf  M^G  einen  Punkt  ilf,  welcher  rechtwinklig  zu  M^G  getroffen  werden 
kann  und  zwar  auf  doppelte  Weise.  Ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Orte  der  Brenn- 
punkte sind  aber  nicht  die  zweiten  Brennpunkte  der  Bahnen,  die  ihn  erreichen. 
Die  Tangenten  von  C  an  den  Ort  der  Brennpunkte  bestimmen  die  äussersten  Punkte 
des  rechtwinkligen  Treffens. 

Auf  jeder  Geraden  M^G  gibt  es  zwei  änsserste  Lagen  m,  welche  von  dem 
beweglichen  Punkte  überhaupt  noch  erreicht  werden  können.     Für  sie  ist 

M^m  =  M^N  +  Nm  =  M^H  +  Nm,    Cm  =  Cd  —  md  =^  CH  —  Nm, 

daher  M^m  +  Cm  =^  M^H  +  CH  =^  CM^  +  2M^H,  d.  h.  der  Ort  der 
äussersten  noch  erreichbaren  Punkte  ist  eine  Ellipse,  welche  die 
Punkte  C  und  Mq  zu  Brennpunkten  und  den  Punkt  H zum  Scheitel  der 
grossen  Axe  hat.  Diese  Ellipse  ist  also  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kreise,  welche  den  Ort  der  Brennpunkte  und  den  Kreis  HD  ungleich- 
artig berühren.  • 

Für  ff  =  0  sind  die  Bahnen  Parabeln,  für  H  '^  0  Hyperbeln;  im  Uebrigen 
sind  die  Aenderungen,  welche  eintreten,  leicht  zu  übersehen. 

In  welchem  Falle  tritt  die  parabolische  Bewegung  §.  9.  auf? 

Die  hier  gegebenen  Entwickelungen  finden  sich  der  Hauptsache  nach  in  der 
Abhandlung:  Tait,  On  some  geometrical  constructions  connected  with  the  EUiptic 
motion  of  Unresisted  Projectiles  (Proceed.  of  the  R.  Society  of  Edinburgh,  Vol. 
V,  p.  666  (1862—66),  oder  auch  Tait  and  Steele,  A  Treatise  on  Dynamics  of  a 
Particle.  3^  edit.,  London  1871,  p.  96). 

5.  Wir  wollen  jetzt  die  Coordinaten  r,  ip  als  Functionen  der  Zeit  suchen,  uns 
dabei  aber  auf  den  Fall  der  elliptischen  Bewegung  beschränken.  Die  zu  diesem 
Zwecke  zu  integrirende  Differentialgleichung  erhaltet^  wir  aus  §.  12,  Nr.  6,  indem 

wir  r/+Ä= \-  i^  setzen,  nämlich: 

dr 
dt 


Die  Integpration  würde  zunächst  r  als  Fnnction  von  t  liefern,  wozu  aUdann  mit 
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dt 


Hfilfe  der  bereits  bekannten  Gleichung  der  Bahn  ip  als  Function  von  t  gesucht 
werden  müsste.  Für  die  bequemere  Handhabung  dieser  Gleichung  ist  es  zweck- 
mässig, die  Bahnelemente  a  und  s  statt  H  und  C  einzuführen.  Aus  den  in  Nr.  2. 
für  die  elliptische  Bahn  entwickelten  Formeln  folgt  nämlich: 

a 
und  hiermit  wird  unsere  Differentialgleichung: 

-|  /a  rdr 

V  7  Va^  €*  —  (a  ^rp ' 

Statt  hieraus  r  als  Function  von  t  zu  suchen  und  nachher  in  die  Gleichung  der 
Bahn  einzusetzen^  führt  man  lieber  eine  neue  Variabele  u  ein ,  die  sogenannte 
excentrische  Anomalie,  stellt  r  und  'ip  als  Functionen  derselben,  sie  selbst 
aber  als  Function  der  Zeit  dar.  Hierdurch  ist  die  vorliegende  Aufgabe  eben- 
falls gelöst.  Beschreibt  man  nämlich  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse  als  Durch- 
messer einen  Kreis  (Fig.  162),  verlängert  die  Ordi- 
nate MF  des  beweglichen  Punktes  bis  zum  Durch- 
schnitt N  mit  diesem  und  zieht  den  Radius  CN  des 
Kreises,  so  bildet  letzterer  mit  der  Richtung  CF  der 
grossen  Axe  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Brennpunkt, 
welcher  Centrum  der  Beschleunigung  ist,  den  Win- 
kel NCF,  welcher  die  excentrische  Anomalie  des 
Punktes  M  heisst  und  gewöhnlich  mit  u  bezeichnet 
wird.  Im  Gegensätze  dazu  heisst  der  Polarwinkel  '^,  dessen  Scheitel  im  Centnim 
der  Beschleunigung  liegt,  die  wahre  Anomalie.  Um  nun  zunächst  r  und  ^ 
durch  u  darzustellen,  hat  man  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  r-\-s  rcos  i^=»a(l  —  f  ^ 
nnd  da  r  cos  tf)  «=■  FP  ssi  a  cos  u  —  CF  =»  a  cos  u  —  as  ist, 

r  =.  (^  (1  —  e  cos  u) 

und   indem   man   diesen   Ausdruck   für  r  in  die  Gleichung  der  Ellipse  einsetzt, 

1  —  «* 


1  —  e  cos  u 


und  hieraus 


1  -j^  e  cos  if) 

«    •  »  t  /^         .  1  —  cos  1/; 

1  —  cos  M  =  2  sm*  4 1*  «  (1  —  e)  - — ; ^  , 

*  ^  '  1  +  e  cos  i/> 


1  -f  cos  M  =  2  cos'  i  I*  =  (1  -f  f ) 


1  -j-  cos  Jff 


1  +  e  cos  ip 
entwickelt,  durch  Division  dieser  Resultate  in  einander 


tgiV  =  ]/~3^-tgit*. 


Hiermit  sind  r  nnd  tff  durch  u  dargestellt.  Um  nun  aber  u  als  Function  der  Zeit 
zu  erhalten,  müssen  wir  die  Werthe  für  r  nnd  cfr,  nämlich  r  >»  a  (1  —  e  cos  u), 
dr  sm  as  sin  u  du  in  die  obige  Differentialgleichung  zwischen  r  und  t  einführen. 
Diese  Sub^tution  liefert 

cf  ^  «=»  1/ —  (1  —  «  008  u)  du 

and  hieraus  erhält  man,  wenn  die  .Zeit  von  dem  Momente  an  gezählt  wird,  in 
welchem  der  bewegliche  Punkt  durch  den  dem  Beschlemugungscentrum  zunächst 
gelegenen  Scheitel  der  Ellipse  (Perihel)  hindurchgeht ,  so  dass  also  t  »  0  f flr 
«  —  0  ist, 
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nt  =^  u  —  €  sin  ti,    n 


v^.- 


Aq8  dieser  Gleichung  folgt  f ür  u  =>  2n,  49r,  6«,  .  .  .  nt  =  2it,  An^  6«, 
80  dass  der  bewegliche  Punkt  zu  1,  2,  3 . . .  Umläufen  die  Zeiten 


2n 

2 

2n 

8 

2« 

'    n  ' 

•   n' 

also  zu  jedem  einzelnen  Umlauf  immer  die  nämliche  Zeit  braucht.  Bezeichnen 
wir  diese  Umlaufszeit  mit  T,  so  ist 

nT  =  2« 

und  indem  wir  für  n  seinen  Werth  einführen,  ergibt  sich  noch 

d.  h.  die  Beschleunigung  ft  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centrum  ist  dem 
Cubus  der  grossen  Halbaxeder  Bahn  direct  und  dem  Quadrate  der  Umlaufszeit 
umgekehrt  proportional 

6.  Zu  der  Gleichung  nt  =a  u  —  e  sin  u  kann  man  aber  auch  auf  folgendem 
Wege  gelangen.  Nach  dem  Flächenprincipe  ist  der  Sector  MFA  z=i  \ct\  anderer- 
seits aber  stehen  die  Ordinaten  JtfP,  NP^  sowie  die  Räume  MAP,  NAP  der 
Ellipse  und  des  Kreises  in  dem  Verhältniss  h  :  a  der  kleinen  und  grossen  Halb- 
axe  und  da  die  Dreiecke  MFP,  NFP  sich  wie  MP:  NPy  also  ebenfalls  wie 
b  :  a  verhalten,  so  stehen  auch  die  Summen  MAP  +  MFP  und  NAP  +  NFP 
d.  h.  die  Sectoren  MFA  und  NFA  der  Ellipse  und  des  Kreises  in  demselben 
Verhältnisse.    Nun  ist  aber  NFA  =^NGA^  NGF  d.  h.  gleich 

^  a'  u  —  ^  a  e  .  a  sin  u . 

Daher  wird  MFA  =  —  •  lo*  (m  —  «  sin  u)  und  indem  man  diesen  Ausdruck  dem 

obigen  gleichsetzt,  kommt  ^ 

et  =  ah  (14  —  B  sin  m), 
welche  Gleichung  in  die  obige  Form  übergeht,  sobald  man  mit  Hülfe  der  Formeln 


n 


]/^3,c«  =  ^a(l-0,    6»  =  aMl-**) 


Q 

die  Grösse  —r  eliminirt. 
ab 

7.  Die  Gleichung  nt  =^  u  —  €  sin  u  liefert  u  als  Function  von  t,  wenn  man 
sie  mit  Hülfe  der  L  a gr an ge 'sehen  Umkehrungsformel  behandelt  oder  u  in  eine 
Sinusreihe  auflöst,  worüber  wir  hier  nichts  mittheilen  werden;  für  kleine  Werthe 
der  Excentricität  e,  bei  welchen  das  Quadrat  und  die  höheren  Potenzen  keinen 
Einfluss  mehr  über  die  Fehlergrenze  hinaus  üben,  kann  man  nt  als  Nähenmgs- 
werth  von  u  anwenden.    Indem  man  die  Gleichung  so  schreibt: 

u  =-  nt  -f  £  sin  tt, 

erhält  man,  wenn  man  rechts  unter  dem  Sinuszeichen  für  u  wieder  n^-{-  b  sin  u 
setzt:  u  =s  nt  -\-  B  9An  {nt  -^  B  WDi  u)  und  indem  man  abkürzt 

u  =^  nt  '\-  B  m  nt. 

Hierzu   gibt  die   Gleichung  r  «»  a  (1  —  e  cos  w)   mit  derselben   Grenze   der  Ge- 
nauigkeit 

r  a>  a  (1  —  •  008  fiQ. 
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Um  unter  derselben  Yoranssetznng  auch  ip  durch  t  auezudrücken,  benutzt  man, 
statt  den  eben  gefundenen  Wcrth  für  r  in  die  Gleichung  der  Bahn  einzuführen 

und  abzukürzen,  lieber  direct  die  Gleichung  des  Flächenprincips,  nämlich  r'  -r-  =s  C, 

(i  t 

welche  wegen  &  —  ^j  =1/;  auch  unter  der  Form  r^  -^=s  C  geschrieben  werden 


kann  und  vermöge  C7'  =  fta(l  —  f*)  übergeht  in  r^dip  =  l/f^a  (1  —  «^  dt^  worin 

noch  für  r  sein  - Werth  zu  setzen  ist.     Nun  erhält  man  für  r  aus  r  ==  ——, ^ 

1  +  c  cos  tp 

=  a(l— f*){l  +  a  cos  V'  J      ^    ^'8    zu    Gliedern   der    Ordnung  von  s^  genau: 
r  SS  a  (1  —  e  cos  i/>)   und   hiermit   ebenso  r*  =  a^  (l  —  2 «  cos  ijf)   und   folglich 

weiter:  (1  —  2«  cos  t^)  rZi^  =  l/-ii  dt  =  nc? *.     Die  Integration  dieser  Gleichung 

liefert,  wegen  t  =  0  für-^^O:  nt  =  ip  —  2e  sin  t^,  oder  ip  =a  nt  -^  2  s  sin  ijf  j 
mithin  nach  derselben  Methode,  wie  oben 

rp  ä=»  nt  -\-  2b  sin  nt. 

Beschreibt  man  um  F  mit  der  Einheit  als  Radius  einen  Kreis  und  lässt  auf 
ihm  einen  Punkt  sich  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  n  bewegen,  so  ist 
fp  r=m  nt  die  Gleichung  seiner  Bewegung.  Der  Badiusvector,  welcher  nach  ihm 
hinführt,  bildet  mit  dem  Badiusvector  der  elliptischen  Bewegung  den  Winkel 
2e  sin  n^  Man  nennt  denselben  die  Mittelpunktsgleichung  der  elliptischen 
Bewegung.  Während  der  Punkt  der  elliptischen  Bewegung  die  erste  Hälfte  seiner 
Bahn  beschreibt,  ist  dieser  Winkel  positiv^  also  ist  der  Badiusvector  der  ellip- 
ÜBchen  Bewegung  dem  Badiusvector  der  gleichförmigen  Bewegung  voraus,  in  der 
zweiten  Hälfte  der  Bahn  ist  es  umgekehrt,    nt  heisst  die  mittlere  Anomalie. 

8.  Die  Gesetze  der  Planetenbewegung  sind  von  Kepler  entdeckt  worden;  sie 
sind  die  drei  folgenden  und  beziehen  sich  auf  einen  bestimmten  Punkt,  den 
Massenmittelpunkt  der  Planeten. 

1.  Die  Planetenbahnen  sind  ebene  Curven  und  die  Badienvectoren 
derselben  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  als  Pol  ausgehend,  beschrei- 
ben Sectoren,  welche  der  Zeit  proportional  sind. 

2.  Die  Planetenbahnen  sind  Ellipsen  und  haben  den  Sonnenmit- 
telpunkt zu  einem  ihrer  Brennpunkte. 

8.  Die  Quadrate  der  ümlaufszeiten  der  Planeten  sind  den  Guben 
der  grossen  Halbaxen  ihrer  Bahnen  proportional. 

Kepler  fand  diese  Sätze  durch  lange,  mit  der  grössten  Ausdauer  fortgesetzte 
und  mit  wunderbarem  Scharfsinn  unter  einander  verglichene  Beobachtungen;  wir 
können  heutzutage  kaum  mehr  ermessen,  welche  gewaltige  Entdeckung  es  war, 
aas  den  scheinbar  so  verwickelten  Bahnen  der  Himmelskörper  die  Linien  heraus 
zu  lesen,  auf  deren  Erforschung  das  Alterthum  allen  Flelss  verwandt  hatte,  ohne 
nur  im  Entferntesten  die  Bedeutung  zu  ahnen,  welche  sie  für  die  Mechanik  des 
Himmels  erlangen  sollten.  Newton  hat  aus  den  Kepler'schen  Gesetzen  die  Fol- 
gerungen gezogen,  welche  die  Basis  der  ganzen  Astronomie,  der  Physik  und  der 
Mechanik  geworden  sind.  Das  erste  Kepler'sche  Gesetz  spricht  das  Flächenprincip 
ans  und  es  folgt  aus  ihm,  dass  die  Beschleunigung  des  Planeten  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gerichtet  ist.  Aus  dem  zweiten  Gesetze  ergibt  sich,  dass  die 
Befchlennigong  dem  Quadrate  des  Abstandes  vom  Sonnenmittelpunkte  umgekehrt 
proportional  sein  mnss.    Diese  Folgerung  wurde  bereits  in  dem  2.  Beispiele  des 

SoKiiiL,  Mechuiik.   L  ^^ 
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Cap.  Vni,  §.  2  gezogen,  kann  aber  auch  mit  Hülfe  der  Binet'schen  Gleichnng  (siehe 
oben  Nr.  4)  erhalten  werden. 

Denn  aus  der  Gleichung  r  =*  - — :— oder  —  = 1 cob  &  einer  Pla- 

netenbahn,  bezogen  auf  den  Sonnenmittelpunkt  als  Pol  und  die  grosse  Aze  als 

V  t  T  t 

Polaraxe,  folgt  — 3^—  =  —  —  sin  ^,       j-^-«--  =  —  -  cos  ^,  mithin 


P 

9> 


c« 


pr* 

Ans  den  beiden  ersten  Eepler'schen  Gesetzen  ergibt  sich  also  die  vollkommene 
Uebereinstimmung  der  Planetenbewegung  mit  der  hier  entwickelten  elliptischen 
Bewegung.    Das  dritte  Gesetz  in  bestimmte  Form  gefasst,  sagt,  dass 


a'         a\ 


T>       JJ        Tl 

sei,   wenn  2a,  2ai,  20,,  .  .  .  die  grossen  Axen  der  Bahnen  verschiedener  Plane- 
ten, T,  T^,  Tg,  .  .  .  aber  ihre  ümlaufszeiten  sind,  d.  h.  dass  für  alle  Planeten 


a» 


^  constant  sei.    Nun  war  bei  der  elliptischen  Bewegung  die  Beschleunigung  ft 
in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centrum 


|ü  s=  4«' 


a» 


2 » 


daher  sagt  das  dritte  Kepler*sche  Gesetz,  dass  für  alle  Planeten  die  Beschleuni- 
gung in  der  Einheit  der  Entfernung  dieselbe  ist. 

Newton  hat  die  Kepler^  sehen  Gesetze  auch  auf  die  Bewegung  der  Kometen 
um  die  Sonne  und  der  Trabanten  um  die  Haiiptplaneten  ausgedehnt  und  indem 
er  stufenweise  seine  Betrachtungen  verallgemeinerte,  gelangte  er  dazu,  zum  ersten- 
male  die  Idee  der  allgemeinen  Gravitation  zu  fassen  und  den  Satz  auszusprechen, 
dass  die  Phänomene  der  physischen  Welt  ebenso  vor  sich  gehen,  als  ob  zwischen 
allen  materiellen  Körpern  eine  Wechselwirkung  bestehe,  als  ob  sie  einander  an- 
ziehen im  directen  Verhältnisse  ihrer  Massen  und  umgekehrten  Verhältnisse  des 
Quadrates  der  Entfernung. 

§.14.  Um  den  Hodographen  der  Centralbewegung  zu  fin- 
den, sei  (Fig.  163)  F  das  Centrum,  M  der  bewegliche  Punkt, 
FP  =  p  das  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  M,  von  F  aus 
gefönt.  Für  die  Geschwindigkeit  der  Centralbewegung  gilt 
nun  der  Satz  vp  ^  C.    Beschreibt  man  daher  um  F  mit  dem 

Radius  YC  einen  Kreis  und  sucht  in  Bezug  auf  ihn  zur  Tan- 
gente in  M  den  Pol  Q  oder,  was  dasselbe  sagt,  den  zu  P  con- 
jugirten  Pol  Q,  so  stellt  FQ  die  Geschwindigkeit  v  des  Punk- 
Fig.  1.53.  ^8  ^  Q^^  Grösse,  der  Richtung  nach  aber  um  ^«  gedreht, 

dar.  Während  also  die  Tangente  des  Punktes  M  im  Laufe 
der  Bewegung  die  Bahn  als  Enveloppe  erzeugt,  beschreibt  ihr  Pol  Q  den  um 
\n  gedrehten  Hodographen.  Beide  Curven  sind  also  in  Bezug  auf  den  Kreis 
Polaren  von  einander.  Die  Tangente  des  Hodographen  hat  die  Richtung  der  Be- 
schleunigung für  die  richtige  Lage  dieser  Oorve;  in  unserem  Falle  steht  sie  also 
senkrecht  auf  der  Richtung  der  Beschleunigung  und  da  diese  die  Richtung  nach 
dem  Centnnn  F  hat,  senkrecht  anf  MF,    Ist  also  P'  der  Schnittpunkt  der  Tan- 


\ 
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gente  des  Hodographen  mit  MF  und  FM  =»  r,  FP'  =  p\  FQ  ^  r,  so  hat 
man  vermöge  der  antiparallelen  Lage  der  Tangenten  beider  Curven  gegen  die 
Geraden  FM,  FP  die  Gleichung  pr  =^  p'r. 

Da  die  Tangente  QP'  des  Hodographen  auf  dem  Radiusvector  FM  des  be- 
schreibenden Punktes  senkrecht  steht,  so  bildet  sie  mit  der  folgenden  Tangente 
denselben  unendlich  kleinen  Winkel,  welchen  FM  mit  dem  folgenden  Badiasvector 
bildet,  nämlich  das  Differential  dd"  des  Polarwinkels.  Es  ist  also  d^  der  Con- 
tingenzwinkel  des  Hodographen  und,  wenn  q'  den  Krümmungshalbmesser  und  ds' 
das  Bogenelement  dieser  Curve  bezeichnet,  gdd'  ^^  ds.  Nun  ist  die  Elementar- 
beschleunigung tpdt  =»  ds  =  if  dd^  und  vermöge  — -=—  =  C  =^  pv,  also 

C7    .       pv  , 

welche  Gleichung  den  Krümmungshalbmesser  q   des  Hodographen  bestimmt.    Für 

das  Newton'sche  Gesetz  ist  9  =>  i^,  mithin  q  ssb  —  also   constant.    Der  Hodo- 

graph  der  Newton*schen  Centralbewegung  ist  daher  ein  Kreis,  dessen 
Radius  gleich  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom 
Centrum  der  Beschleunigungen,  dividirt  durch  die  doppelte  Secto- 
rengeschwindigkeit  ist.  Dieser  Satz  folgt  auch  sofort  daraus,  dass  die  Polar- 
curve  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kreis  als  Basis  selbst  ein  Kreis 
ist.  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  nämlich  der  Ort  der  Fusspunkte  P  (Fig.  163), 
wenn  M  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  der  über  der  Hauptaze  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kreis. 

Während  FM  «=  r  sich  um  d^  umdreht,  dreht  sich  der  Radiusvector  JP^  »  r' 
nm  einen  gewissen  unendlich  kleinen  Winkel  dd"'  um,  welcher  das  Differential 
des  zu  r  gehörigen  Polarwinkels  ^'  ist.  Daher  ist  der  unendlich  kleine  von  / 
durchstrichene  Sector  ^r  *d^'  =  ^p'ds.    Daher  ist  auch 

ds       p    dt'       p' Q  dd'       ^     p  Q 

dO" 
weil  ^*  jT  =*  ^1  oder  mit  Benutzung  von  pr  ^=^pr 

Das  Problem  des  Hodographen  hat  eine  ümkehrung.  Sie  besteht  in  der  Auf- 
gabe: Wenn  der  Hodograph  und  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  beschrieben 
wird,  bekannt  sind,  die  Bahn  und  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  zu 
finden,  zu  dessen  Bewegung  der  Hodograph  gehört. 


XI.    Capitel. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgesohriebener  Bahn. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  die 
Beschleunigung  i^t  die  Bewegung  eines  Punktes  vollkommen  bestimmt. 
Wird  daher  noch  die  Bahn  vorgeschrieben,  welche  der  Punkt  durchlaufen 
soll,  so  ist  dies  nur  dann  möglich,  wenn  noch  ein  Zwang  hinzutritt,  der 
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den  Punkt  nöthigt,  sich  in  der  vorgeschriebenen  Bahn,  statt  in  jener  zu 
bewegen,  welche  in  Folge  der  übrigen  Bestimmungsstücke  frei  zu  Stande 
kommen  würde.  Haben  beide  Bahnen,  die  freie  und  die  gezwungene,  dieselbe 
Anfangstangente,  so  hat  der  Zwang  die  Geschwindigkeit  der  freien  Bewegung 
so  zu  modificiren,  dass  ihre  Richtung  zu  jeder  Zeit  in  die  Tangente  der 
vorgeschriebenen  Bahn  Mit.  Was  die  Geschwindigkeit  continuirlich  abändert, 
ist  Beschleunigung;  welcher  Art  der  Zwang  auch  immer  sei,  so  kann  er 
deswegen  stets  durch  eine  Beschleunigiing  ersetzt  werden.  Das  Gesetz, 
welches  diese  hinzuzufügende  Beschleunigung  befolgen  muss,  hftngt  von  der 
gegebenen  Beschleunigung  und  der  Beschaffenheit  der  Bahn  ab,  welche  der 
Punkt  zu  beschreiben  gezwungen  wird.  Haben  die  beiden  Bahnen  nicht 
gemeinschaftliche  Anfangstangente,  so  muss  zu  Anfang  auch  noch  eine 
Zwangsgeschwindigkeit  zur  Anfangsgeschwindigkeit  hinzutreten,  um  letzlere 
momentan  so  abzuändern,  dass  die  geänderte  Anfangsgeschwindigkeit  die 
Bichtung  der  Tangente  der  gezwungenen  Bahn  annimmt.  Jenen  Zwang 
nennt  man  je  nach  den  Umständen,  imter  welchen  er  ausgeübt  wird,  Wider- 
stand der  Bahn  oder  Spannung  und  die  ihm  äquivalente  Zwangsbeachleu- 
nigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  oder  der  Spannung.  Oft  ist 
die  Bahn  als  eine  Rinne  oder  als  eine  Röhre,  aus  einem  festen  Material 
gearbeitet,  gegeben,  welche  durch  ihre  Festigkeit  den  -Punkt  hindert,  sie  zu 
verlassen;  oft  wird  sie  dadurch  bestimmt,  dass  der  Punkt  durch  einen  oder 
mehrere  Fäden  mit  anderen  Punkten  verbunden  ist.  In  allen  Fällen  erfolgt 
aber  die  Bewegung,  wie  eine  freie,  wenn  die  Zwangsbeschleunigung  ein- 
geführt wird  und  kann  die  aus  einem  Material  gearbeitete  Bahn  entfernt 
und  die  Fadenverbindung  gelöst  gedacht  werden,  denn  alles,  was  sie  leisten, 

wird  durch  die  Zwangsgeschwindigkeit  und  Zwangsbeschleunigung  dargestellt. 
Soll   ein  schwerer  Punkt  (Fig.  154)  z.  B.  genöthigt  werden,   mit  constanter 

Geschwindigkeit  cor  einen  vertikalen  Kreis  zu  beschreiben,  so 
muss  zu  der  Beschleunigung  der  Schwere  noch  eine  solche  Be- 
schleunigung X  hinzutreten,  dass  aus  beiden  zusammen  jeden 
Augenblick  die  Normalbeschleunigung  tp  =>  m^r  resultirt  (bei 
der  gleichförmigen  Bewegung  ist  die  Tangentialbeschleunigung 
gleich  Null).  Da  g  nach  Grösse  und  Richtung  constant,  <p  eben- 
falls nach  Grösse  imveränderlich  ist,  so  folgt,  dass  die  Richtung 
von  -^den  verticalen  Durchmesser  in  einem  Punkte  5  so  schneidet, 

Fig.  154.  dass  (75  :  fif  =  r  :  coV,  d.  h.  (75  =-  -^,   also  gleichfalls   con- 

stant ist.  Die  Grösse  von  X  ist  veränderlich  mit  dem  Winkel  -Ö",  den  CM  mit 
der  Vertikalen  bildet,  nämlich  es  ist  AT'  =  fif*  =»  (o*r^  -|-  2g(o^r  cos  -Ö*.  Zerlegt 
man  X  in  eine  tangentielle  und  normale  Componente,  so  tilgt  die  erstere  die 
Tangentialbeschleunigung  g  cos  0-  der  Schwere,  während  di^  letztere  einerseits 
deren  Normalcomponente  vernichtet,  andererseits  tp  ts»  m^r  bildet. 

Huyghens  und  Monge  haben  gezeigt,   dass  man  durch  eine  Faden- 
construction  einen  beweglichen  Punkt  nOthigen  könne,  jede  ebene  Curve, 
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sowie  jede  Curre  doppelter  ErUmmtmg ,  zu  beschreiben.  Hujgbeus  fand  die 
Theorie  der  Evolnten  ebener  Gurren;  indem  er  den  beweglichen  Punkt  an 
einen  biegsamen  Faden  band,  diesen  über  die  Kvolnte  der  zu  beschreibenden 
ebenen  Cnrre  hinapannte  and  hierauf  mit  dem  Ende,  an  welches  der  Punkt 
gebunden,  von  der  Evolute  so  ablöate,  dass  derselbe  stets  in  der  Richtung 
ihrer  Tangente  gespannt  blieb,  ward  der  Punkt  genöthigt,  eine  Evolvente 
zn  beschreiben,  Monge  bewies  allgemein,  dass,  wenn  der  Punkt  mit  zwei 
Fftden  verknüpft  wird,  welche  Ober  die  EvolutenflSche  (Fläche  der  Krüm- 
mnngsaxen)  einer  Ourve  hingespannt  sind,  er  bei  der  Ablösung  eine  Evol- 
vente beschreiben  muss.  Vergl.  hierüber  meine  ,,Allgem.  Theorie  der  Curven 
doppelter  KrUmmung",  S.  34  u.  ffg. 

§.  2.  Es  sei  M  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t  auf  der 
gegebenen  Bahn  (Fig.  155),  t>  seine  Geschwindigkeit,  t|j  die  gegebene  Be< 
schlennigung  und  B  die  Zwangsbeschlennigong,  welche  vorlaufig  noch  un- 
bekannt ist.  Wir  zerlegen  tf  ond  ü,  jede  in  zwei  rechtwinklige  Compo- 
nenten,  nach  der  Tangente  in  i\i,  und  ü«  und  Dormal  zur  Bahn  in  i|;,  und  N . 
Die  Richtungen  von  ^,  und  N  sind  die  der  Schnittlinien  der  Ebenen  zwischen 
t^  und  tfi«,  R  und  R,  mit  der  Normalebene  der  Bahn  und  sind  im  Allge- 
meinen von  einander  verschieden. 

Die  Tangentiolcomponente  Rt  ist  Null,  wenn 
die  Beschaffenheit  der  Curve  der  Bewegung  kein 
Hindemiss  darbietet,  so  dass  die  Bewegong  in 
der  Bahn  durch  i^i  allein  bestimmt  wird,  im 
Gegenfalle  ist  sie  die  sogenannte  Beschleunignng 
der  Beibung,  verzögert  die  durch  i);,  bestimmte 
Bewegung,  indem  sie  der  Geschwindigkeit  v 
entgegengesetzt  ist  nnd  wird  veranlasst  durch 
^'S'  >^'  die  nicht  glatte  Beschaffenheit  der  Bahn.    Sie 

ist  nnr  vorhanden,  wenn  die  Bahn  aus  einem  mehr  oder  weniger  rauben 
Material  gearbeitet  vorausgesetzt  wird.  Die  Resultante  der  tangentiellen 
nnd  der  normalen  Componenten  von  ^  und  R  geben  die  Tangential- 
beschleunigung 7'  =  '77  "ixi  ^iB  Normalbeschleunigung  tf^  ^  der  Be- 
wegung, welche  nach  Einführung  von  R  als  eine  freie  anzusehen  ist,  wie 
die  in  Cap.  X  behandelte.    Daher  ist 

^ -*-■»■■  [;"]-[*.]+m. 

wenn  (f  den  ErUmmungshalbmeBser  der  gegebenen  Bahn  in  M  darstellt. 
In  diesen  Gleichungen  sind  Ri  und  if  unbekannt  and  soll  die  erste  derselben 
dasn  dienen,  um  t>  als  Function  der  Zeit  zu  bestimmen.  Dies  ist  niur  mög- 
lieh, wenn  für  Si  noch  eine  Bedingung  hinmtritt.    Gewöhnlich  fügt  man 
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diese  fehlende  Bedingung  zu,  indem  man  Rf  ^==  fN,  d.  h.  proportional  der 
Normalcomponente  von  E  setzt.  Die  Constante  f  nennt  man  den  Beibungs- 
coefQcienten  und  stellt  für  ihn,  da  er  von  der  Natur  der  sich  reibenden 
Substanzen  des  Punktes  und  der  Bahn  abhängt,  besondere  Tafeln  auf.  Die 
Normalcomponente  des  Zwanges  ( Nprmalwiderstand ,  Normalspannung)  N 
ergibt  sich  als  geometrische  Differenz  zwischen  q)n  und  iffn  und  ist  an  jeder 
Stelle  der  Bahn  bekannt,  sobald  v  gefunden  ist. 

dv  r^n 

§.  3.    Es  sei  i2<  =  0 ,  also  —  =  t(;< ,     -     ==  ['^n]  +  [-^J  und  werde 

der  Punkt  M  von  keiner  andern  Beschleunigung,  als  von  der  Noimalcomponente 
N  der  Widerstandsbeschleunigung  afficirt.    Dann  ist  if;<  =  t/;«  =  0  und  folgt 

—  =  0 ,  —  =  [ip] ,  d.  h.  da  hieraus  folgt  v  =  const.  =  Vq,  ip  =  —: 
dt  Lqj  q 

Wird  ein  Punkt,  welcher  gezwungen  ist,  eine  vorgeschriebene 
Bahn  zu  beschreiben,  von  keiner  Beschleunigung,  als  der  des  Nor- 
malwiderstandes der  Bahn  afficirt,  so  bewegt  er  sich  gleich- 
förmig auf  der  vorgeschriebenen  Bahn,  fällt  die  Normalbeschleu- 
nigung des  Widerstandes  in  die  Richtung  des  Krümmungshalb- 
messers der  Bahn  und  ist  ihm  umgekehrt  proportional.  An  stark 
gekrümmten  Stellen  der  Bahn,  d.  h.  für  kleine  q  ist  also  iV  verhältnissmässig 
gross,  an  flachen  Stellen  wird  nur  ein  kleines  N  erfordert,  um  den  Punkt 
auf  der  Bahn  zu  erhalten. 

Ist  tf;  normal  zur  Bahn,  also' 

dv  rv^'] 

t/^<  =  0,   tf;„  =  tf;,  —  =  0,    l^-J  =  M  +  [N 

so  bewegt  sich  der  Punkt  gleichförmig,  aber  N  fällt  im  All- 
gemeinen nicht  in  die  Richtung  des 'Krümmungshalbmessers. 

Ist  die  Bahn  eben  und  fällt  die  Beschleunigung  t^  in  die 
Ebene  derselben,  so  fällt  tf;»  in  die  Richtung  der  Normalen  oder 
desKrümmungshalbmessers  der  ebenen  Curve  und  ^n  ebenfalls,  so 

v^ 
dass  die  Resultante  q>n  =  —  beider  durch  ihre  Summe  oder  Dif- 

Q 

ferenz  dargestellt  wird. 

Ist  t(;  tangential,  also  t(;;  =  t(;,  t|;„  ==  0,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit  zwar   nicht   constant,    aber    die    Normalcomponente    der 

v^ 
Widerstandsbeschleunigung  wird^= —  und   fällt  in   die  Rich- 

Q 

tung  des  Krümmungshalbmessers. 

In  allen  diesen  Fällen  hängt  der  Sinn,  in  welchem  R  oder  N  den  be- 
weglichen Punkt  afQciren  muss,  damit  dieser  auf  der  Bahn  bleibt,  von  der 
besonderen  Art   ab,  wie  der  Zwang   ausgeübt  wird.    So  macht  es  einen 


J 
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Unterschied,  ob  die  Bahn  als  eine  anendlich  dünne  Bohre  gedacht  wird, 
in  welcher  der  Punkt  läuft,  oder  als  eine  unendlich  dünne  Rinne  (halb- 
durchschnittene Bohre),  oder  ob  er  durch  Fäden,  an  die  er  geknüpft  ist, 
auf  die  Bahn  gezwungen  werden  soll. 

Die  der  Centripetalbeschleunigung  [q)n]  entgegengesetzt  gleiche  Be- 
schleunigung —  [q)n]  heisst  die  Centrifugalbeschleunigung.  Da  die  Be- 
schleunigung [N]  des  normalen  Widerstandes  nichts  anderes  leistet,  als  den 
Punkt  zu  hindern,  die  vorgeschriebene  Bahn  zu  durchdringen  und  dieselbe 
zu  verlassen,  so  ist  die  entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung  —  [N~\ 
die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Punkt  auf  die  Bahn  drückt  oder  die 
Fäden  spannt,  wenn  er  an  solche  geknüpft  ist.  Diese  Druokbeschleu- 
nigung  ist  daher  die  Resultante  aus  — [9«]  und  [t|;„],  d.  h.  aus  der 
Centrifugalbeschleunigung  und  der  Normalcomponenten  der  ge- 
gebenen Beschleunigung.  Bei  tf;i,  =  0  ist  sie  gleich  der  Centrifugal- 
beschleunigung —  [9«] . 

§.  4.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  bewegliche  Punkt  an  einer 
Stelle  die  vorgeschriebene  Bahn  verlässt  und  die  gezwimgene  Bewegung  in 
eine  freie  übergeht.  Soll  dies  sich  ereignen ,  so  moss  der  Normalwiderstand 
N  gleich  Null  werden  und  da  9«  =  t;*  :  ^  =  [t/;«]  +  [N]  ist,  so  folgt,  dass 
die  Normalbeschleunigung  q)n  zusammenfallen  muss  mit  der  Normalcom- 
ponente  iffn  der  gegebenen  Beschleunigung  tf;.  Hieraus  folgt  weiter,  weil 
tf;  die  Resultante  von  ifft  und  t|;n  ist  und  die  Tangente  und  die  Hauptnormale, 
in  welche  letztere  g>n  fällt,  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  bestimmen,  dass 
der  bewegliche  Punkt  nur  an  solchen  Stellen  die  vorgeschriebene 
Bahn  verlassen  kann,  an  welcher  die  Beschleunigung  tf;  in  die 
Schmiegungsebene  fällt.  Bildet  nun  t|;  mit  der  Tangente  der  Bahn  an 
einer  solchen  Stelle  den  Winkel  a,  so  ist  tf;,,  =  tf;  sin  a  und  erhält  man 
ans  der  obigen  Gleichung:  t;'  =  ^tf;  sin  a ,  oder  also,  weil  ^  sin  a  =  -^c, 
nämlich  gleich  der  halben  Beschleunigungssehne  ist:  t;'  =  -J  ct|;  =  2.-^0 tf;, 
d.h.  der  bewegliche  Punkt  muss  an  einer  Stelle,  an  welcher  er 
die  vorgeschriebene  Bahn  verlassen  soll,  eine  Geschwindigkeit 
besitzen,  welche  er  erlangen  würde,  wenn  er  mit  der  Beschleu- 
nigung t^  an  jener  Stelle  durch  den  vierten  Theil  der  Beschleu- 
nigangssehne  hindurch  sich  gleichförmig  beschleunigt  bewegt 
hätte. 

§.  5.  Wir  stellen  jetzt  die  Gleichungen  Älr  die  Bewegung  auf  vor- 
geschriebener Bahn  auf.  Es  seien  X,  Y^  Z  die  Componenten  der  gegebenen 
Beschleunigung  tf;;  iV^,  Ny-,  N,  die  der  Beschleunigung  N  des  Normalwider- 
standes und  da  —  -^ ,    —  — - ,   —  t"  ^i©  Richtungscosinusse  der  Reibungs- 

as  ds  ds 

beschleunignng  Bt  süad,  also  nach  der  obigen  Bemerkung  über  Et  ^^  f.  N 
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die  Componenten  der   letzteren  —  fN  — - ,  —  fN  —- ,   —  fN  —-  •      Hier- 
as as  as 

nach  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

^-X+N.-fN-, 

zu  welchen  noch  die  beiden  Gleichungen  der  Bahn,  nämlich: 

^{x> «/,  ^)  =  0 

hinzutreten,  sowie  die  weiteren  selbstverständlichen  Gleichungen; 

,_  dx    ,    ,^  dy   ,    ^T  cl^       Av 

^-57  +  ^' 57  +  ^-5.  =  ^' 


von  denen  die  zweite  ausdrückt,  dass  N  senkrecht  zur  Tangente  ist.  Aus 
diesen  7  Gleichungen  hat  man  die  Coordinaten  x^  y^  z^  die  Componenten 
Nx^  N,jy  Nz  der  Beschleunigung  des  Normalwiderstandes  und  diesen  selbst 
darzustellen.  Damit  ergeben  sich  von  selbst  die  Richtungscosinusse  für  N. 
In  manchen  Fällen  wird  es  zweckmässig  sein,  statt  zweier  Curvengleichungen 
zwischen  x,  y,  0  drei  Gleichungen  zu  gebrauchen,  welche  die  Coordinaten 
der  Punkte  der  Bahn  als  Functionen  einer  weiteren  Variabein  o  darstellen. 
Es  genügt  alsdann,  a  durch  die  Zeit  auszudrücken,  wenn  man  x,  y,  e  laAs 
Functionen  der  Zeit  sucht. 

Von  den  Principen,  welche  zur  Integration  der  Bewegungsgleichungen 
dienen,  ist  das  Flächenprincip  in  seltenen  Fällen  anwendbar,  weil  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  des  Widerstandes  von  vornherein  nicht  bekannt 
ist.  Ist  Reibung  nicht  vorhanden,  so  gilt  es,  wenn  die  Ebene  von  t/;  und 
N  fortwährend  durch  eine  Gerade  hindurchgeht,  für  die  Projection  der  Be- 
wegung auf  eine  Ebene  senkrecht  zu  dieser  Geraden. 

Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  nur  brauchbar,  wenn  die  Reibung 
Null  ist,  der  Normalwiderstand  N  tritt  aber  nicht  in  den  Ausdruck  des- 
selben ein:  dies  versteht  sich  von  selbst,  denn  da  er  normal  zur  Bahn  ist, 
so  ist  seine  Elementararbeit  Null.  Die  Arbeit  der  Reibung  aber  wäre  —  fNds 
imd  mithin  die  Gesammtelementaiarbeit  aller  Beschleunigungsbestandtheile 
tf;,  N  gleich  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  —  fNds  und  folgUch 

d.\v^  =  Xdx  +  Ydy  +  Zde  —  fNds-, 

allein  da  N  nicht  blos  Function  von  8  ist,  auch  nicht  von  x^  y^  z^  so  ist 


\ 
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die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kein  vollständiges  Differential,  mithin  ist 
auch  das  Princip  nicht  anwendbar,  es  sei  denn,  dass  das  letzte  Glied  fehlt, 
d.  h.  die  Reibung  Null  ist.  Im  letzteren-  Falle  gilt  es,  wie  bei  der  freien 
Bewegung.  Sobald  das  Princip  der  lebendigen  Kraffc  anwendbar  ist,  so  folgt 
aus  der  Gleichung 


iv^  —  iK  =  ü'-ÜQ    oder    v^  =  2{U  +  h) 


sogleich 


%  =  VHü+T) 


und  wenn  man  die  Gleichungen  der  Bahn  durch 

darsteUt,  wodurch  ds  =  dm  Yf^  +  f^  +  fz    wird,  und   U  durch  o  aus- 
drückt 

d<o 


dt 


-V~r; 


2(p-  +  ;>) 

"+  a + n 


Hieraus   ergibt  sich  o   als  Function  der  Zeit.    Sobald  dies  gefunden. 


sind  Xy  f/y  z  und 


JV. 


^x     ^     ^z 
dt^'  dJ 


dt^' 
d^x 


bekannt  und  folglich  auch 


dPz 

-^^z  ,.« 


de  "'     ^'^  d^  ^'     ^'^  dt" 

also  auch  jV  und  seine  Richtung.    Zur  Grösse  o  kann  man  oft  mit  Vortheil 
eine  der  drei  Coordinaten  x^  y^  z  wählen. 

§.  6.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  geneigten  Geraden.  Es  sei 
Jfo  (Fig.  156)  die  Anfangslage  des  schweren  Punktes,  welcher  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit sich  auf  der  Geraden  M^A  bewegen  soll;  die 
Gerade  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a;  man  soll  die  Ge- 
schwindigkeit^ den  durchlaufenen  Raum  und  die  Beschleunigung  des 

Widerstandes  der  Bahn  finden.  Auf  den  beweg- 
lichen Punkt  M  wirkt  zur  Zeit  *,  wenn  die  Reibung 
jß^  s  0  ist,  die  Beschleunigung  ip^^g  Tertikai  abwärts 

und  die  Beschleunigung  R  =^  N  des  Widerstandes  der 
Bahn  normal  zur  Bahn ;  man  hat  daher  für  die  Tangen- 
tialbeschleunigung tp^t^  'ip^zsxx  g  cos  a  und  es  muss  die 

Resultante  aus  der  Normalcomponenten  i^^  =>  ^  sin  a 

der  gegebenen  Beschleunigung  und  der  des  normalen 
Widerstandes  N  die  Centripetalbeschleunigung  v^ :  q 
liefern ;  da  aber  der  Krümmungshalbmesser  der  Geraden 
unendlich  gross  ist,  so  ist  diese  Resultante  Null  und 
Flg.  156.  folglich  .AT  =»  </  sin  a   und  dem  Sinne  nach  entgegen- 

gesetEt  dieser  Normalcomponenten  von  -v».    Daher  bestehen  die  Gleichungen: 

N 


dB 
dl-"' 


dv 


g  B\n  a; 
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aoB  den  beiden  erstercn  folg^  mit  Rückeioht  auf  die  Nebenbedingnngen  o  =»  0  und 
«  =  0  für  «=1  0: 

V  =B  g  cos  a  .  i ,     s  =^  ^g  coa  oc  .  t^. 

Der  Widerstand  iV  =»  ^  sin  a  ist  constant.  Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig 
beschleunigte,  aber  die  Beschleunigung  längs  der  Bahn  wird  nicht  durch  den  vollen 
Werth  g  der  Beschleunigung  der  Schwere,  sondern  nur  durch  einen  Bestandtheil 
g  cos  a  derselben  repräsentirt,  während  der  andere  g  sin  a  durch  den  Widerstand 
der  Bahn  vernichtet  wird. 

Für  a  =B  0  geht  die  Bewegung  in  die  des  freien  Fallens  über;  es  wird  näm- 
lich t?  «=  ^i,   s^^gt^,  ^==0. 

Beschreibt  man  über  der  willkürlichen  vertikalen  Länge  M^^  C  »=  ft  als  Durch- 
messer einen  Kreis  und  zieht  in  ihm  durch  M^  unter  beliebigen  Winkeln  a  Sehnen 
Mq Ä,  MqB y  ..,  BO  sind  die  Zeiten,  welche  ein  beweglicher  schwerer  Punkt 
braucht,  um  dieselben  zu  durchlaufen,  gleich  gross.  Denn  die  Zeit<d',  in  welcher 
eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Vertikale  geneigte  Sehne  M^  Ä  =  l  durch- 
laufen wird ,  folgt  aus  der  Gleichung  l  =>  ^g  cos  a  .  d' ,  da  aber  h  cos  a  =»  2  igt, 

so  wird  dieselbe  unabhängig  von  a ,  nämlich  ^  ss  1/  —    Auch  die  Sehnen,  wie 

ÄC,  welche  man  durch  den  unteren  Endpunkt  des  Durchmessers  M^C  ziehen  kann, 
werden  in  derselben  Zeit  0-  durchlaufen ;  denn  zu  jeder  solchen  Sehne  gibt  es  eine 
von  Mq  ausgehende  gleiche  und  parallele  M^  C ,  für  welche  die  Behauptung  eben 
erwiesen  wurde.  Die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Punkte  von  Mq  aus- 
gehend auf  den  verschiedenen  Sehnen  in  deren  Endpunkten  ankommen,  sind  aber 
verschieden.  Denn  die  Geschwindigkeit  ist,  da  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 
gilt,  von  der  Lage  der  Niveauebene  abhängig  und  ist  für  den  Punkt  A  so  gross 
als  für  den  Punkt  E^  welcher  von  M^  vertikal  gleich  tief  mit  Ä  gefallen  wäre, 

nämlich  v  «=  Y^g  .  M^E . 

Findet  Reibung  It^=^  fN  längs  der  Geraden  statt,  so  werden  die  Gleichungen 

der  Bewegung: 

d8  dv  r-\T        -KT 

^=»v,      ^==^cosa  —  fN,    N=  g  Bma, 

mithin^  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  =»  0  ist: 

V  =  ^(cos  a  —  f  sin  a)t,    «  =»  ^  g{cos  a  —  /"  sin  a)  .  t*. 

Die  Bewegung  ist  auch  jetzt  im  Allgemeinen  eine  gleichförmig  beschleunigte,  nur 
in  dem  Falle,  dass  cos  a  —  /'sin  a  =  0,  d.  h.  /*!=  cotg  a  ist,  ruht  der  Punkt, 
indem  v  =b  0 ,  s  ==  0  wird.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  v^  nicht  Null ,  so  ist 
die  Bewegung  in  diesem  Falle  gleichförmig. 

Bewegt  sich  der  Punkt  mit  Reibung  die  gerade  Linie  hinan,  so  erhält  man 
aus  den  Bewegungsgleichungen,  wenn  die  8  vom  Ausgangspunkte  gezählt  werden 
und  fOlr  8  =B  0,  t  =-  0  und  r  =  t^^  ist,  nämlich  aus 

ds  dv  ,  r    '        \  -KT 

~  =  17,      —  =  —  </(cos  a  —  /^ sm  a) ,     iV  =  (/  sm  a 

die  folgenden: 

t;  s.  t^o  —  ^fCoos  a  —  /"  sin  a)t ,     «  ■»  Vq *  —  -J  flf (cos  a  —  /"  sin  a)i* . 

Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  verzögerte,  ausser  wenn  f  i«  cotg  a ;  in  diesem 
Falle  ist  sie  gleichförmig,  n&mlioh  es  wird  O"-  t'oi  «  »  t^^^. 
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§.  7.  An  die  Aufgabe  des  §.  5.  schliesst  sich  an  die  Untersuchung  der  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Cylinderschraube  mit  verticaler  Axe. 
Wie  ändert  sich  der  Widerstand  iV,  wenn  die  Verticalebene  der  Geraden  des  §.  5. 
auf  einer  Cylinderfläche  aufgewickelt  wird,  sodass  die  Verticalen  vertical  bleiben? 
Aendert  sich  im  Uebrigen  die  Bewegung? 

§.  8.    Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreise,  einfaches 

Pendel.  Ein  schwerer  Punkt  bewege  sich  auf 
einem  vertikalen  Kreise  vom  Radius  a  aus  der 
Anfangslage  Jfcfo  (Fig.  167),  seine  Anfangsge- 
schwindigkeit sei  Vq;  welche  Bewegung  wird 
er  annehmen  und  welches  wird  die  Beschleu- 
nigung des  Widerstandes  sein? 

1.  Wählt  man  zu  Coordinatcn  den  Radiusvector 
(73/  =  a  und  dessen  Winkel  ACM  ^^  9"  mit  der  Ver- 
tikalen CA  und  entspricht  Q'q  der  Lage  M^  zur  Zeit 
^  =  0,  so  wird  M^M  =^  8  =  a{9^  —  d),  mithin  die 

Geschwindigkeit  t;  =»  -^^  =»  —  «  ^jj  und   die  Tangen- 


Fig.  157. 


dv 


tialbeschleunigung  -y-  = 


d^Q' 


dt 


—  a 


dV 


dt  dt 

Daher  sind   die  Gleichungen  der  Bewegung 


(1) 


-f  ^  sin  ^  =  0 , 
a 


-  ^N 
a 


g  cos  9' . 


wegen   tp^  s=s  g  sin  9 

d*» 

dt'' 

Um  das  erste  Integral  und  damit  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  von  9  zu 
finden,  fähren  wir  in  die  erste  Gleichung  den  Winkel  \  &  =  AB 31  ein,  wodurch 
sie  übergeht  in 

7      ja, 

welche  letztere  Form  sich  nach  der  Multiplication  mit     '^     ergibt.    Man  erhält 


dt 


daher 


(^r+f"-*»-« 


als  erstes  Integral.    Es  ist  dies  das  Integral  der  lebendigen  Kraft,   denn  indem 

man  r=»  —  a-^-»— 2a  --^z~  zu  Hülfe  nimmt,  geht  es  über  in 

dt  at 

^0«  -f  2ag  sin*i  ^  =»  (7. 

Die  Kräftefunction  ist  J7  =»  —  2a^8in^^<9'.  Es  ist  aber  wegen  des  rechten 
Winkels  AMB  die  Grösse  2a  sin* ^9  =^  AP ,  d.  h.  gleich  dem  Abstände  des 
Panktes  M  von  der  Niveaulinie  des  tiefsten  Punktes  A .  Für  CP  s==  z  wird  daher 
U '^  —  g(a  —  z).  Die  Constante  C  kann  mit  Hülfe  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  M  in  irgend  einer  Lage  bestimmt  werden.    Wählen  wir  zunächst  itf^ , 


Vr 


und  ^  ==  <^Q  ist,  so  wird  C  =  ^  t'J  -^  2ag  sin?^  ^o,  also 


wofür  V  > 

(2)  l^*  — i«^2  +  2ag(Bm^d'  —  sin^^d-o) 

Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 


0. 


(8) 


i»*  — (/(fl  — 2aBin«i«'),     wo     H 


i^  +2asin»i«'o 
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Die  GrJteBe  H  aetzt  sich 


<   der   GeachwindigkeiUhOhe  M^H  =•  \ 


des  Punktes  Jtf,  (S.  Cap.IX,§-S.^r.3,a.  E.)  and  dem  Abstände  Jlf„  Q  =  Saain'-i«, 
des  Niveaus  des  tiefsten  Punktes  Tom  Niveau  der  Anfitugslage  M^ .  Es  ist  dem- 
nach £  =  Qf  derAbgtaDd  des  Niveaus  der  Oeschwiitdigkeit  Null  (Niveau  des  Ponli- 
tes  H)  vom  NiveoQ  der  grOssteu  Geschwindigkeit  (Niveau  des  tiefsten  Punktes  A). 
Bestimmt  man  die  Constante  C  mit  Hülfe  der  Geschwindigkeit  *  des  tiefsten 
Punktes  A,  des  Maximums  der  Geschwindigkeit,  wofQi  &  ^^  ü  ist,  so  e^bt  sich 
(7=  i  ?',  also 

(1)  ^p*  — iS'  +  2aff  sin'^*  — 0     und    P-^igH. 

Die  Geschwindigkeit  c  hat  nach  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  denselben  Werth, 
so  oft  der  bewegliche  Punkt  dieselbe  Niveaulinie  (Horizontale)  passiit.  Sie  ist  ia 
allen  Lagen  dieselbe,  als  ob  der  bewegliche  Punkt  von  der  Niveaulinie  der  Ge- 
schwindigkeit Null,  d.  h.  von  U  herabgefoUen  wKre.    Setzen  wir  noch  L*='%an, 


(6) 


..„£[L.. 


i>i*)']. 


2.  Wir  unterscheiden  drei  Fälle  der  Pendelbewegung,  je  nachdem  S'<^2a, 
if  ==  2a,  If  >■  2a  ist.  Im  ersten  Falle  schneidet  die  Horizontale  des  Punktes  H 
(das  Niveau  t>  >=•  0)  den  Kreis  in  2  Punkten  J,  J'  (Fig.  168);  die  GrOsse  L  ist 
Z  ^  ^J  <^  2a;  der  bewegliche  Punkt  macht  Schwingimgen  im 
eigenÜichen  Sinne,  d.  h.  von  M„  mit  der  Geschwindigkeit  r, 
ausgehend  sinkt  er  Eur  tiefsten  Stelle  A,  steigt  bis  zur  Hohe  X, 
ftlllt  nach  A ,  steigt  nach  J,  ^It  zurück  nach  A  etc.  Im 
zweiten  Falle  berührt  dos  Niveau  v=0  den  Kreis  im  hOchsteo 
Punkte  B  und  ist  L  '^  2a.  Es  wird  gezeigt  werden,  dasa  der 
Punkt  sich  dem  h^Jcheten  Punkte  B  nur  asymptotisch  nähern 
kann,  ohne  ihn  zu  erreichen.  Im  dritten  Falle  trifft  das  Niveau 
V  =  0  den  Ereia  nicht.  Die  Geschwindigkeit  kann  dann  über- 
haupt nicht  Null  werden;  der  Punkt  macht  volle  Umläufe.  Ein 
Kreis  mit  dem  Durchmesser  H,  welcher  den  gegebenen  Kreis 
in  A  berührt,  liefert  durch  den  Schnitt  K  mit  der  Tangente  in 
B  die  Grösse  L  =  AK>  2a. 
I  Fall.  L<2a.  Ist  d=o  der  Werth  von  d,  welcher  der  bOchBt«n 
Lage  J  entspricht  (Fig.  169),  so  wird  L  Tim  2  a  ain  ^  « 
Beschreibt  man  nm  die  tiefst«  Lage  A  mit  L  als 
Radius  einen  Kreis,  so  schneidet  er  die  von  B  nach 
den  Punkten  M  gehenden  Stralea  £ilf  in  Punkten  U 
und  wenn  -^  Ä  ÜB  =•  tp  gesetzt  wird,  so  besteht  die 
Gleichung:  3a  sin  ^  *  =  Z  sin  9  =  ^3/,  woraus  mit 
Hücksicbt  auf  i,  —  2a  ain  {  a  folgt 

(G^     sin^d  =  BinitfBiu9->'Bin^p,  wo  x  =  aiDi«. 

Der  Winkel  q>  wächst  und  nimmt  ab  mit  ^  9,  erreicht 
in  J  sein  Haümum  ^n,  verscbwindet  in  A  nnd 
wechselt  mit  9  beim  Durchgang  durch  A  Sinn  nnd 
Zeichen.  Fahren  vir  ihn  statt  .^  «-  als  Variabele  in 
die  Formel  (6)  ein,  so  erhalten  wir 


3.    Erstei 
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(7) 


V  =  L  1/  -  •  cos  <p  =s  *  cos  (p . 


Da  man  v  ===  YigH  kennt,  so  kann  hiemit  v  für  jede  Lage  des  Punktes  M  leicht 
gefunden  werden. 

Um  9,  ^,  V  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden,  setzen  wir  die  Ausdrücke  (7' 

und  V  =>  —  a-5-=a— 2rt-  'j--  einander  gleich;  nämlich 

dt  dt  o         » 

—  2a     — r;      =  L  l/Ä.  •  cos  op . 
^^  V    a 

Die  Differentiation  von  (6)  gibt  coB.^Q'd  .i&  =  yiC08q}dq).    Eliminirt  man  also 

&  und  berücksichtigt  L  =  2ax,  sowie  cos  ^d  ==  }/l  —  k^  sin^qp,  so  kommt 

^9»  l/7 


yi  —  X*  sin*  qp , 

woraus  für  die  Zeit  i,  welche  der  bewegliche  Punkt  M  braucht,  um  von  M^^  bis 
M  zu  gelangen^  wenn  q>Q  der  Werth  von  <p  für  Mq  ist 

(8)  "^ 


*""  r    ^e'  yi-x*sin«9* 


(9) 


9 
Für  die  Zeit  *,  des  Niederganges  von  3f„  bis  A  hat  man  daher*) 

—   y^* 

**  "   K  f  J   l/l^-^^^sln^  ^  Vj  •  ^(^-  '')'  ^^  '^°  ^^«  =  X  sin  g,. 


/dl/» 
IT'"" — jr-r--s^=  mit2<''(Qp,  x)  bezcicli- 
yi  —  X*  sin*  'tff 

0 

net  und  elliptisches  Integral  erster  Gattung  (Digammafunction)  genannt,    (p  heisst 
seine  Amplitude ,  x  sein  Modulns.    Der  Modulus  ist  nie  grösser  als  1.    Das  Integral 

I  ,/3 ^~~Z      wird  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gat- 

J   yi  —  X*  sin*  if>  ö  r  ö 

0 

tung  genannt  und  nach  Jacobi  mit  K  bezeichnet.    Die  ümkehrung  der  Gleichung 

/d'tif 
TT^        g    ^~8i~  =='  ^*i  WO  der  Werth  u  des  Integrals  als  gegeben  angesehen 

wii'd,  liefert  <p  als  Function  von  u.    Man  schreibt  sie  <p  =  am.  u  (Amplitude  u); 
sie  und  die  trigonometrischen  Functionen  von  ihr,  sin  am.  m,  cos  am.  u  nebst  der 

Function  ^  am.  u  =»  y^l  —  x*sin*amu  nannte  Jacobi    elliptische  Functio- 
nen zum  Unterschiede  von  den  elliptischen  Integralen. 

Die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  sind  nach  der  Bezeich- 
nung von  Legendre 

/       ^ /  d^ 

fi  (y»  x)  =-    I  dtifyi  —  X*  sin*  ip,   J7(<jp,  x,  n)  =   I  —; .  «    .,/-- i— •-.-- 

\y^    /      j     r  f  T  7       ^^'    '    ^      J   (1  +  n  sin*  V»)  y  1  —  X*  sin*  iff 

u  u 

worin  n  der  Parameter  heisst 


398    Bewegung  eines  schw.  Ponktea  anf  vertikalem  Kreise.    II.  Th.,  Cap.  X,  §.  8. 

und  hiermit  weiter  für  die  Zeit  t^  —  t^  während   welcher  der  Punkt  von  M  bis 
Ä  föllt 

Aus  dieser  Gleichung  folgt 

F  (<jp,  X)  =  ]/|-  {t,  ^  t) 
und  durch  Umkehrung  ^ 

9  =  am.  1/—  01  —  0 
und  mithin  nach  (6)  für  den  Polarwinkel  d". 

(11)  sin  ^a-  =  X  sin  am.  1/—  (*i  —  t). 

Für  die  Geschwindigkeit  ist  v  =  X  1/—  cos  qp  =  2x  y^-cos  <p,  mithin 


(12) 


t;  =s  2x  y/ag  •  cos  am.  1/—  (ij  —  Q . 


Endlich  wird  der  Abstand  JB3f  ==  d  —  2a  cos  ^<ö'=»2a  Vi  —  x*  sin*  9,  d.  h. 

(13)  d  =  2a  z/  am.  l/-^  («j  —  t) . 

Es  finden  also  die  drei  elliptischen  Functionen  sin  am. ,  cos  am.,  J  am.  bei 
dem  vorliegenden  Probleme  ihre  Bedeutung. 

Bezeichnet  t^  die  Zeit,  welche  der  Punkt  M  gebraucht,  um  von  M^  bis  zm* 
nächstfolgenden  höchsten  Lage  J'  aufzusteigen,  fSr  welche  <&  =  —  a,  97=3  —  \n 
ist,  so  wird  nach  (10)  für  i  =»  f g 

e.-^,  =  ]/|F(-i.,x)  =  /«    /'       .^^ 
^9  ^    9  J   y^  —  n*  sm*  (f 


-V'J 


in«  /«  r    a 


0 


j/l  —  X*  sin«  9)  ^9 


d.  h.  es  wird  die  Zeit  t^  —  t^  des  Aufsteigens  von  Ä  bis  J' 

(14)  <,  -fj  ^Y^.K. 

Nachdem  der  Punkt  bis  J'  gestiegen,  fällt  er,  da  dortselbst  v  ==  0  wird,  ver- 
möge der  Beschleunigung  der  Schwere  zurück.  Aus  den  Eigenschafken  des  ellip- 
tischen Integrals  Digamma  folgt,  dass  er  zum  Fallen  von  J'  bis  Ä  immer  die- 
selbe Zeit  braucht,  wie  zum  Steigen  von  Ä  bis  J'  oder  A  bis  J.  Das  Vierfache 
der  Zeit  t^  —  t^  ist  daher  die  Oscillationsdauer  T,  nämlich 

(16)  T=-4l/— .JC,    «  — sin^a. 

Zur  Berechnung  von  T  kann  man  sich  der  Reihenentwickelong  bedienen: 


\ 
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in  in 


ü      '  '         ü 


J 


\n 

u 
oder 

Ä  =  -i«  [  1   +  (i)*  X»  +  ft  .   ?)»  H*  +  (4  .  i  .  i)*  X«  +  •  •  •]. 

denn  es  ist 

1  .  3  .  6  .  .  .  (2n  —  1)       it 


«^2»  *^    /    sin^"  9  -^9 


2.4.6 2n        2 

ü 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  v©  =*  ^ »  ^^  wird  x  =  sin  ^  a  =»  sin  J  d-^.  Die 
Oscillationsamplitude,  d.  h.  Winkel  3*  CJ  ist  2a;  x  ist  also  der  Sinus  der  Yiertel- 
amplitude.  Aus  dieser  Entwickelung  kann  man  brauchbare  Näherungswerthe  für 
die  Oscillationsdauer  des  einfachen  Pendels  ableiten,  indem  man  sich  auf  1,  2,  3,  .  .  . 
Glieder  der  Reihe  beschränkt.  Für  sehr  kleine  Werthe  des  Elongationswinkels  a, 
wie  dies  bei  sehr  langen  Pendeln  eintreten  wird,  genügt  als  Näherungsformel 

Dieselbe  ist  unabhängig  von  dem  Elongationswinkel  a  und  zeigt,  dass  bei  über- 
haupt kleinen  Elongationen  a  oder,  wenn  t?o  =>  0  ist,  ^o,  die  Schwingungen 
gleich  langer  Pendel  trotz  der  Verschiedenheit  der  Elongationen,  dennoch  sehr 
nahe  gleiche  Dauer  haben.  Diese  Eigenschaft  heisst  der  Isochronismus  kleiner 
Pendelschwingungen.  Er  findet  bei  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
einer  beliebigen  Curve  in  der  Nähe  des  tiefsten  Punktes  statt,  wenn  der  Krüm- 
mongskreis  dortselbst  vertikal  steht,  und  zwar  mit  derselben  Näherung,  mit  wel- 
cher der  Erümmungskreis  die  Curve  vertritt.  Für  die  Gycloide  gilt  der  Isochro- 
niunus  in  aller  Strenge  bei  beliebiger  Entfernung  des  schwingenden  Punktes  vom 
tiefsten  Punkte,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

Um  das  Problem  der  Pendelbewegung  für  kleine  ^  approximativ  zu  lösen, 

sm  <& 
Betet  man,  weil  lim.     .      =  i  ist  für  verschwindende  ^,  in  der  Gleichung  der  Be- 

wegnng  ^  statt  sin  ^  und  gewinnt  dadurch  die  lineare  Differentialgleichung 

deren  Integral  «•  =  ^  cos  <  T/-|-  -f  B  sin  e  l/-|-  (s.  Cap.  IX,  §.  2,  Nr.  7  S.  346) 
nach  Bestimmung  der  Constanten  A^  B  durch  die  Bedingungen 

-O«  =»  ^0  und ,    V  =  —  a  -^-  =  0  für  <  =  0 
die  Lösung 

^-«•ocosej/j 

liefert.  Aus  ihr  ergibt  sich  fQr  d  »  —  ^oi  wofür  t  die  halbe  Oscillationsdauer 
•^Twird,  T  <»  2iK  1/ — als   Nährungsformel,   wie   oben.    Mnltiplicirt  man  die 
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lineare  DifferentialgleichDog  mit  a  nnd  bedenkt,  daae  a9  den  Kieisbogeo  AM^e 
vom  tiefaten  Punkte  bis  zum  Punkte  M  bedeutet,  bo  wird  sie 


Diea  ist  aber  die  Gteicbung  für  die  geradlinige  oacillirende  Bewegung,  welcbe  die 
Projcction  der  gleicbförmigen  Kreisbewegung  ist.  Die  der  obigen  NUierangefonDel 
ZQ  Grunde  liegende  mechaniache  Idee  ist  also  keine  andere,  als  da«a  man  wegen 
der  Kleinheit  der  Amplituden  den  Bogen,  welchen  der  Pendelpnnkt  beschreibt, 
als  eine  Gerade,  die  Bewegong  auf  ihm  aber  iiU  die  Frojection  einer  gleichfl^ 
migen  Kreisbewegung  ansehen  darf.  Der  Idochrouismus  der  Schwingungen  er- 
scheint dabei  als  eine  Folge  davon,  dasa  bei  jener  oacillirenden  Bewegnng  die  Oaeil- 

3  der  Oscillationsweite  nnabbKngig  ist.    Die  Formel  T^—tw  1/" 
s  Cap.  III,  g.  12.  entnommen  weiden. 
=  2a  —  if.    Hier  wird  nach  (6)  p  =■  2  Vag  .  cos  i», 
I  oder  Dreieck  A  ÜB  gleichschenklig  ist.    Daher 


lationedaner  v 
konnte  also  unmittelbar  a 
4.   Zweiter  Fall.    . 
-  2  yäg  ,  qj  =  -^  «■,  da  o  t 


wird  nach  (8)  wegen  x  = 


-V'. 


y    g  J   coa<p^  V  ~g  J    iiait,'"   y    g  J  tg  i* 


liJ^ 


-ff) 


tgi-(«-*„) 

FQr  die  Zeit  (,  des  Niederganges  und  die  Zeit  der  Bewegnng  von  JM  bis  X  ist 

f.  ■=  Yj  Z  cotg  i  C«  -  ff,) ,     i,  -  (  =  |/y  1  cotg  iC^  -  ff) . 

Die  Oeach windigkeit  kann  eist  Null  werden,  wenn  der  Punkt  in  B  anlangt 
Da  fElr  die  Bewegnng  nach  diesem  Punkt«  ffc— —  n  wird,  so  folgt,  dasa  die  Zeit 
(,  welche  verflieasen  würde,  bis  der  Punkt  dort  ankommt,  unendlich  wird.  Der 
Punkt  steigt  daher  immer  langsamer  auf  und  nähert  sich  B  nur  asymptotisch, 
ohne  ihn  zn  erreichen. 

Setzt  man  tg  ^(«  —  ff»)  ^  ß,  so  gibt  die  obige  Formel  fQr  (: 


und 

ff  — 

i- 

—  t 

„Ig.f,'. 

=  -a 

d9 

dl 

-■ 

vT 

5 

Dritte 

r  Fall. 

L>ta.    Die 

Formel 

(S) 

liefert 

,   wenn 

man 

2a 
h 

=  X  setzt,   wo 

X  <  1    Dnd 

{Fig- 

160)  »  = 

n. 

BAK  i,l 

'■Vi 

'■n 

t.= 

Vi 

-«" 

Bin'  i  *  .    S  = 

Auch  besteht  die  Conatruction  des  Winkele  qi, 
wie  beim  ersten  Falle  fort  und  ist 
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d.  h.  X  sin  ^  ^  =3  sin  <p  und  t;  »>  v  cos  <p ;  ü;ide8sen  können  wir  ^  als  Function  von  t 

j     ja, 

ohne  Vermittelung  von  tp  finden.    Denn  setzt  man  v  =  2  a  —77—  gleich  dem   eben 
entwickelten  Ausdrucke  för  v,   so  ergibt  sich 

c^e=.-^H]/^--^^L=.undalsoe^x]/^   r        ^T  .  ,      • 
^    9  yV-  H«  sin»  4  «•  r    ^  J  y  1  —  X*  srn«  1/; 

Für  die  Zeit  t^  des  Niederganges  wird 

0 
und  daher  für  die  Zeit  ^j  —  t  von  einer  beliebigen  Stelle  bis  zum  tiefsten  Punkte 

«1  -  <  =  X  T/^   /  -====  =  X  l/Z  .  F  (i*,  x). 

u 
Hiermit  erhalten  wir 


«  -  A  V^  .  ^ am.  1  l/l^  (t,  -0, 
sin  <p  =B  X  sin  am.  —  1/  —  (^  —  0  » 

8  =  BM  =  2o  cos  ^-0"  =  2a  cos  am.  —1/^  (ij  —  t). 

In  unserem  Falle  macht  der  Pendelpnnkt  volle  Umläufe.  Für  einen  solchen 
ist  -ö"  negativ  und  zwar  ^  =  —  (2  w  —  '0'^).  Hiermit  liefert  die  Gleichung  für 
t^  —  *,  wenn  T  die  ümlaufszeit  bezeichnet, 

«.  -  2-  =  X  Vy  ■^(-  (*  -  •* ^»>'  »>• 

Es  ist  aber 

—  (;t  _  ^  ,«^„)        Ä  —   ^  ^ 


-{'/ü-h)-i'^^Ih 


wo  abkürzend  z/i/>  =  ]/l  —  x»  sin*  ^  und   die  Yertauschung  der  Variabein  —  ip 
und  n  —  ip  für  1/;  vorgenommen  sind.    Daher  also 


->/f(-+J^ 


t.-r--x  l/:i2Ä+  /  ^) 
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I  t,   achlieEB'ich  die  ümlaniMeit  folgt, 


woraoB  mit  Hülfe  des  obigen  Werthes  f 
nämlich: 


r=  aKl/—  ■  K. 


6.    Die  BeachlenoigDag  N  des  Normatwideratandes  folgt  nach  Nr.  1  fOr  alle 
Fälle  der  Formel   -  =  Ä"  —  g  cob  *.    Sie  iet  dabef 


iV  =  - 


+  9  C08  fr, 


.  ^  [i'  -  (2a  aio  i  *)'J 


£' 


Im  tiefaten  Punkte,  fOr  9  ^=  0,  erreicht  aie  ein  Uaximnin  — |-  p,  im  hScli- 
Bten  Punkte,  falU  derselbe  erreicht  wird,  für  9  =>  —  x,  ein  Hinimnm  -^  (L*  —  60*). 
Für  fr  =  +  y  wird  N  =■  -^  [L^  ~  Sa*).  Ist  die  Bahn  ans  einem  festen  Mate- 
rial gearbeitet,  bo  wird  N  von  der  Festigkeit  deaaelben  geleistet,  wird  der  Ponkt 
durch  einen  Pendelnden  in  der  Bahn  erhalten,  bo  ist  If  eine  Folge  des  Znsam- 
menbanga  der  Theilchen  dieaes  Fadens. 

§.  3.  Zur  Bearbeitung:  Ein-schwerer  Funkt  bewegt  aich  auf  einer 
Cjlinderscbraubenliaie,  deren  Axe  horizontal  oder  unter  einem  Win- 
kel a  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  man  soll  die  Bewegung  de« 
Punktes  nach  Anleitung  dea  g.  7  untereuchen.    Specialfall  n  —  i«. 

§.  9.  Bewegong  einea 
schweren  Punktes  anf  der 
Cjclofde.  Ea  sei  AMOB 
(Fig.  161)  ein  Cjdoldenbogen 
zwischen  zwei  Spitsen  A  und 
B,  C  der  Mittelpunkt  des  rol- 
lenden Ereiaes,  entsprechend 
der  Lage  J>f  des  heachreiben- 
den  Punktes  und  MCN  —  m 
der  zugekSrige  Wälzungawin- 
kel,  um  welchen  sich  der  rol- 
lende Ereia  nmgedreht  hat, 
während  der  beachretbende 
Punkt  den  Bogen  ^Jlf  durch- 
laufen hat.    Die  Qleicbongen 


der  Cyoloide  iOr  AP  = 


,  PM  = 


'  «/,  OM  =  a  sind 
a:  —  a  {(ü  —  sin  0.);    y  =  n  (1  ~  coe  m)  —  2a  sin'  i<o. 
Ana  ihnen  folgt  fOr  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basia  der  CjcloTde : 
dy       dy    dx 


•=  cotg  i  m , 


d.  h.  die  Tangente  der  Cyclolde  bildet  mit  der  zar  Baaia  senkrechten 
Eichtung  den  Winkel  \o>  und  geht  durch  den  Gegenpunkt  N'  dea  Be- 
rQhruDgspnnktes  N  der  Baaia  und  dea  rollandeo  Ereiaes  hindurch. 
Die  Normale  ist  daher  MN. 

Die  Tangent«  einei  anf  M  iminittelbar  folgenden  Correnpunktea   M'  bildet 
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mit  der  Richtung  NN'  den  Winkel  ^ca  -{-  d-  ^(o\  daher  bilden  die  beiden  auf- 
einanderfolgenden Tangenten  miteinander  den  Contingenzwinkel  dB  =^  d  -  ^ca. 
Das  Bogenelement  ds,  wenn  8  von  Ä  nach  M,  entsprechend  dem  wachsenden 
Winkel  co,  gezählt  wird,  ist  ds  «  MN  .  da  =*  2a  iin  ^ca  dco,  weil  N  das  Momen- 
tancentrum ist  (Gap.  III.  §.  20,  Nr.  5).    Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 

ds 


ds 


4a  sin  ^<D  =  2  •  MN, 


weil  wegen  des  rechten  Winkels  NMN'  die  Länge  MN  =>  2a  sin  ^o)  ist  Der 
Krümmungshalbmesser  ist  mithin  der  doppeltenNormalcn  MN  gleich. 
Construirt  man  auf  der  dem  rollenden  Kreise  abgewandten  Seite  der  Cycloi'den- 
basis  NN"  =  NN'  und  verbindet  den  Krümmungsmittelpunkt  K  mit  N'\  so 
wird  ANN"K^NN'Muad  Uegt  mithin  Ä auf  einem  überiV^iV^"  als  Durchmes- 
ser beschriebenen  Kreise.  Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Evolute  der  Cy- 
cloYde  wieder  eine  CycloYde  ist,  von  denselben  Dimensionen,  wie  sie 
selbst;  beide  Cyclolden  haben  gemeinschaftliche  Richtung  der  Basis, 
liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselben  und  sind  gegeneinan- 
der um  die  halbe  Basislänge  so  verschoben,  dass  die  Spitzen  der 
einen  mit  den  Scheiteln  der  anderen  paarweise  auf  demselben  Per- 
pendikel zur  Basis  liegen. 

Die  Bogenlänge  AM  ^==^  8  der  Cjclolde  wird  s  =»  4a  —  4a  cos  ^co.  Der 
halbe  Cycloldenbogen  AO,  co  »  ir  entsprechend,  ist  4a  und  folglich  der  Bogen 
OM  =»  S,  vom  Scheitel  an  gerechnet  /S  =.  4  a  cos  ^a>.    Es  ist  aber 

MN'  s=  mO  =■  2a  cos  ^a 

und  wenn  man  Oq^^  N'  Q  ^^  x  setzt,  indem  man  On  als  eine  Abscissenaxe  an- 
sieht, so  besteht  zwischen  dem  Bogen  S  und  seiner  Projection  auf  diese  Abscis- 
senaxe  die  Gleichung  Ä*  =»  8aa:,  eine  Gleichung,  welche  ganz  gleichgebildet  ist 

mit  der  Parabelgleichung  in  Be- 
zug auf  den  Scheitel  und  die 
Axe  derselben.  Da  Om^  =  2aa; 
ist,  so  folgt  weiter  S  ^=^  2  ,  Om. 
Ein  schwerer  Punkt  falle  jetzt 
auf  einer  vertikalstehenden  Cj- 
cloYde  (Fig.  162),  deren  Basis 
horizontal  liegt  und  welche  ihre 
concave  Seite  nach  oben  kehrt 
Der  bewegliche  Punkt  verlasse 
die  Anfangslage  M^  mit  der  (Ge- 
schwindigkeit t7o  s=  0.  Da  die 
Richtung  der  Beschleunigung  der 
Schwere  mit  der  Richtung  der 
Cyclol'dentangente  den  Winkel  \ai 
bildet,  so  ist  ^  cos  -^co  die  Tangentialcomponente  und  ^  sin  ^<d  die  Normalcom- 
ponente  der  Beschleunigung;  daher  hat  man  folgendes  Gleichungssystem  zu  be- 
handeln: 

.  JV. 


Fig.  162. 


dv  ,  t>*  .      , 

-=-  =.  ^  COS  ^ CO,      —  =-  ^  sm  ^ö) 
at  ff 


ds 


Beohnet  man  den  Bogen  s  von  M^  an  abwärts,  so  kommt  noch  hinzu:  37"="  ^; 

will  man  aber  den  Bogen  8  vom  Scheitel  an  aufwärts  nach  M  gerechnet,  ein- 

2.^* 


S  =s  8q  cos  t 
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führen,  so  wird —  ==  r ,   weil   8  -{-  S  die    constante   Bogenlänge    M^^  O   dar- 

u  t 

stellt. 

Da  femer  cos  4^cd  =«  Om  :  2a  und  5  =»  2  .  Om,  also  cos  ^co  =»  5  :  4a  und 
sin  ^ CD  =  ^Q  :  2a  ist,  so  werden  die  beiden  Gleichungen  der  Bewegung: 

at^       4a  9         4a 

Ist  Ä  s—  5o  =  03fo,  t>  =  0  für  <==0,  so  liefert  die  erste  dieser  Gleichungen 
vermöge  ihrer  linearen  Beschaffenheit 

VI.  '-Vl-s.-^->Vl 

cos  ^  (0  ==  cos  -^  üOq  .  cos  i  1/  j- ,        X  »  Xq  cos*  ^VaT' 
Für   die  Zeit  ^^   des  Niederganges   von  M^  bis  zum  Scheitel  0  ist  co  s»  s, 
iS  ==  Sq  zu  setzen  und  folgt  hiermit  0  ==  cos  tQ  y  j- ,  d.  h. 

Dieser  Ausdruck  enthält  keine  Spur  von  Grössen,  welche  die  Anfangslage  be- 
stimmen. Daher  besitzt  die  CycloYde  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass  ein 
schwerer  Punkt  dieselbe  Zeit  gebraucht,  um  auf  ihr  bis  zum  tiefsten 
Punkte  zu  fallen,  mag  er  von  einer  Anfangslage  ohne  Geschwindig- 
keit ausgehen,  von  welcher  man  will.  Deswegen  heisst  die  Cycloide  die 
„Tautochrone". 

Die  Zeit  t^  ist  der  vierte  Theil  der  Oscillationsdauer  eines  Ereispendels  von 
der  Länge  4a,   wenn  dieselbe  nach  der  für  kleine  Elongationen  näherungsweise 

geltenden  Formel  T  =»  2ny —  (s.  S.  399)  berechnet  wird.  Jene  Formel,  welche  für 

das  Ereispendel  eine  Näherungsformel  ist,  gilt  mithin  für  das  Cycloüdenpendel  in  aller 
Strenge.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Cycloide  ist  am  Scheitel  gleich  4  a, 
nämlich  gleich  dem  doppelten  Durchmesser  des  rollenden  Kreises,  welcher  daselbst 
die  Normalenlänge  darstellt;  jener  Näherungsformel  liegt  folglich  die  Vorstellung 
zu  Grunde,  dass  die  kleinen  Schwingungen  auf  dem  Kreise  identificirt  werden 
können  mit  Schwingungen  auf  einer  Cycloide,  deren  Erzeugungskreis  einen  Radius 
besitzt  gleich  dem  vierten  Theile  des  Radius  von  dem  Kreise,  auf  welchem  jene 
Bewegung  erfolgt. 

Die  Eigenschaft  des  Tautochronismus  der  Cycloide  wurde  von  Huyghens 
entdeckt.  Er  nöthigte  eine  kleine  schwere  Kugel,  eine  Cycloide  zu  beschreiben, 
indem  er  sie  an  einem  Faden  schwingen  liess,  welcher  über  die  Evolute  der  Cnrve 
hingespannt  war.  Das  betreffende  Werk  von  Huyghens  führt  den  Titel:  Horo- 
logium  oscillatorium  und  ist  der  Theorie  der  Pendeluhren  gewidmet. 

Eine  leichte  Interpretation  des  Ausdruckes  für  die  Tangentialbeschleunigung 
auf  der  Cycloide  genügt  übrigens,  den  Tautochronismus  unmittelbar  einzusehen. 

Wir  fanden,  dass  dieselbe  —  •  iS  ist,   wenn   S  den  Bogen  vom  Scheitel  an  auf- 

4a 

wärts  gerechnet  bedeutet.    Bereits  Cap.  III,  §.  12.  fanden  wir  für  die  oscillirende 

Bewegung,   welche   die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  auf  eine 
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gerade  Linie  ist  und  bei  welcher  in  Folge  dessen  die  Beschleunigung  proportional 
dem  Abstände  x  des  beweglichen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  C  der  Oscillation 

ist,  die  Oscillationsdauer  gleich  2?r  dividirt  durch  Vx,  wenn  x  der  Proportionali- 
iätsfactor  der  Beschleunigung  «  ==  xx  war.  Ferner  ist  aus  Cap.  VIII,  §.  6.  klar, 
dass  wenn  die  Gerade,  in  welcher  die  oscillirende  Bewegung  erfolgt,  zu  irgend 
einer  Curve  gebogen  wird,  auf  dieser  die  oscillirende  Bewegung  ebenso  erfolgen 
wird,  sobald  die  Beschleunigung  der  geradlinigen  Bewegung  für  sie  zur  Tangen- 
tialbeschleunigung wird.  Denn  die  Tangentialbeschleunigung  allein  bestimmt  das 
Gesetz   der  Bewegung  in  der  Bahn.    Biegen  wir  also  eine  Gerade,  auf  welcher 

ein  Punkt  mit  der  Beschleunigung  ~-  x  oscillirt,   so  zu  einer  Cyclo'ide,  dass  der 

Mittelpunkt  der  Oscillation  der  Scheitel  der  Cycloide  wird  und  der  Abstand  x  in 
den  Bogen  S^  von  diesem  Scheitel  an  gerechnet,  übergeht,  so  wird  die  Oscilla- 
tionsdauer  T=  2«  :  |/~  =  2«  1/  —  ,  übereinstimmend  mit  obigem  Werthe 

für  \%.  Es  gibt  unzählige  Tautochronen  doppelter  Krümmung,  welche  man  durch 
Aufrollen  der  Ebene  der  Cycloide  zu  einem  Cylinder  erhält. 

§.  10.  Wir  wollen  jetzt  das  Problem  der  ebenen  Tautochrone  unmittelbar 
angreifen  und  stellen  uns  daher  die  Aufgabe:  Es  sind  gegeben  zwei  in  einer 

Vertikalebene  liegende  Punkte  M^  und  0  (Fig.  163), 
deren  Höhendifferenz  h  beträgt;  auf  welcher 
ebenen  vertikalen  Curve  muss  ein  schwerer  Punkt 
von  M^  nach  0  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
fallen,  damit  die  Fallzeit  T  von  M^  nach  0  von 
Fiff  163  ^    ^  unabhängig  sei,  sodass  der  Punktil/oauch  irgend- 

wo anders  auf  der  gesuchten  Curve  gewählt  wer- 
den kann,  ohne  dass  dadurch  T  eine  Aenderung  erleidet? 

Es  sei  der  tieferliegende  Punkt  0  der  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten 
Xy  y,  von  denen  die  x  vertikal  aufwärts,  die  y  horizontal  gerechnet  werden.  Der 
Bogen  0M^=8,  welcher  positiv  von  0  nach  M  gerechnet  werden  möge,  wird 
eine  noch  unbekannte  Function  von  x  sein,  a  »»  9  {x)j  auf  deren  Bestimmung  die 

Lösung  der  Aufgabe  hinauskommt.    Nun  ist  einerseits  v  =  -jr — -  ==  —  --  , 

dt  dt 

andererseits  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  ^v^  =  g  (h  —  x)  und  folg- 

ds 

lieh  dt  =» '    Daher  wird  die  Fallzeit  T  auf  dem  Boffen  M^O 

y2g  Qi^x)  6  0 

T^   /•  -  y  (^)  j^  ^   r    ^'  {x)dx     ^    1     rvwij^^^ 

"J  V^g  (Ä  -x)^  J  y^g  (h  -  X)     Y^gj  yr^^    *"' 

A  0  0 

wenn  x  ^=»hio  gesetzt  wird,  um  die  Grenzen  von  h  frei  zu  machen.    Da  die  Fall- 

dT 
zeit  T  von  h  unabhängig  sein  soll,   so  muss  die  Bedingung  -rr  =»  0  durch  die 

dh 

Wahl  der  Function  9  {x)  erfüllt  werden.    Diese  Bedingung  wird 

1 

dT  1         /•  2  Äcö  qp"  (Äö)  -f  qp'  (hm)   . 

— dto  =■  0  . 


/ 


^Ä     yWgh  j  yi  —  m 

0 
Damit  dieselbe  bei  jedem  Werthe  von  h  erfüllt  sei,  muss  der  Elementarfaotor 
des  bestimmten  Integrales  verschwinden,  d.  h.  es  muss  sein 
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2  hm  qp"  {ha})  +  fp'  {hoa)  =  0, 
oder,  wenn  man  für  hoa  wieder  x  schreibt: 

2x  (f"  (x)  +  qp'  (a;)  =»  0 . 

Hieraus  folgt  aber  für  tp  (x)  zunächst  ?C^| ^ ,  d.  h.  ^  '  ^/'  ^^^ L , 

^  '  (p    {x)  2x'  dx  2ä' 

und  also  durch  Integration:  l .  (p'  (x)  s^  l  l — j*,   wo  a  eine  beliebige   Consiante 
ist  und  durch  eine  zweite  Integration 


X 

=  qp  (a;)  ==    I    1/ —  •  rfa;  =  2  |/äS, 


8 

0 

welches  die  Gleichung  der  CycloYde  zwischen  Abscisse  x  und  Bogen  8  ist,  deren 
Scheitel  in  0  liegt.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst  und  zugleich  erwiesen,  dam 
die  Cycloide  die  einzige  ebene  Tautochrone  ist,  denn  die  integrirte  Differential- 
gleichung lässt  nur  eine  Function  (p(x)  als  Lösung  zu. 

§.  11.  Man  kann  die  vorige  Aufgabe  noch  zu  der  folgenden  yerallgemei- 
nem,  deren  Lösung  zuerst  von  Abel  im  Grelle *schen  Journale,  Bd.  I,  S.  158 
gegeben  wurde:  Auf  welcher  Curve  muss  ein  schwerer  Punkt  von  einer 
Stelle  Mq  zu  einer  um  die  Grösse  h  tiefer  liegenden  Stelle  0  fallen, 
damit  die  Fallzeit  T  eine  gegebene  Function  tp  {h)  der  Fallhöhe  h 
werde? 

Unter  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnung  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen 

h 
'*(p  {x)dx  

VTZr^  =  >^  • '^  W  • 

ü 

Um  hieraus  die  unbekannte  Function  s  =  qp  {x\  welche  den  Bogen  der  gesuchten 
Curve  von  0  nach  M  gerechnet  als  Function  der  Abscisse  x  darstellt,   zu  finden, 

integriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Multiplication  mit  aber- 

mals  und  zwar  von  0  bis  fi;  es  wird  sich  dann  zeigen,  dass  die  beiden  Integpral- 
zeichen  links  weggeschafft  werden  können.    Zunächst  ist  also  unsere  Gleichung 

f^     dh         rq>'(x)dx  ^  y—  I^V^{h)Jh 

0  ü  0 

welche  wir  noch  dadurch  vereinfachen  können,  dass  wir  die  Wurzeln  mit  Hülfe 
zweckmässiger  Substitutionen  fortbringen.  Setzen  wir  nämlich  auf  der  linken 
Seite  h  —  a;  =»  t/',  so  kommt: 


fv=kß^ -'->''• 


0  0 

und   indem   wir  hierin  jetzt  für  h  die  neue   Variabele  x  durch  die  Gleichung 
(JL  --  h  —  x'  einführen,  geht  diese  Seite  Über  in 


4    I  dx  I  tp'  (ji  —  x^  —  y^  dy 

0  0 
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dh 
~h 


und  hierdurch  wird  nnsere  ganze  Gleichung 

4    C     fv'  (t^-x^-  y«)  dxdy=^V2^  ftßz: 

0  0.  0 

Um  die  linke  Seite  derselben  zu  reduciren  und  die  gesuchte  Function  tp  von 
den  Integralzeichen  zu  befreien,  wollen  wir  eine  Interpretation  versuchen.  Es 
steht  nichts  im  Wege,  das  Produkt  dxdy  als  das  Element  eines  ebenen  Flächen- 
raumes anzusehen,  bezogen  auf  rechtwinklige  Coordinaten  x^  y.  Die  Grösse 
x^  4~  y^  stellt  alsdann  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Elementes  vom  Ursprünge 
dar  und  das  Element  9'  (fi  —  x^  —  y^)  dx  dy  des  Integrales  ist  das  Produkt  aus 
dem  Flächenelemente  und  einer  Function  von  dem  Quadrate  dieses  seines  Ab- 
standes  vom  Ursprünge.    Die  Integration  nach  y  ist  bei  constantem  x  von  t/  =  0 

bis  y  =»  V/*  —  x^  zu  führen,  d.  h.  also  von  der  Abscissenaxo  bis  an  den  Kreis 

ä'  +  y*  =  f* ,  welcher  mit  dem  Radius  y  fi  um  den  Coordinatenursprung  beschrie- 
ben werden   kann.    Die  nachfolgende  Integration  in  Bezug  auf  x  erstreckt  sich 

von  a;  B3  0  bis  o;  s=>  y~(l ,  und  sieht  man  hieraus  deutlich ,  dass  das  ganze  Doppel- 
integral die  Bildung  der  Summe  aller  Elemente  qp'  [fA  —  {x^  -f-  t/*)]  dx  dy  ver- 
langt, welche  dem  Viertelkreise  angehören.  Nun  können  wir  aber  diese  Summe 
anders  bilden.  Wählen  wir  nämlich  Polarcoordinaten  r,  ^,  so  ist  der  Ausdruck 
des  Flächenelementes  rdrdd"  und  also  (p'{(i — r^rdrdd"  das  Element  unseres  Dop- 
pelintegrales und  um  die  Integration  über  alle  Punkte  des  Yiertelkreises  zu  er- 
strecken, haben  wir  nach  r  von  r  =■  0  bis  r  =  j/fA,  nach  &  aber  von  ^  ==  0  bis 
^  am  ^n  za  integriren.  Das  Doppelintegral  wird  auf  diese  Weise  ohne  Aende- 
rung  seines  Werthes  in  andere  Elemente,  die  sich  ausserdem  noch  etwas  anders 
gruppiren,  zerlegt.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  jetzt  für  die  ganze  linke  Seite 
unserer  Gleichung 

4    /      /  9  0*  —  *•*)  rdr  d& 

0      ü 
und  können  die  Integration  nach  ^  sofort  ausführen,   indem  sie  nur  den  Factor 
^n  liefert,  sodass  dieser  Ausdruck  übergeht  in: 

r*)  rdr . 


^   19'  (f*  — 


0 

Da  aber  nun  tp'  (ji  —  r*)  .  2rdr  =  —  d  .  (p  {ft,  —  r*)  ist  so  kann  auch  das  letzte 
Integralzeichen  entfernt  werden  und  bleibt  blos 

TT  [qp  (fi)  -  qp  (0)]  . 

Hiermit  wird  jetzt  unsere  ganze  Gleichung 

^xf>ih)dh 


^W-^(0)^^V2-gJ^-m 


0 

und  damit  ist  unsere  Function  8  ^=  (p  (x)  gefunden,  nämlich  weil  8  für  das  Argu- 
ment Null  verschwindet,  d.  h.  9  (0)  =  0  ist,  wird 

X 


Ly2g  rfJMK 
n      ^  J  y^^^z-h 


8 

n   ' 

0 
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Dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve,  bezogen  auf  Abscisse  und  Bogen 
als  Coordinaten.  Das  Wesentliche  der  angewandten  Methode  besteht  darin,  dass 
das  Element  des  ursprünglichen  Integrales  so  verändert  wird,  dass  es  als  das 
Element  eines  Doppelintegrales  auftritt,  fär  welches  beide  Integrationen  ausführ- 
bar sind  und  also  in  Folge  dessen  die  gesuchte  Function  von  dem  Integralzeichen 
befreit  wird. 

Wird  tp  {h)  constant,  nÄmlich  '^(ä)=)/o,  so  ergibt  sich  wieder  die  Cyclolde. 

X 

Denn  es  ist    /   — =iir=  =  2  Y^,  mithin  8*  =  — ^  •  x ,   Der  Radius  des  Wälzunga- 
J    Vx—h  ^ 


0 

kreises  ist  -^ 


Das  Problem  der  Tautochrone  ist  noch  einer  anderen  bedeutenden  Verall- 
gemeinerung fähig,  indem  man  die  Curve  suchen  kann,  auf  welcher  ein  Punkt, 
welcher  irgend  welchen  von  dem  Orte  abhängigen  Beschleunigungen  unterworfen 
ist,  sich  bewegen  muss,  damit  die  Zeit,  welche  er  braucht,  um  an  einer  bestimm- 
ten Stelle  anzulangen,  unabhängig  sei  von  der  Länge  des  Weges,  den  er  zurück- 
gelegt hat.  In  dieser  Allgemeinheit  haben  Newton  und  Euler  das  Problem  auf- 
gefasst.    Vgl.  Jullien,  ProbUmes  de  micanique  rationnelh,  T.  I,  p.  374  u.  %.) 

Eine  Geschichte  des  Problems  der  Tautochrone  gab  Ohrtmann  (Das  Pro- 
blem der  Tautochronen.  Jahresber.  über  die  königl.  Bealschule,  Vorschule  und 
Elisabethenschule  zu  Berlin  1872;  ins  Französ.  übersetzt  von  Dosausoy,  Rome  1875). 

§.  12.  Die  Cyclo'ide  besitzt  in  Bezug  auf  die  Bewegung  eines  schweren  Punk- 
tes auf  ihr  noch  eine  weitere  ausgezeichnete  Eigenschaft.  Sie  ist  unter  allen 
Curven,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  A,  B  gelegt  werden  können,  die- 
jenige, auf  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  dem  einen 
Punkte  zum  andern  gelangt.  Sie  heisst  daher  die  Bracbistochrone  des  schwe- 
ren Punktes.  Das  Problem  der  Bracbistochrone  wird  mit  Hülfe  der  Variations- 
rechnung gelöst,  indem  man  die  Zeit  des  Fallens  von  A  nach  B  nach  den  Regeln 
dieses  Calculs  zu  einem  Minimum  macht  und  aus  den  Bedingungen  des  Minimums 
die  Gestalt  der  unbekannten  Curve  bestimmt.  Indessen  kann  man  dazu  auch  durch 
folgende  geometrische  Betrachtungen  gelangen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  eine  Curve  Bracbistochrone  zwischen  zweien 
ihrer  Punkte  A  und  B  ist,  sie  dieselbe  Eigenschaft  zwischen  je  zwei  Punkten  M, 
M'  des  Bogens  AB  besitzen  muss;  sonst  würde  man  dem  Bogen  MM'  den  Bogen 
einer  anderen  Curve  substituiren  können,  auf  welchem  der  Punkt  in  kürzerer  Zeit 
von  M  nach  M'  gelangen  könnte  und  in  Folge  dessen  wäre  die  Zeit  des  Fallens 
von  A  nach  B  auf  der  ursprünglichen  Curve  nicht  die  kürzeste,  diese  Curve  also 
nicht  die  Bracbistochrone.  Femer  lassen  sich  zwei  Eigenschaften  der  Bracbisto- 
chrone angeben,  von  denen  die  eine  sich  auf  die  Lage  ihrer  Schmiegungsebene, 
die  andere  auf  die  Neigung  ihrer  Tangente  gegen  die  Vertikale  und  die  Geschwin- 
digkeit bezieht.  Es  seien  M,  M\  M"  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  und  also 
MM',  M'  M"  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente ;  durch  die  drei  Punkte 
legen  wir  die  horizontalen  Niveauebenen  b,  s',  e"  und  bezeichnen  die  Geschwin- 
digkeiten für  B  und  s'  mit  v,  v.  Da  jede  Bewegung  im  Zeitelement  als  gleich- 
förmig anzusehen  ist,  so  denken  wir  uns  das  Element  MM'  mit  der  Geschwin- 
digkeit 17,  das  Element  M'  M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  beschrieben  und  be- 
merken, dass  wenn  wir  zwischen  M  und  M"  irgend  zwei  andere  Elemente  M(i,, 
y^M"  ziehen  würden,  deren  gemeinsamer  Punkt  fi  auf  b   liegt,  M^t  ebenfalls  mit 
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der  Geschwindigkeit  v  und  fi  M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  durchlaufen  würde, 
da  die  Geschwindigkeit  für  alle  Punkte  derselben  Niveauebene  dieselbe  ist.  Legen 
wir  nun  durch  M  und  M"  die  Vertikalebene,  so  kann  gezeigt  werden,  dass  die 
beiden  Elemente  MM\  M' M"  der  Brachistochrone  in  diese  Ebene  hineinfallen 
müssen,  d.  h.  dass  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  M  vertikal  ist.  Denn  ist 
M^  die  Projection  von  M'  auf  diese  Ebene,  so  ist  MM^  <  MM'  und 
M^M"  <  M'  M" ,  wo  auch  immer  M'  in  der  Niveauebene  b  liegen  mag,  mithin 
wäre  die  Zeit,  welche  ein  Punkt  braucht,  um  MM'  mit  der  Geschwindigkeit  v  zu 
durchlaufen,  grösser  als  die  Zeit,  welche  er  bei  derselben  Geschwindigkeit  zum 
Durchlaufen  von  MMy^  nöthig  haben  würde;  ebenso  wäre  zum  Durchlaufen  von 
M'  M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine  grössere  Zeit  erforderlich,  als  zum  Durch- 
laufen von  My^M".  Daher  fällt  M'  mit  M^  zusammen.  Je  zwei  aufeinanderfol- 
gende Schmiegungsebenen  der  Brachistochrone  fallen  zusammen;  die  Brachisto- 
chrone  ist  eben  und  ihre  Ebene  die  Vertikalebene  der  Punkte  A^  B. 

Der  zweite  Satz  sagt  aus,  dass,  wenn  %  die  Nei- 
gung der  Tangente  der  Brachistochrone  in  M 

m  m 

eeaen    die    Vertikale    ist,    der    Quotient    

längs  der  ganzen  Curve  constant  ist.    Zieht  man 
nämlicli  nach  einem,  dem  Punkte  M'  benachbarten  Punkte 
m  (Fig.  164)  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  der  Brachisto- 
chrone  mit   der  Niveauebene    8    des    Punktes  M'  die 
Strecken   Mm,  M"m   und   fällt  von  m  auf  MM'  das 
Perpendikel  mp,  sowie  von  M'  auf  viM"  das  Peri)en- 
dikel  M'q,   so    wird  Mm  =*  Mp  und  ebenso  qM"  =  M'M",    Daher  sind  die 
Zeiten,  welche  der  bewegliche  Punkt  braucht,  um  MM'  +  ^^'  ^    ^^^  ^^*'*  -f-  milf " 
zu  durchlaufen: 


Fig.  164. 


MM'    ,    qM 


V  V 

und  der  Unterschied  beider  beträgt  daher 

pM' 


.  Mp    ,   mM 

und  — -  -4 7- 

V  V 


^        wiflf  --,  /sm  t       sm  t  \ 

r  =  mM   ( ;—  I 

V  V  \^    V  ^     / 


wenn  »,  i'  die  Neigungen  von  MM'  und  M' M"  gegen  die  Vertikale  in  3f,  M' 
bedeuten.  Diese  unendlich  kleine  Differenz  ist  aber  die  Aenderung,  welche  die 
FaUzeit  des  beweglichen  Punktes  beim  Uebergange  von  den  Elementen  MM', 
M'M"  der  Brachistochrone  zu  den  Elementen  Mm,  mM"  einer  benachbarten 
Curve  erleidet,  und  da  die  Fallzeit  für  die  Brachistochrone  ein  Minimum  ist,  so 
mu88  diese  Aenderung  Null  sein.    Daher  ist 


sm  % 

V 


sm  t 

V 


d.  h.  der  Quotient  bleibt  beim  Uebergange   von   einem  Elemente   der  Bra- 
chistochrone zum  folgenden,  also  auch  längs  der  ganzen  Curve  constant. 

Bezeichnen  wir  den  reciproken  Werth  dieses  Quotienten,  welcher  eine  Länge 

darstellt,  mit  fi,  setzen  also  sin  t  =>  -    und  ziehen  die  Formel  ^v^  —  i^J  "=  GV 

heran,  welche  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gibt  und  worin  v^  die  Anfangs- 
geachwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  (in  J.),  y  die  Tiefe  von  M  untAt  d.^^ 
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Niveauebene  von  Ä  bedeutet,  so  kommt,  wenn  wir  noch  -^  =s  ä  und—  =  2a 

^9  2g 

setzen 

sin  t 


V      2a 


Tragen  wir  die  Länge  h  =  ÄH  vertikal  über  Ä  auf  (Fig.  165),  ziehen  durch 
H  in  der  Ebene  der  Curve  die  Gerade  HX  horizontal,  in  M  die  Normale  MN 
und  die  Tangente  MN\  von  welcher  ersteren  IT  X  in  ^  und  letztere  die  Verti- 
kale des  Punktes  N  in  N'  treffen  mag,  sowie  MQ  parallel  ifX,  so  wird 


sm  % 


sin  3fiV'2^=^^-^^^'-^«  -  l/^  -  lA+^ 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  oben  für  sin  i  aufgestellten,  so  folgt 
NN'  =  2  a,  d.  h.  NN'  ist  constant.  Beschreibt  man  daher  über  NN'  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  so  geht  dieser  durch  Jlf, 
bleibt  während  der  Bewegung  von  constanter 
Grösse,  berührt  die  Horizontale  HX  und  hat 
zu  der  Brachistochrone  die  Beziehung,  dass 
deren  Normale  und  Tangente  fortwährend  durch 
den  Berührungspunkt  N  mit  HX  und  dessen 
Gegenpunkt  N'  hindurchgehen.  Diese  Eigen- 
schaften charakterisiren  aber  hinreichend  die 
Brachistochrone  als  die  CycloMe. 
Ist  fo  gleich  Null,  so  wird  Ä  zur  Spitze  der  Cjcloi'de.  In  diesem  Falle  ist 
es  sehr  leicht,  die  Cycloide  zu  construiren.  Es  sind  nämlich  alle  Cyclotden,  welche 
die  Spitze  Ä  und  die  Richtung  der  Basis  AX  gemein  haben,  ähnliche  und  ähn- 
lich liegende  Curven  und  unterscheiden  sich  in  nichts  als  der  Grösse  des  rollen- 
den Kreises.  Construirt  man  daher  irgend  eine  derselben  über  der  Basis  Äa  und 
sucht  ihren  Durchschnitt  ß  mit  dem  Strahle  AB,  so  genügt  es,  zu  ßa  die  Paral- 
lele BA'  zu  ziehen,  um  die  Basis  AA'  der  durch  B  gehenden  CycloYde  zu  finden. 

AA' 
Der  Radius  ihres  Wälzungskreises  ist  — Ist  aber  v^  nicht  Null ,   so  liefert 

-^  =s  h  zunächst  die  Höhe  der  CycloYdenbasis  über  der  Anfangslage  A  des  beweg- 

liehen  Punktes.  Um  in  dieser  Basis  die  Spitze  der  Cycloide  zu  finden,  bedenken 
wir,  dass  in  Bezug  auf  dieselbe^als  Ursprung  eines  Coordinatensystems  der  x,  y,  /ür 
welches  die  a;-Axe  in  die  Basis  der  Cycloide  fällt,  die  Gleichungen  der  Cycloide 
durch  die  Coordinaten  a;  =«=  Xj ,  y  =2  h;  a;  ==  ä,  ,  y  ^^h'  der  Punkte  -4,  B  erfüllt 
werden  müssen,  dass  also  die  vier  Gleichungen 

iCj  =»  a  (coi  —  sin  m^)         a:,  =»  a  (coj  —  sin  coj) 
h  =^      2  a  sin  -^  CO}  h'  s=*      2  a  sin  -^  (d^  , 

bestehen,  zu  welchen  noch  eine  weitere  x^  --  x^  ^=»  d  hinzutritt,  weil  die  Horizon- 
talprojection  der  Entfernung  AB  als  gegeben  anzusehen  ist.  Nach  Elimination 
der  Hülfswinkel  Wj,  co,,  welche  die  den  Punkten  -4,  B  entsprechenden  Wälzungs- 
winkel  sind,  bleiben  drei  Gleichungen  zwischen  x^,  x^,  d,  a,  h,  h'  übrig,  aus  wel- 
chen x^j  a;,,  a  gefunden  werden  können. 

Auch  das  Problem  der  Brachistochrone  ist  einer  Verallgemeinerung  fähig,  in- 
dem man  an  die  Stelle  der  constanten  Beschleunigung  der  Schwere  eine  Beachleu- 
nigoDg  treten  l&sst,  deren  Grösse  nnd  Biehtong  Tom  Orte  des  beweglichen  Punktea 


», 
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abhängt.  Die  beiden  oben  benutzten  Sätze  behalten  in  soweit  auch  bei  dem 
allgemeinen  Probleme  Geltung,  als  an  die  Stelle  der  Niveauebenen  allgemeine 
Niveauflächen  treten  und  der  Winkel  i  die  Neigung  des  Bogenelementes  der  Bra- 
chistochrone  gegen  die  Normale  der  Niveaufläche  angibt. 

Das  Problem  der  Brachistochrone  rührt  von  Galilei  her,  wurde  aber  erst 
1696  von  Jac.  Bernoulli  in  den  Actis  eruditorum  präcis  gestellt.  Es  wurde  da-^ 
mals  von  Leibnitz  gelöst;  kurze  Zeit  darauf  gaben  auch  Jacob  Bernoulli,  de 
THopital  und  Newton  Lösungen  desselben.  VgL  weiter  über  dasselbe  H&ton 
de  la  Goupilli^re,  Recherches  de  la  brachistochrone  d'un  corps  pesant,  eu 
ägard  aux  resistances  passives.  Rapport  de  M.  Phillips  (Comptes  rendus  de  TAcad. 
des  sc.  T.  84.  p.  72 ;  die  Abhandlung  selbst  wird  in  den  Mäm.  des  savants  ^tran- 
gers  erscheinen)  und  desselben  Verfassers:  Probleme  inverse  des  brachistochrones; 
Rapport  de  M.  Bouquet  (Comptes  r.  T.  83^  p.  143). 

§.  13.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  vertikalen 
Kreise  im  widerstehenden  MitteL  Ein  schwerer  Punkt  sei  genöthigt,  auf 
einem  vertikalen  Kreise  sich  zu  bewegen ,  es  wirke  aber  auf  ihn  der  Widerstand 
eines  Mittels,  in  welchem  er  sich  bewegt.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  Null, 
die  Schwingungen  seien  sehr  klein  und  verhältnissmässig  langsam,  d.  h.  der  Radius 
a  des  Kreises  (der  Pendelfaden)  sei  sehr  lang.  Bedeutet  B  die  Beschleunigung 
des  Widerstandes,  so  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung  unter  Beibehaltung 
der  Bezeichnungsweise  des  §.  17.  fär  kleine  Schwingungen,  näherungsweise 

Ohne  eine  bestimmte  Annahme  über  B  zu  machen,  können  wir  9"  und  v  nach 
folgender,  von  Cauchy  herrührender  Methode  darstellen,  so  dass  erst  nachher  die 
besonderen  Voraussetzungen  über  B  eintreten. 

Wir  multipliciren  die  zweite  Gleichung  mit  dem  noch  zu  bestimmenden  Fac- 
tor Xi  und  addiren  sie  zur  ersten.    Dies  liefert  die  Gleichung: 

j-^(v  +  Xa&i)  +  Xi{v-^)+B=^0. 

Nun  bestimme  man  X  so,  dass  v  — ^  =  ü  +  Xa^t  wird,  wofür  sich  X  =^1/  ~ 

Xt  '  V    a 

ergibt.    Dadurch  nimmt  die  Differentialgleichung  die  Form  an 

~(v  +  Xad'i)  +  Xi{v  +  Xa9't)  +  jR  —  O, 

oder  indem  man  noch  mit  e  '*  multiplicirt ,  wodurch  die  beiden  ersten  Glieder 
links  in  den  Differentialquotienten  des  Produktes  e      {v  -^  Xad'i)  übergehen: 

ü  t 

Integrirt  man  diese  Gleichung  unter  der  Annahme  t;  =»  0^  •9'  =»  ^o  für  ^  =»  0 
von  ^  s»  0  bis  t  sa  t,  so  folgt 

t 

c^'^  (ü  +  Xad'i)  -  Za^o»  +   /-Rc^'*  dt  ^  0 

0 

und  indem  man  nach  Einführung  von  e^'*  »-  cos  Xt  -{-  i  einXt  die  reellen  und 
imaginftren  Beatandtheile  trennt,  ergeben  sich  für  v  und  <&  die  GUichnn%^\^\ 
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V  =  —  Ä  COB  It  +  {Xa  ^0  —  B)  sin  Xt, 

Xa»  =  Ä  sin  Xt  +  (Xa  »^  —  ^)  cos  Xt, 

t  t  

^  =    I   RcoBXtdt,    B  =    I  Bsia  Xt  dt,    X  =-  l/-^ . 

0  0 

Aus  diesen  Formeln  zieht  man  nachstehende  Folgerungen: 

Im  leeren  Räume  wird  für  t  ==  ny  —  '^  T   ^^^    Winkel   d"  =  —  9'^,   im 

widerstehenden  Mittel  ist  für  *  =  — 

n 

T 

»1 ^0  +  ^  B^ ^0  +  ^-   CBBiaXt  dt 

^  0 

also  da  B^  >  0  ist,  wird  dj  kleiner  als  d-^. 
T 
Wählen  wir  den  Widerstand  B  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keiten, nämlich  22=»^,  v^  und   berücksichtigen,  dass  für  kleine  Schwingungen  im 

dO" 
leeren  Räume  ^  =  -O-q  cos  It  und  e?  =  —  a  -r^  =  a^-^X  sin  X^  ist  (§.  7,  Nr.  3,  a.  E.), 

so  dass  also,  wenn  wir  diese  Geschwindigkeit  als  Näherungswerth  für  v  im  wider- 
stehenden Mittel  annehmen 

M  =       ,a  "  sin'  Xt 

it 
wird,  80  erhalten  wir  hiermit  für  die  Zeit  *  =  -j- 

n 
V  =^  A^  =  (t^)**  /  ^^^'  ^^  ^^^  Xtdt^O, 

woraus  sich  ergibt,  dass  also  mit  dem  Grade  der  Näherung,  mit  welchem  man 
sin  -0"  mit  -0"  vertauscht,  welchem  ^  =  ^^  cos  Xt  entsprach,  die  Geschwindigkeit 
zu  derselben  Zeit  Null  wird,  wie  im  leeren  Räume,  d.  h.  dass  die  halbe  Oscilla- 

tionsdauer   auch   hier  — ,  also  constant  ist.    Weiter  folgt  für  diese  der  Ausschlags- 

winke! 

*.  =  -*»  +  t(x)  J  ""' "  '^* 

0 

=  -  *«  +  {^y   Ain»  ^dy,  =  -9,  +  i  ag  (^)*  =.  _  *„  (1  -  f  |f  9,). 

0 

In  derselben  Weise  erhält  man  weiter 


i 


} 


II.  Th.,  Cap.  XII,  §.  1.    Bewegung  eines  Ponktes  auf  vorgeschriebener  Fläche.   413 

Die  Werthe  des  Ausschlages  nach  rechts  und  links  von  der  Verticalen  ^q, 
^i ,  ^2 «  •  •  •  können  also  durch  eine  gewisse  Progression  gefunden  werden,  die  aber 
keine  geometrische  ist. 

§.  14.    Beispiele  zur  Bearbeitung. 

1.  Es  ist  gegeben  in  einer  Yertikalebene  ein  Punkt  Mq  und  eine  horizontale 
Gerade  G]  man  soll  durch  M^  diejenige  Gerade  hindurchlegen,  auf  welcher  ein 
schwerer  Punkt  von  Mq  aus  fallen  muss,  um  die  Gerade  G  in  der  kürzesten  Zeit 
zu  erreichen. 

2.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  an  die  Stelle  der  Geraden  G  ein  in 
der  Vertikalebene  liegender  Kreis  K  tritt 

3.  Auf  der  convexen  Seite  einer  vertikalen  ebenen  Curve  liegt  im  höchsten 
Punkte  ein  schwerer  Punkt.  Man  ertheilt  demselben  eine  Geschwindigkeit  a  in 
der  Richtung  der  Tangente;  an  welcher  Stelle  und  mit  welcher  Geschwindigkeit 
verlftsst  er  die  Curve? 

4.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  Curve  ein  Kreis  ist.  Wie  ist  die 
Parabel  beschaffen,  welche  der  Punkt  beim  Verlassen  des  Kreises  beschreibt? 

5.  Auf  welcher  in  einer  Vertikalebene  liegenden  Curve  muss  ein  schwerer 
Punkt  fallen,  damit  er  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Höhen  sinke,  also  die  ver- 
tikale Fallhöhe  der  Zeit  proportional  und  die  Tangente  der  Anfangslage  verti- 
kal ist? 

6.  Ein  Punkt  fällt  auf  einer  Curve,  welche  continuirlich  in  einen  vertikalen 
Kreis  übergeht  und  bewegt  sich  auf  der  Innenseite  desselben  weiter.  Die  Höhe, 
welche  er  bis  zum  Uebergang  auf  den  Kreis  zu  durchfallen  hat,  ist  H,  die  Ueber- 
gangstangente  horizontal  und  liegt  der  Kreis  so,  dass  der  Punkt  auf  ihm  zuerst 
aufisteigen  muss.  Wie  gross  darf  der  Radius  des  Kreises  höchstens  sein,  damit 
der  Punkt  die  Bahn  nicht  verlässt? 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  logarithmischen  Spirale  und  wird  nach 
dem  Pole  derselben  zu  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  von 
diesem  beschleunigt;  seine  Anfangslage  hat  den  Abstand  a  vom  Pol,  (i  ist  die 
Grösse  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfernung,  wie  gross  ist  die  Zeit, 

nach  welcher  er  den  Pol  erreicht?   Die  Gleichung  der  Curve  sei  ^  =  ac^    . 

Aufgaben  über  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  mit 
Reibung  behandelt  die  Arbeit  von  Dieu:  Mouvement  d^un  point  matäriel  sur  une 
ligne  fixe  eu  ägard  du  frottement.  (Liouville,  Joum.  de  Mathäm.  2™®  Särie, 
T.  XVllI,  p.  1.) 


XII.  Capitel. 

Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  das 
Gesetz,  welches  die  Beschleunigung  befolgt^  ist  die  Bewegung  eines  Punktes 
bestimmt;  wird  daher  noch  die  weitere  Bedingung  hinzugefügt,  dass  die 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Fläche  erfolgen  soU,  welche  die 
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Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  berührt,  so  muss  ein  Zwang  hinzu- 
treten, welcher  den  Punkt  nöthigt,  auf  derselben  zubleiben.  Dieser  Zwang 
kann,  wie  er  auch  immer  beschaffen  sein  möge,  weil  er  auf  die  Geschwin- 
digkeit einen  verändernden  Einfluss  ausübt,  durch  eine  Beschleunigung 
ersetzt  werden,  die  mit  der  gegebenen  Beschleunigung  zusammen  eine  Re- 
sultante liefert,  welche  in  Verbindung  mit  der  anfänglichen  Geschwindigkeit 
die  Bahn  des  Punktes  und  die  Bewegung  desselben  in  ihr  der  zugefügten 
Bedingung  entsprechend  bestimmt.  Der  Zwang  wird  je  nach  den  umständen, 
die  ihn  ausüben,  Widerstand  der  Fläche  oder  Spannung  und  die  ihm  äqui- 
valente Beschleunigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  oder  der  Span- 
nung genannt.  Dieselbe  kann  an  jeder  Stelle  der  Bahn  in  zwei  Compo- 
nenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  der  Normalen 
der  Fläche ,  die  andere  in  die  Tangentenebene  der  Fläche  fällt.  Die  letztere 
Coraponente,  welche  von  der  Reibung  herrührt,  setzen  wir  hier  gleich  Null 
voraus,  sodass  also  blos  eine  Normalbeschleunigung  des  Widerstandes  an- 
genommen wird. 

Den  Zwang,  welcher  den  Punkt  auf  die  Fläche  nöthigt,  kann  man  sich 
auf  verschiedene  Arten  ausgeübt  denken.  In  vielen  Fällen  reicht  es  aus, 
die  Fläche  aus  einem  festen  Material  gearbeitet,  aber  als  eine  unendlich 
dünne  Schale  anzimehmen,  auf  deren  Innen-  oder  Aussenseite  der  beweg- 
liche Punkt  sich  befindet;  in  anderen  Fällen  wird  man  es  vorziehen,  den 
Punkt  als  zwischen  zwei  unendlich  nahen  solchen  Schalen  beweglich  zu 
denken.  Zuweilen  gelingt  es,  den  Punkt  durch  gespannte  Fäden  auf  die 
Fläche  zu  zwingen;  so  z.  B.  kann  man  denselben  nöthigen,  auf  einem  Ro- 
tationsellipsoid zu  bleiben,  indem  man  ihn  durch  zwei  Fäden  von  der 
Längensumme  gleich  der    Rotationsaxe   mit    den   Brennpunkten  verknüpft 

Die  allgemeinste  Art,  einen  Punkt  zu  nöthigen,  auf  einer  gegebenen  Fläche 
zu  bleiben,  welche  zugleich  das  Analogon  zu  der  Monge 'sehen  Fadenconstruction 
Cap.  XI,  §.  1.  darbietet,  beruht  auf  folgenden  Betrachtungen.  Durch  jeden  Punkt 
einer  Fläche  gehen  zwei  Krümmungslinien ;  sie  bezeichnen  die  beiden  Richtungen, 
nach  welchen  hin  von  jenem  Punkte  aus  die  Fläche  am  schwächsten  und  stärksten 
gekrümmt  ist  und  schneiden  einander  rechtwinklig.  Die  sämmtlichen  Krümmungs- 
linien einer  Fläche  bilden  auf  dieser  zwei  Curvenschaaren ,  sodass  jede  Curve  der 
einen  Schaar  alle  Cur\'en  der  anderen  Schaar  rechtwinklig  durchschneidet  und  beide 
Schaaren  die  ganze  Fläche  io  rechteckige  Flächenelemente  zerlegen.  Die  Erüm- 
mungslinien  einer  Fläche  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  Normalen,  welche  in 
zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Punkten  einer  solchen  Curve  auf  der  Fläche 
errichtet  werden,  sich  schneiden.  Legt  man  daher  in  allen  Punkten  längs  einer 
Krümmungslinie  die  Normalen  an  die  Fläche,  so  bilden  diese  eine  abwickelbare 
Fläche  und  berühren  eine  auf  dieser  Fläche  liegende  Curve.  Diese  Curve  ist  der 
Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  Normalschnitte  der  Fläche,  welche  die 
ErümmuDgslinie  berühren  und  enthält  Mittelpunkte  der  stärksten  oder  der  schwäch- 
sten Krümmung,  je  nachdem  die  Krümmungslinie  eine  Linie  der  stärksten  oder  der 
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schwächsten  Erümmnng  ist.  Führt  man  diese  Construction  mit  sämmtlichen 
Krümmungslinien  ans,  so  erhält  man  zwei  Schaaren  abwickelbarer  Flächen,  welche 
sich  paarweise  rechtwinklig  in  den  Normalen  der  Fläche  durchschneiden  und  eine 
neue  Fläche,  auf  welcher  die  sämmtlichen  Orte  der  Erümmungsmittelpunkte  der 
in  den  Richtungen  der  stS,rk8ten  und  schwächsten  Krümmung  geführten  Normal- 
schnitte (Hauptnormalschnitte)  liegen  und  welche  also  selbst  den  Ort  der  Krüm- 
mimgsmittelpunkte  aller  dieser  Hauptnormalschnitte  darstellt.  Diese  Fläche  hat 
zwei  Theile ,  die  sich  in  einzelnen  Fällen  von  einander  trennen ,  von  denen  der  eine 
die  Mittelpunkte  stärkster,  der  andere  die  Mittelpunkte  schwächster  Krümmung 
enthält  Da  durch  jede  Normale  ein  Normakchnitt  der  stärksten  und  ein  Normal- 
Bchnitt  der  schwächsten  Krümmung  hindurchgeht,  so  berührt  jede  Normale  eine 
Cnnre  der  Krümmungsmittelpunkte  der  einen  und  eine.  Curve  der  Krümmung» 
mittelpunkte  der  anderen  Art  und  da  diese  beiden  Curven  auf  der  Fläche  der 
Krümmungsmittelpunkte  liegen,  aber  verschiedenen  Theilen  angehören,  so  folgt, 
daas  jede  Normale  diese  Fläche  doppelt  berührt,  nämlich  in  einem  Krümmungs- 
mittelpunkte der  stärksten  und  einem  Krümmungsmittelpunkte  der  schwächsten 
Krümmung.  Die  sämmtlichen  Normalen  einer  Fläche  berühren  also  eine  gewisse 
Centralfläche  doppelt  oder  in  dem  Falle,  dass  diese  in  zwei  getrennte  Theile  zer- 
fällt, beide  Theile  zugleich.  Man  erkennt  daraus  weiter,  dass  man  nur  nöthig  hat, 
eine  Gerade  so  längs  der  Gesammtfläche  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  hin- 
gleiten zu  lassen,  dass  sie  dieselbe  doppelt  berührt,  nämlich  in  einem  Punkte  des 
einen  und  in  einem  Punkte  des  anderen  Theiles,  Iwenn  einer  ihrer  Punkte  ge- 
zwungen sein  soll,  sich  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst  zu  bewegen,  welcher  jene 
Fläche  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  angehört. 

§.  2.  Die  Theorie  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  gegebener  Fläche 
ninunt  einige  Lehren  der  Geometrie  über  die  kürzesten  Linien  (auch 
geodätische  Linien  genannt)  in  Anspruch,  welche  wir  zunächst  entwickeln 
wollen.  Die  kürzesten  Linien  auf  Flächen  sind  durch  die  Eigenschaft 
charakterisirt,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte  der  Krümmungshalbmesser,  also 
auch  die  Hauptnormale  mit  der  Normalen  der  Fläche  zusammenföllt  oder 
also  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  durch  die  Normale  der  Fläche 
geht.  Um  diese  Eigenschaft  elementar  zu  beweisen,  nehmen  wir  zunächst 
den  einfachsten  Fall  an,  auf  welchen  sich  der  Fall  bei  einer  allgemeinen 
Fläche  zurückführen  lässt,  nämlich  dass  die  Fläche  aus  zwei  Ebenen  E,  E^ 
bestehe,  welche  sich  in  einer  Geraden  d  schneiden.  Soll  von  einem  Punkte 
Ä  m  E  nach  einem  Punkte  ^  in  ^^  über  die  Fläche  hin  eine  kürzeste 
Linie  gezogen  werden,  so  wird  diese  die  Kante  d  in  einem  gewissen  Pimkte  C 
schneiden  und  ist  zunächst  klar,  dass  die  Stücke  ÄC  und  OB  dieser  kür- 
zesten Linie  geradlinig  sein  müssen.  Nun  muss  aber  C  so  gewählt  werden, 
dass  ÄC  ^  CB  ein  Minimum  werde.  Um  die  hierzu  erforderliche  Lage 
des  Punktes  C  zu  erkennen,  drehen  wir  die  Ebene  E'  um  die  Kante  d  um, 
bis  sie  in  die  Ebene  E  föllt,  aber  so,  dass  A  und  B  auf  entgegengesetzte 
Seiten  von  d  zu  liegen  kommen.  Durch  diese  Drehung  wird  die  Länge  der 
kürzesten  Linie  nicht  geändert  und  muss  folglich  .AC  -)-  CB  auch  nach  der- 
selben in  der  Qesammtebene  die  kürzeste  Linie  sein,  welche  von  A  nach  B 
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gezogen  werden  kann.    In  der  Ebene  aber  ist  die  Gerade  die  kürzeste  Linie. 
Daher  muss   der  Punkt  C.  so  gewählt  werden,   dass  AC  -{-  CB  beim  Zu- 
sammenfallen der  Ebene  E^  E'  in  eine  Gerade  übergeht.    Hierdurch  ist  die 
Lage  von  C  auf  der  Kante  d  vollkommen  bestimmt.    Dieser  Punkt  mnss 
so  liegen,  dass  die  Winkel,  welche  ÄC  und  CB  mit  d,  in  demselben  Sinne 
genommen,  bilden,  sich  zu  7t  ergänzen.  —  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden 
Ebenen  E^  E'  bilden  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander,  so  wird 
der  Punkt  B  bei  der  Drehung  der  Ebene  E'  um  die  Kante  d  einen  un- 
endlich  kleinen  Kreisbogen  BB'  um  d  als  Rotationsaxe  beschreiben,  dessen 
Ebene  mithin  senkrecht  steht  auf  d  und  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspnnkt 
des  Perpendikels  ist,  welches  von  B  auf  d  gefällt   werden  kann.     Dieser 
unendlich   kleine  Kreisbogen   fällt   mit   der  Richtung  seiner  Tangente  zu- 
sammen und  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  E'  in  ihrer  ursprünglichen  Lage 
sowie  nach  der  unendlich  kleinen  Drehung  und  folglich   senkrecht  auf  E, 
Daher  steht  auch  die  Ebene  jB  (75',  welche  den  kleinen  Kreisbogen  enthält, 
oder  die  mit  ihr  identische  Ebene  ÄCB  senkrecht  auf  E  und  geht  durch 
die  Normale  von  JK,   welche   in  A  errichtet  werden  kann.  —  Die  beiden 
Ebenen  E,  E'  seien  nun   zwei   aufeinanderfolgende  Tangentenebenen  einer 
Fläche;    dann   sind  AC  und   CB  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  einer 
Curve   auf  der  Fläche,   die   Ebene  ACB  ist  ihre  Schmiegungsebene  in  A 
und  enthält  die  Normale  der  Fläche  in  A  als  ihre  Hauptuormale  oder  die 
Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Curve  in  A .    Wenn  nun  aber  eine 
Linie  zwischen  irgend  zweien  ihrer  Pimkte  eine  kürzeste  sein  soll,  so  muss 
sie  diese  Eigenschaft  auch  in  ihren  Bogenelementen  besitzen,  d.  h.  zwischen 
zwei  unendlich  nahen  Punkten,  welche  auf  zwei  aufeinander  folgenden  Tan- 
gentenebenen liegen.     Demnach   besteht   der   Satz:   Jede   kürzeste   Linie 
auf  einer  Fläche  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Schmiegungs- 
ebene   in    jedem    ihrer    Punkte    durch    die   Normale    der   Fläche 
dieses  Punktes   hindurchgeht,   also  auf  der  Tangentenebene  der 
Fläche    senkrecht    ste'ht   und    ihr  Krümmungshalbmesser   in   die 
Richtung  der  Normalen  fällt. 

§.  3.  Da  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  die  Normale  der 
Fläche  enthält,  so  folgt,  dass  der  Normalschnitt  der  Fläche  mit  ihr  zwei 
aufeinanderfolgende  Bogenelemente,    folglich    auch    die   Krümmung  gemein 

hat.    Ziehen  wir  auf  der  Fläche  irgend  eine  beliebige  Curve 

^^^^^^'     und  nehmen  auf  ihr  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  M^  M\  M" 

Jir''(Fig.    166)    so,    dass    MM' ^=  M' M!'   ist,    verlängeim    das 

Fig.  166.  Bogenelement  MM!  um  M"N  ^=^  MM'  und  ziehen  NM'\  so 
wird  die  Linie  NM'\  welche  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  anzusehen 
ist,  erhalten,  indem  man  -Sf'J^Toder  MM'  mit  dem  Contingenzwinkel  NM'M" 
multiplicirt.    Daher  ist  dieser  Contingenzwinkel  selbst  NM"  :  MM' .    Nun 


j^    3f  A 
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ist  aber  der  Krümmungsbalbmesser  der  Curve  MM'  M"  in  M  gleicb  dem 
Bogenelemente  MM'  dividirt  durcb  diesen  Contingenzwinkel.    Derselbe  wird 

daher  Wm\  NM'' . 

In  M'  legen  wir  die  Tangentenebene  an  die  Fläche;  sie  wird  die  Tan- 
gentenebene des  Punktes  M  in  einer  Geraden  d  schneiden.  Auf  die  Tan- 
gentenebene in  M'  Mlen  wir  von  N  das  Perpendikel  NQ ;  dadurch  erhalten 
wir  M'Q  als  das  zweite  Element  einer  kürzesten  Linie,  welche  mit  der 
Cnrve  MM'M"  die  Tangente  in  Jf ,  mit  dem  durch  diese  Tangente  ge- 
fühi-ten,  die  Curve  MM' M"  also  gleichfalls  berührenden  Normalschnitte 
der  Fläche  aber  beide  Elemente,  also  auch  die  Krümmung  gemein  hat 
Denn  wenn  die  Tangentenebene  des  Punkte  M'  durch  Drehung  um  A  in 
die  Lage  der  Tangentenebene  des  Punktes  M  gelangt,  so  beschreibt  Q  einen 
unendlich  kleinen  Kreisbogen,  welcher  von  seiner  Tangente  QN  erst  um 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  abweicht.  DaBer  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser des  Normalschnitts  MM'Q,  welcher  die  Curve  in  M  berührt, 

MM'^  '.NQ. 

Der  unendlich  kleine  Winkel  itf"Jlf'(?,  welcher  gebildet  wird  von  dem 
cweiten  Bogenelemente  M'  M"  der  gegebenen  Curve  und  dem  zweiten 
Bogenelemente  M'Q  der  kürzesten  Linie,  welche  dieselbe  in  M  berührt, 
heisst  der  geodätische  Contingenzwinkel  der  gegebenen  Curve  im 
Punkte  M.    Legt  man  durch  M'  gleichfalls    eine   kürzeste   Linie ,    welche 

mit  der  Curve  MM' M" das  zweite  Bogenelement  M'M"  gemein  hat,  sie 

also  in  M'  berührt,  so  kann  man  den  geodätischen  Contingenzwinkel  einer 
Curve  in  einem  Punkte  M  auch  definiren  als  den  verschwindend  kleinen 
Winkel  der  beiden,  die  Curve  in  M  und  dem  nächstfolgenden  Punkte  M' 
berührenden  kürzesten  Linien.    Das  Bogenelement  MM'  ^  dividirt  durch  ihn, 
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nämlich  MM  :  QM  heisst  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krüm- 
mung, soyde  der  reciproke  Werth  hiervon  die  geodätische  Krümmung. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  MM'M"  mit  ^, 
den  des  sie  in  M  berührenden  Normalschnitts  oder  der  sie  berührenden 
kürzesten  Linie  MM'Q  mit  B  und  den  der  geodätischen  Krümmung  mit 

^,  80  hat  man 

Li  dem  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck  M"QN  stellt  Winkel 
NM"Q  s=s  «^  den  Neigungswinkel  der  Schmiegungsebeue  der  Curve  MM' M" 
gegen  die  Tangentenebene  dar  und  hat  man  weiter 

NM":  NQ  :  QM"  =  1  :  sin  ^  :  cos  ^ 

und  mit  Hülfe  dieser  Proportion  also 

BOBSLL,  Meohftnik.    I.  27 
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111  *  p 

:  —  :  ^   =  1  :  sin  -^  :  cos  -^ ,     p  =  2?  sin  -^ ,      p  =  — ^  =  JB  tg  ^. 
Q      B     "^  ^     ^  '      ^        cos^  ^ 

Die  Gleichung  p  ==  jß  sin  •&  enthält  den  Meunier'schen  Satz.  Wenn 
nämlich  •&  der  Winkel  ist,  den  die  Schmiegungsebene  MM'M"  mit  der 
Tangentenebene  in  M  {M'  föllt  mit  M  zusammen)  bildet,  so  ist  sin  ^  der 
Cosinus  der  Neigung  "k  derselben  Ebene  gegen  den  Normalschnitt  und  sagt 
die  Gleichung  q  =  R  cos  k  aus,  dass  der  Erümmungsmittelpunkt  der 
Curve  MM'3f"  erhalten  wird,  wenn  man  den  Krümmungsmittel- 
punkt des  Normalschnittes,  welcher  die  Curve  berührt,  auf  die 
Schmiegungsebene  derselben  projicirt.  Daher  liegen  die  Erflm- 
mungskreise  aller  Curven,  welche  mit  dem  Normalschnitte  die 
Tangente  gemein  haben,  auf  einer  Kugel,  welche  den  Krümmungs- 
mittelpunkt des  Normalschnittes  zum  Mittelpunkte  hat.  In  der 
letzteren  Fassung  kann* man  den  Meunier 'sehen  Satz  unmittelbar  an  der 
Hand  der  Figur  einsehen.  Durch  die  vier  Punkte  M,  M\  M'\  Q  Iftsst  sich 
nämlich  eine  Kugel  legen,  welche  die  beiden  Kreise ;  die  durch  die  Punkte 
3f,  M\  M"  einerseits  und  M,  M\  Q  andererseits  möglich  sind,  enthält 
In  der  Grenze  sind  dies  die  Krtimmungskreise  der  Curve  MM'M" .  . .  und 
des  Normalschnittes  MM'Q  ...  Da  die  Kugel  mit  der  Fläche  das  Element 
M'M"Q  gemein  hat,  welches  in  der  Tangentenebene  des  Punktes  M  ver- 
schwindet, so  berührt  sie  die  Fläche  in  3f  und  da  die  Ebene  des  Normal- 
schnittes senkrecht  zur  Tangentenebene  ist,  so  ist  sein  Krümmungskreis  ein 
grösster  Kreis  der  Kugel  u.  s.  w. 

Nach  den  obigen  Formeln  wird  der  Halbmesser  der  geodätischen 
Krümmung  erhalten,  indem  man  den  Krümmungshalbmesser  der 
Curve  durch  den  Cosinus  seiner  Neigung  gegen  die  Tangenten- 
ebene der  Fläche  dividirt.  Hieraus  erhellt  weiter,  dass  der  Halb- 
messer der  geodätischen  Krümmung  und  der  Krümmungshalb- 
messer des  Normalschnittes  die  Katheten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  sind,  dessen  Höhe  der  Krümmungshalbmesser  der  Curve 

ist  (Fig.  167).  Construirt  man  daher  den  Krümmungs- 
halbmesser R  des  Normalschnittes  in  M^  föllt  von  seinem 
Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  auf  die  Schmiegungsebene 
einer  Curve  MM'  M'\  welche  den  Normalschnitt  in  M 
berührt  und  führt  dasselbe  bis  zum  Durchschnitt  E  mit 
Fig.  in?.  ^jßp   Tangentenebene  in  3f ,    so  ist  ME  der   Halbmesser 

Q  der  geodätischen  Krümmung. 

Im  Gegensatze  zur  geodätischen  Krümmung,  welche  die  Abweichung 
einer  Curve  von  dem  berührenden  Normalschnitte  ins  Auge  fasst,  nennt 
man  die  Krümmung  im  gewöhnlichen  Sinne,  welche  die  Abweichung  von 
der  Tangente  angibt,  die  absolute  Krümmung. 
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Der  Contingenz winke!  QM'M"  der  geodätischen  Krümmung  fallt  in 
die  Tangentenebene  der  Fläche;  legt  man  nun  in  allen  Punkten  der  Ourve 
MM'M'\  . .  an  die  Fläche  die  Tangentenebene,  so  bilden  alle  diese  Tan- 
gentenebenen eine  abvdckelbare  Fläche,  auf  welcher  die  Curye  liegt.  Jede 
Tangente,  wie  MN  ist  auf  die  folgende  Tangentenebene  zu  projiciren,  um 
den  Schenkel  M'Q  des  Contingenzwinkels  der  geodätischen  Krümmung  zu 
erhalten.  Wickelt  man  die  Fläche  der  Tangentenebenen  ab ,  indem  man  jede 
Ebene  um  die  Schnittlinie  d^  welche  sie  mit  der  folgenden  Ebene  gemein 
hat,  so  lange  umdreht,  bis  sie  in  diese  hineinfällt,  so  geht  die  Curve  in 
eine  gewisse  ebene  Deformationscurve  über,  deren  Contingenzwinkel  die  Con- 
idngenzwinkel  der  geodätischen  Krümmung  sind.  Da  hierbei  die  Curven- 
elemente  selbst  nicht  geändert  werden,  so  folgt  der  Satz:  Der  Halb- 
messer der  geodätischen  Krümmung  einer  Curve  ist  gleich  dem 
Krümmungshalbmesser  der  Deformationscurve,*  in  welche  die  ge- 
gebene Curve  übergeht,  wenn  man  die  abwickelbare  Fläche, 
welche  von  den  Tangentenebenen  der  Fläche,  auf  welcher  die  ge- 
gebene Curve  liegt,  längs  dieser  gebildet  wird,  in  eine  Ebene 
ausbreitet. 

§.  4.    Der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  zur  Zeit  t  im  Punkte  M 

(Fig.  168)  und  besitze  die  Geschwindigkeit  v; 
die  gegebene  Beschleunigung  sei  ip  und  die 
des  Normalwiderstandes  N.  Wir  zerlegen  i(; 
in  zwei  Componenten,  eine  tangentielle  ^e 
und  eine  normale  t^«;  letztere  fällt  mit  N 
in  die  Normalebene  der  Bahn  und  bildet  mit 
N  eine  Resultante  [9?«]  =  [N]  +  [t^„].  Die 
beiden  Beschleunigungen  ^t  und  (pn ,  welche 
zusammen  dem  System  der  beiden  Beschleu- 
nigungen 1/;  und  N  äquivalent  sind,  sind  die 
***«•  1^-  Tangential-    und    Centripetalbeschleunigung 

der  Bewegung  und  es  bestehen  daher  die  beiden  Gleichungen 

^_,„  [^]_OT+t».,, 

In  diesen  Gleichungen  ist  N  zwar  seiner  Richtung,  aber  noch  nicht  seiner 
Grösse  und  seinem  Sinne  nach  bestimmt,  q  aber  ist  noch  gänzlich  unbe- 
kannt Zur  Bestimmung  beider  Grössen  führt  Folgendes.  Durch  die  Nor- 
male der  Fläche  und  die  Tangente  der  Bahn  legen  wir  den  die  Bahn  be- 
rührenden Normalschnitt  und  construiren  über  seinem  Krtimmungskreise  als 
grösstem  Kreise  eine  Kugel.  Diese  Kugel  enthält  den  Krümmungskreis  der 
Bahn  in  M  und  ein  Perpendikel  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Kugel  auf 
die  Ebene   dieses  Krümmungskreises  liefert  den  Krümmungsmittelpunkt  G 
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derselben,  welcher  auf  der  Richtung  der  Centripetalbeschleunigung  ipn^^ME 
sich  befindet.  Denkt  man  nun  das  Perpendikel  CG  über  Q  hinaus  nach  E 
bis  an  die  Tangente  der  Fläche  verlängert,  welche  in  die  Normalebene  der 
Bahn  fällt  und  projicirt  q>n  oder  was  dasselbe  ist,  if;»  auf  diese  Tangente 
als  MB^  so  besteht  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  MQE  und  MBH  die  Gleichung  MG  .  MH  =  ME .  MD,  d.  h. 
9.9?«  =  ME .  MB  oder  da  ^9»  =  t^  ist,  ME .  MB  «=  1;* .  Da  nun  ^. 
als  gegeben  anzusehen  ist,  so  kann  man  seine  Projection  MB  auf  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  in  ilf  finden  und  gewinnt  dadurch  IfjEJ.  Sobald  17 
bekannt  ist,  bestimmt  die  Verbindungslinie  CE  desselben  mit  dem  Mittel- 
punkte der  Kugel  die  Lage  von  tpn  ^uiid  ist  in  dem  Parallelogranune  MH 
alles,  insbesondere  auch  die  Widerstandsbeschleunigung  N  vollkommen  be- 
stinmit.    Dem  vorigen  Paragraphen  gemäss  ist  ME  nichts  anderes,  als  der 

Radius  der  geodätischen  Krünunung  der  Bahn  ^  sss  ^  :  cos  ^,  wenn  O  den 
Winkel  bedeutet,  den  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  mit  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche  bildet  Die  Componente  MB  von  tpn,  welche  in  die  Taa- 
gentenebene  fällt,  ist  9»  cos  •&  «=  (1;^  cos  •&)  :  ^ ,  also  v':^,  d.  \u  wenn 
man  die  gegebene  Beschleunigung  1/;  in  drei  Componenten  ler- 
legt,  die  eine  längs  der  Tangente  der  Bahn,  die  andere  längs 
der  Normalen  der  Fläche  und  die  dritte  längs  der  Schnittlinie 
der  Tangentenebene  der  Fläche  mit  der  Normalebene  der  Bahn, 
so  wird  die  letztere  Componente  erhalten,  indem  man  das  Qua- 
drat der  Geschwindigkeit  durch  den  Radius  der  geodätischen 
Krümmung  dividirt. 

Was  den  Widerstand  N  betriflFt,  so  ist,  wegen  [(pn\  =  \N'\  +  [^n]  die 
Sunune  der  Projectionen  der  beiden  letzten  Grössen  auf  eine  beliebige  Axe 
gleich  der  Projection  von  q>n'    Wählt  man  nun  zu  dieser  Axe  die  Flächen- 

normale  MC^   so  erhält  man  —  sin  -^  =  iV  +  ij;«  sin  A,  wenn  ij;„  mit  MD 

den  Winkel  X  bildet.  Nach  dem  Meunier 'sehen  Satze  ist  aber  ^  =  i?  sin  ^, 
daher  wird 

N  =  _-  —  1/;,  sin  A. 

£benso  gross  würde  offenbar  auch  N  sein,  wenn  der  bewegliche  Punkt  sich 
auf  dem  Normal  schnitte  bewegen  würde. 

Auch  hier  versteht  man  unter  Centrifugalbeschleunigung  die  der  Cen- 
tripetalbeschleunigung tpn  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigung  imd  eben- 
so unter  Druckbeschleunigung  die  der  Widerstandsbeschleunigung  entgegen- 
gesetzt gleiche  Beschleunigung.  Letztere  ist  demnach  die  Resultante  von 
[i(;J  und  —  [yj. 

§.6.     Ist  ^BsQ,  d.  h.  bewegt  sich  der  Punkt   mit  einer  Anfangt- 
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geschwindigkeit  Vq  unter  Einfluss  der  Widerstandsbeschleunigung  N  aaf 
der  Fl&che,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  des  §.  4,  dass  die  Geschwin- 
digkeit constant,  die  Bewegung  also  eine  gleichförmige  ist.  Aus  der 
zweiten  Gleichung  oder  auch  aus  der  Figur  des  Parallelogramms  MH  folgt 
weiter,  dass  die  Centripetalbeschleunigung  q>n  mit  N  nach  Grösse  und  Bich- 
tung  zusanunen^Qlt.    Demnach  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  Richtung 

s 

der  Flftchennormale  und  ist  die  Bahn  eine  geodätische  Linie.  Die 
Widerstandsbeschleunigung,  welche  den  Punkt  auf  die  Fläche  zwingt,  ist 
f^  :  R  und  folglich  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungshalbmesser  des 
berührenden  Normalschnittes. 

Ist  ^  stets  normal  zu  der  Fläche,  so  wird  ifft  =  0  und  die  Bewegung 
ebenfalls  gleichförmig.  Die  Centripetalbeschleunigung  tpn  fällt  auch  hier 
in  die  Flächennormale,  es  ist  q>n  '='  N  -{-  ip  und  die  Bahn  gleichfalls 
eine   geodätische    Linie.     Für    die    Widerstandsbeschleunigung    folgt    also 

§.  6.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  yor- 
gosohriebener  Fläche  in  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  Xjy,0j  wenn  iV«,  Ny^  N,  die  Componenten  der  normalen  Widerstands- 
beschleunigong  bedeuten,  nebst  allen  Nebenrelationen  sind 

N^  =^  Nl  +  Nl  +  N^„     Fix,y,z)=^0,     JV,  :  2^,  :  <=  ||:  |?:  |^, 

von  denen  die  zweitletzte  ausdrückt,  dass  der  Punkt  auf  der  Fläche  JP  =  0 
liegt  und  die  Proportion  sagt,  dass  der  Widerstand  die  Bichtung  der  Nor- 
malen besitzt 

Bezüglich  der  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  rücksichtlich 
der  Integration  dieser  Gleichungen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Beschleu- 
nigung des  Widerstandes  in  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  nicht  auf- 
tritt; denn  die  Elementararbeit  derselben  ist  Null,  weil  ihre  Bichtung  senk- 
recht zum  Elemente  der  Bahn  ist. 

§.  7.  Die  Bewegung  eines  schweren  Panktes  aaf  der  Kugelfläehe.  Ein  schwerer 
Punkt  sei  gezwungen ,  sich  auf  einer  Eugelfläche  zu  bewegen.  Der  Zwang  kann 
dadurch  ausgeübt  werden,  dass  der  Punkt  durch  einen  nicht  dehnbaren  Faden 
mit  dem  Kugelmittelpunkte  verknüpft  wird.  Der  Faden  beschreibt  eine  Kegel- 
flftche,  daher  heisst  der  einfache  Apparat  ein  conisches  Pendel;  der  Punkt  yerlässt 
die  Kugelfl&ohe  nichts  daher  heisst  er  auch  ein  sphärisches  Pendel. 

Den  Mittelpunkt  der  Kagel  wählen  wir  zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
CeiördinatenBystems  der  x,  y,  z  (Fig.  169),  dessen  x-  und  y-Axe  horizontal,  dessen 
potttiTe  f*Axe  vertikal  abn^rts  gerichtet  ist.  Es  sind  alsdann  die  Componenten 
dtf  Beeohleunigong  der  Schwere:  X  —  0,  F—O,  Z  mm  g  nnd  da  für  r  als  Kugel- 
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X  ^1  z  * 

radius ,  —  — , die  Richtungscosinusse  der  normalen  Widerstands- 
beschleunigung N  sind,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Pendels  nebst 
der  Gleichung  der  Eugelfläche: 

d^z  z 

x^  +  y^  +  z^  =  r\ 

Zunächst  gibt  uns  das  Princip  der  lebendigen  Ejraft  ein  i 
Integral   dieser   Gleichungen.    Es   ist   nämlich   ffir  die 
Kräftefunction  dU  =:  gdz,  also  ü  ^^^  gz  -\-  h  und  daher 

iv^  =  gz  +  h, 

sodann  aber  gilt  auch  das  Princip  der  Flächen  in  Bezug  auf  die  horizontrle 
a;y-Ebene.  Es  fällt  nämlich  sowohl  die  Richtung  der  Beschleunigung  g,  als  anch 
die  Widerstandsbeschleunigung  N  in  die  Vertikalebene,  welche  durch  den  beweg- 
lichen Punkt  M  und  die  z-Axe  geht,  es  schneidet  folglich  die  Resultante  von  g 
und  N  ststs  die  z-Axq  und  geht  daher  ihre  Protection  auf  die  ^j^-Ebene  fort- 
während durch  den  Coordinatcnursprung.  Das  Integral,  welches  das  Flächen- 
princip  liefert,  ist: 

d  y  dx        ^ 

Wir  wollen  beide  Integi-ale  durch  Polarcoordinaten  ausdrücken.  Diese  seien  ausser 
dem  constanten  Raidiusvector  r  zwei  Polarwinkel,  von  denen  der  eine,  9,  die 
Neigung  der  durch  den  Radiusvector  und  die  ;?-Axe  gehenden  Ebene  gegen  die 
a;iZ;-Ebene  angibt,  während  der  andere,  'V',  der  Winkel  sei,  welchen  der  Radins- 
Tector  mit  der  z-kn^  bildet.  Bei  constantem  9  würde  nun  der  Punkt  M  einen 
unendlich  kleinen  Kreisbogen  rdtp  beschreiben,  wenn  ip  sich  um  d'ip  ändert;  bei 
constantem  1^  dagegen  einen  zu  der  Ebene  von  tp  rechtwinkligen  anderen  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  r  vinipd(p  Tom  Radius  r  sin  t/;,  wenn  q>  sich  um  dtp  ändert 
Daher  ist  das  Bogenelement  der  sphärischen  Bahn  des  Punktes  M  die  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Ausdrucke 

r'^diff^  +  r*  sin^ipdtp^ 
und  wird  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dasselbe  boschrieben  wird 

'•(?/+"■'«■•'•(■,:)■■ 

Die  beiden  Integrale  nehmen  hiedurch  mit  Rucksicht  auf  j  =  r  cos  ip  die  Form  an: 
(^ly  +  r^  8in»i^  ('f?y  =  2gr  cos  ^  -f  2/i ,      /'^  sin^  '^  =  1), 

wofür,  wenn  v^  und  z^  die  Geschwindigkeit  und  die  Tiefe  des  Punktes  unter  dem 
Niveau  des  Kngelmittelpnnktes  zur  Zeit  t  >=  0  bedeuten,  ^vl  ^^  gz^  -}-  h  ist  und 
D  die  doppelte  constante  Sectorengeschwindigkeit  für  die  Projectionsbewegung  in 
der  o^j^-Ebene  bedeutet.    Sind  Vo  ^^^  9o  *"  ^  ^^^  Werthe  von  fp  und  <p ,  so  wie 
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^0 }  90  ^^®  Werthe  ihrer  DifferentialqaotienteD  zu  derselben  Zeit  t  =»  0,  so  kann 
man  h  und  D  durch  diese  Elemente  ausdrücken,  nämlich: 

2Ä  =  r*^o'  +  ^'  sin'^o  •  y'o'  ~  ^9^  ^^^  %  y    B  =»  r^  sin*^^  .  qpy  . 
Indem  man  aus   den  beiden  Integralen  einmal  d(p,  das  anderemal  dt  climinirt, 
gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungeu 

r'  sin  tpdip 


dt 


dtp 


y^r*  sin*^  {gr  cos  ip  -\-h)  —  B^ 

B  sin  fpd'^ 


sin'^  ]/2r*  sin'^  (^rr  cos  '^  -\- h)  —  D* 

Ton  denen  die  erste  nach  der  Integration  den  Polarwinkel  '^  als  Function  der  Zeit 

liefert,  während  die  letzte  die  Gleichung  der  Bahn  des  Pendelpunktes  in  den 

sphärischen  Goordinaten  9,  '^  gibt.    Die   beiden  hier  vorliegenden  Quadraturen 

kommen  auf  elliptische  Integrale  zurück,  da  die  Wurzel  im  Nenner  die  Integra- 

tionsvariabele  cos  ip  in  der  dritten  Potenz  enthält  und  mithin  werden  9   und  tp 

durch   elliptische  Functionen  der  Zeit  dargestellt,    um  die  Integrale  für  t  und  9 

auf  die  canonische  Form  zu  bringen,  ist  eine  sorgfältige  Untersuchung  der  Wurzel- 

gprösse  des  Nenners  nothwendig,   welche  uns  überdies  schon  für  sich  allein  einige 

wichtige  Aufschlüsse  über  die  Pendelbewegung  zu  geben  geeignet  ist. 

Abkürzend  restituiren  wir  z  =b  r  cos  tp  und  erhalten  für  den  Radicanden  des 

Nenners 

JB  =  2(r»  -^  z^ijsz  +  h)  —  B^. 

Dieser  Ausdruck  nimmt  nun  für 

2f  =  —  00,      — r,  ^0  »      +r,+oo; 

die  Werthe  an 

i?  =  +  (X>,     -2>»,    r*8in>o^o',     -  J^%     -«>; 
mithin  hat  die  Gleichung  jß  =»  0  drei  reelle  Wurzeln ,  welche  zwischen  —  cx>  und 
und  —  r ,  zwischen  —  r  und  z^ ,  und  z,^  und  -f~  ^  Hegen.    Indem  man 


dz 


2gr^  —  ^hz  —  ^gz*  ^ 


dz' 


—  4Ä  —  \2gz 


v  * '-; 


bildet,  ergibt  sich,  dass  JB  für  xf  =•  1/  i  '^  +  i  r"  —  ^  —  ein  Maximum  und  für 
'        y  y 

y     ii9  ii 

Ä=.--T/^~  +  ^r*  —  i —  ein  Minimum   erreicht.    Die  Curve,  deren  Ordi- 

naten  B  darstellen,   hat  die  Gestalt  (Fig.  170).    Aus  dem  positiven  Unendlichen 

_  kommend  tritt  B  zwischen  —  00  und  —  r  ins 

Negative  über,  sodann  zwischen  —  r  und  -|-  ^ 
aus  dem  Negativen  wieder  ins  Positive  und  von 
da  wieder  ins  Negative,  um  fortwährend  negativ 
zu  bleiben.  Bei  <?  =■  —  r  und  z  '^  -\-  r  hat  B 
denselben  Werth  —  B^ .  Das  Maximum  tritt  für 
einen  positiven  Werth  von  z  ein  und  ist  selbst 
positiv,  das  Minimum  ist  negativ  bei  negativem  z. 
Von  den  drei  Wurzeln  ist  daher  die  grösste  a 
stets  positiv,  die  zweite  ß  kann  positiv  oder  ne- 
gativ sein,  je  nachdem  der  Werth,  welchen  B 

tds  gmmO  annimmt,  nämlich  Sr'A  —  D*  negativ  oder  positiv  ist,  die  dritte  Wnrzel 

—  y  ist  stets  negativ. 
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Man  kann  daher  setzen: 

Bei  positivem  |3  kann  z  nur  positive  Werthe  zwischen  u  nnd  ^  annehmen,  denn 

dz 
vermöge  der  Gleichung  —  r  —  =  yB  darf  R  nicht  negativ  werden,  wenn,  über- 
haupt Bewegung  stattfinden  soll.  Sein  grösster  Werth  ist  a ,  sein  kleinster  ß  nnd 
zwei  Niveauebenen ,  welche  die  untere  Halbkugel  in  den  Tiefen  a  und  ^  unter 
dem  Mittelpunkte  schneiden,  bezeichnen  auf  ihr  die  Grenzkreise,  zwischen  welchen 
der  Pendelpunkt  sich  bewegt.  Im  Falle  eines  negativen  |3  kann  z  von  —  ß  Yns  a 
gehen.  Der  eine,  der  negativen  Wurzel  —  |3  entsprechende  Grenzkreis  liegt  auf 
der  oberen  Halbkugel.  Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  2r*Ä  —  JD*  negativ,  der 
andere,  wenn  diese  Grösse  positiv  ist.  Das  Pendel  muss,  auch  wenn  es  anfangs 
auf  der  oberen  Halbkugel  lag^  immer  auf  die  untere  Halbkugel  hemntersinken, 
da  die  tiefsten  Punkte  immer  auf  dieser  Halbkugel  liegen.  Es  kann  aber  auf  die 
obere  Halbkugel  nur  emporsteigen,  wenn  2r^h  —  D'  positiv  ist. 

Um  die  Bedeutung  des  Kriteriums  2r'/i  —  7)'  ^  0  zu  erkennen,   bemerken 

wir,  dass  die  Geschwindigkeit  v  und  ihre  beiden  Componenten  r  -—  und  r  sin  t^  37 

dt  d\ 

ein  rechtwinkliges  Dreieck  in  der  Tangentenebene  der  Kugel  im  Punkte  M  bilden, 

welches  das  Azimuth  i  der  Geschwindigkeit,  d.  h.  die  Neigung  derselben  gegen 

den  Meridian  enthält  und  dass 

tl"^  ^        dtp  .     .        .        dq>       .     , 

r  3-  =  v  cos  t ,     r  sin  ip  ~  =  v  &m  t,     sm  1/;  -~  =  tff  1 
dt  dt  dtp       ^ 

ist. 

Daher   ist  D  =  r^  sin'i/»  —^  =  rv  sin  ip  sin  i  und   wenn   t'^,  %f  i^  der  Zeit 

^  =  0  entsprechen,  D=^  rv^  sin  %  sin  i^ .  Femer  war  \  vf^  =  gr  cob  tp^  -\-  h.  Setst 
maa  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  D  und  h  in  das  Kriterium  ein,  so 
nimmt  es  die  Gestalt  an 

2g  >  1  -  8in*V;o  8in«to  2f/  >  r-  cos^i^  +  zl  sin^i^  ' 

aus  welcher  seine  Bedeutung  erhellt.  Der  bewegliche  Punkt  erhebt  sich  auf  die 
obere  Halbkugel,  sobald  die  Geschwindigkeitshöhe  von  v^  grösser  als 


r*  cessio  +  ^0  sin^^o 
ist.     Ist  Vq  die  Geschwindigkeit  in  einem  tiefsten  Punkte,  so  wird  hiofar  *  =«  ^  «, 

mithin  das  Kriterium  -^  ^ d.  h.  ^  ^  — ,  was  leicht  zu  deuten  ist,  da 

2g  ^  cos  tff^  2g  ^Zq'  ' 


r» 


—  die  Länge  einer  Tangente  an  die  Kugel  vom  Punkte  M^^  bis  zu  ihrem  Schnitt 

mit  dem  vertikalen  Durchmesser  derselben  ist. 

Werden  die  Wurzeln  a,  (}  im  ersten  Falle  gleich,  so  geht  die  Zone,  zwischen 
denen  sich  das  Pendel  bewegt,  in  einen  horizontalen  Kreis  über,  welchen  dasselbe 
fortwährend  mit  constanter  .Geschwindigkeit  durchläuft.  Die  Geschwindigkeit  v 
kann  man  in  diesem  Falle  leicht  angeben.  Denn  da  die  Kreisbewegung  gleich- 
förmig erfolgt,  so  ist  die  Tangentialbeschleunigung  Null  und  indem  man  die 
Beschleunigung  g  der  Schwere  (Fig.  171)  nach  dem  Radius  der  Kugel  und  dem 


.  \ 


II.  Th.,  Cap.  XII,  §.  7.        Beweg,  eines  schweren  Punktes  anf  der  Kngelfl. 


425 


Radius  der  Kreisbahn  zerlegt,  sieht  man,  dass  Ton  den  beiden  Componenten  die 
letztere  die  Centripetalbeschleunigung  v'  :r  sin  tp  sein  muss,  so  dass  die  Gleichung 
besteht 


Ptgi/» 


woraus 


r  Bin  ip 
gr  ig  'ifj  sin  tj) 


folgt.    Die  ümlaufszeit  des  Pendels  wird  T  =  2«  1/—  • 

Von   den   obigen  beiden  Differentialausdrücken  fäi  dt  und    dtp 
wollen  wir  zunächst  den  ersteren  weiter  verfolgen;  nämlich 

dt^  -  '-^^ 


y2g(a  -z)(z-  ß)  (y  +  z) 
wo  z  =^  r  cos  rp  restituirt  ist.    Da  der  Coefficient  der  ersten  Potenz  von  z  in  der 
cubischen  Gleichung  jß  =»  0  die  Summe  der  Wurzelcombinationen  zu  zweien  ist, 

so  hat  man  aß—  oy— j3y=a  — r*,  also  y  «         t    o  '    Bl^enso  gibt  die  weitere 

«  +  P 


CoefiGcientenvergleichung   a-|-P  —  7  = ^nd 


2^a(Jy  =  2r'Ä  —  D*,   so 


dass  auch  h  und  D  durch  die  Wurzeln  a  ,  ß,  —  y  ausgedrückt  werden  können. 
Um  das  Integral 


-/, 


rdz 


Y2g(a^z)~(z-^ß){y  +  z) 

z 

auf  die  kanonische  Form  zu  reduciren,  wird  man,  da  z  zwischen  ß  und  a  liegt, 
nach  Elimination  von  y  die  Substitution 

•2  cc  —  z 

einführen,  wodurch  man  nach  leichter  Reduction  erhält 
V   g  i/STIäJ    l/l  — x*8in>tf' 


cc  —  z. 


ß-J  Vi 


V^r+zlTf+ä"  ""  "o  =  i^ir^ • 


An  die  Stelle  von  z  kann  der  Elevatiouswinkel  rp  treten  vermöge  der  Gleichung 
z  ^sB  r  cos  ip ,  wozu  z^  =^  r  cos  i/;^,  gehört.  Um  tp  bequemer  als  Function  der  Zeit 
darzustellen,  wollen  wir  diese  von  dem  Momente  zählen,  in  welchem  der  Pendel- 
punkt eine  tiefste  Lage  passirt.  Dann  ist  t  ^^  0  für  z  =*  a  und  r  co9%  '^  a, 
Hiezu  folgt  (T  B-  0  und  mithin 

a 


^    ü  Va  —  ßJ    l/l  -  X«  sin» 


V^-  ßJ  V 


^    ü  }/a~ß 


Bezeichnet  T  die  Zeit,  während  welcher  der  Punkt  von  der  tiefsten  Stelle  zur 
nächsten  höchsten  gelangt,  so  wird  z  von  a  und  ß  und  in  Folge  dessen  e  von  0 
bis  -^sr  gehen,  so  dass 


9   ya  "  ß 
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wird.    Die  Division  beider  Formeln  för  t  und  T  ergibt  daher 

<  =  -J.F(cT,x). 

Für  a  =  \n,  n,  ^n,  2n ,  ,  .  ,  wird  F(<t,  x)  =»  K,  2Ä',  3K,  4Ä',  .  .  .  und  folg- 
lich <  =  r,  2 r,  3  T,  4r,  .  .  .  Diesen  Werthen  entspricht  aber  ^  «  (J,  «,  jJ,  .  .  . 
d.  h.  der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  zu  den  Zeiten  0,  2  T,  4  J,  ...  in  tief- 
sten, zu  den  Zeiten  T,  3  J,  ...  in  höchsten  Lagen  und  gebraucht  immer  dieselbe 
Zeit,  um  tou  einer  extremen  Lage  zur  nächstfolgenden  zu  gelangen. 

T  K 

Aus  der  Gleichung  t  =>  r^  F(c,*)  folgt  F(<t,  x)  =  -—  *    und    weiter   durch 

Umkehrung 

a  =  am  -=■ ,    mod  x . 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  fär  o  in  die  Gleichung 

.  ,  cc  —  g       a  —  r  cos  t^ 

8in*ff  = ^  = ■= — 

a  —  ß  a  —  ß 

einfähren,  gelangen  wir  zu  der  gewünschten  Gleichung,  welche  tf)  als  Function 
der  Zeit  darstellt,  nämlich 

r  cos  -^  =  a  cos'am  -^  +  p  sin*am  -=-  • 

Nun  sind  C08*(tf  +  X«)  und  8in*(tf  4:  X«)  resp.  gleich  cos'cr  und  sii^cr,  wenn 
X  eine  ganze  Zahl  ist;  der  Winkel  'tp  ist  daher  fOr  alle  Lagen  des  beweglichen 
Punktes  derselbe,  deren  Amplituden  a  sich  um  ein  positives  oder  negatives  Viel- 
fache von  n  von  einander  unterscheiden.    Aendert  sich  aber  a  «=>  am  -=-  um  In , 

so  ändert  sich  F(a,  x)  um  2Xir,  also  t  um  2XT.  Daher  ist  ^  zu  allen  Zeiten 
t  ±21T  derselbe  Winkel,  wie  zur  Zeit  t. 

Das  Vierfache  von  T  ist  die  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  um  von  einer 
tiefsten  Lage  zur  folgenden  höchsten,  von  da  zur  nächsten  tiefsten,  hierauf  wieder 
zur  folgenden  höchsten  und  dann  endlich  wieder  zu  der  nächsten  tiefsten  zu  ge- 
langen. Diese  Zeit  stellt  die  gauze  Oscillationsdauer  dar.  Indessen  ist  die  tiefste 
Lage,  welche  der  Punkt  am  Schlüsse  dieser  Zeit  erreicht,  nicht  dieselbe,  wie  zu 
Anfang,  vielmehr  verschiebt  sich  die  Stellung  der  höchsten  und  tiefsten  Lagen 
im  Laufe  der  Bewegung,  wie  die  Discussion  des  Winkels  qp  lehrt. 

Man  kaun  die  Formel  für  cos  'ip  noch  etwas  gefügiger  gestalten.  Dividirt 
man  nämlich  die  Gleichung  sin^cr  =»  (a  —  z) :  (a  —  ß)  mit  a  rechts  im  Zähler  und 
Nenner  und  setzt: 

-  =  COS  ^1 ,     ^  —  cos  ft  , 
cc  cc 

so  wird  cos  ^j  =»  1  —  2  sin'-^|}|  sin'cr,  d.  h.  sin  ^  t^i  =  sin  \  ß^  sin  a  oder  also 

sin  ^  ijf^  =a  sin  \  ß^  sin  am  -^  • 

Zugleich  kann  auch  der  Modulus  x  bequemer  gestaltet  werden.    Für  ihn  ist  nämlich 
,  a«  -  (J*  1  —  cos'ft  4BinHPi  cosHß, 


X' 


BinHft 


f'  —  o« 


^"'"        O»  4C08Hft 
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und  wenn  man 


-^-  =  tg  «1 


2  a  cos  ^  ßi 
setzt , 

X  =  sin  ^  ßi  cos  oTj . 

Der  Differentialausdruck  für  dtp,  welcher  nach  Restitution  von  z  die  Form 
annimmt 

,  —  Brdz 

geht  durch  Einführung  der  Wurzeln  a,  ß  zunächst  über  in 


Yr^  —  a«  1/r"  —  (J«  —  rdz 

dtp  =3  — 


)/(ir+lö  (r»  -  Ol/(«  -  ^)  (-^  -  ft  (y  +  ^) 

und  zerfällt  durch  Zerlegung  des  Factors  r'  —  z*  im  Nenner  in  zwei  Theile,  so  dass 


,  VV»  — o*  Vr^  —  ß^  r  —  rd2f 


+ --:=illL 1 

wird.    Die  Substitution 


.  „  1         z  —  a 

sm^o)  =  — ^ 


^    «  +  (5 
wo  x^  die  frühere  Bedeutung  hat,  liefert,  wenn  <Oq  dem  Anfangs werthe  z^  entspricht, 


to„ 


^  ""      H  +  2aj3  +  a»       [r  -f  a  J 


(1  —  X*  sm^(o)do} 


(1  +  m.  sin'co)  Vi  —  x*  sin*a) 

Wo 

r        /•  (1  —  X*  sin*  w)  dm  1 

^  ~  ^J  (1  +  Wj  sin'«)  Vi  —  X«  sin*  oj  ' 

Ol 

wo   der  Modulus  x ,   die  Parameter  m^ ,  m,  und  (d^   durch  die  Formeln  gegeben 
sind: 

,.  _         «•'-(»'  „   »  „.  (r  -  «)  (r  -  p)      ^    _  _    .  (r+«)(r  +  f») 

1        «». —  a 


«»'«»o  ^  Ji 


Da  IT  a  r  cos  i/y  und  cos  tp  als  Function  der  Zeit  gefunden  ist,  so  ergibt  sich  also 
durch  diese  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  9  als  Function  von  ip  und  damit 
sowohl  die  Gleichung  der  Bahn  des  Pendelpunktes  in  sphärischen  Coordinaten  9 ,  ^ , 
ab  auch  mittelbar  9  als  Function  der  Zeit  t.  Die  vollständige  Ausführung  der  Be- 
duction  von  9  auf  die  canonische  Form  zeigt,  dass  9  einen  periodischen  Bestand- 
theil  hat  und  einen  anderen,  welcher  der  Zeit  proportional  wächst.  Von  beson- 
derem Interesse  ist  die  Eenntniss  des  Winkels  <^,  um  welchen  die  Vertikalebene 
des  Pendelpunktes  sich  dreht,  während  dieser  von  einer  höchsten  zur  nächsten 
tiefsten  Lage  fortschreitet.  Es  kann  gezeigt  werden,  dass  dieser  Winkel  grOsser 
als  -^sr  iat  und  dass  sich  folgende  Werthe  Ton  t,  «^f  9  entsprechen: 
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e  =  0,     T,    2r,    3T,    4T,   ... 

^=■13»     «1      (5  >      «  »      P  ,   •  •  • 
9  =  0,     *,     2*,     8*,     4*,   ... 

Ferner  ergibt  sich,  dass  die  Bahn  des  Panktes  aus  congraenten  Theilen  besteht, 
welche  in  die  Zeitintervalle  zwischen  0  und  2  T,  2  T  und  4  T,  4  T  nnd  6  T,  ... 

nnd  die  Winkel  2<^,  4<^,  6^,  .  .  .  fallen,  sodass  wenn  —  rational  ist,  der  Punkt, 

nachdem  er  eine  Anzahl  solcher  Theile  dorchlaufen  hat,  an  seine  firflhere  Stelle 
wieder  gelangt,  im  Fa^le,  dass  dies  Verhältniss  irrational  ist,  er  aber  die  AnÜEuigs- 
lage  nicht  wieder  erreicht.  Die  höchsten  Punkte  rficken  auf  einem  horizontalen 
Kugelkreise  fort. 

üeber  die  vollständige  Durchführung  des  sphärischen  Pendelproblems  vgl. 
Duräge,  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  2.  Aufl.,  Leipzig,  Teubner,  1868, 
S.  311;  Natani  (-Hoffmann),  mathem.  Wörterbuch,  Artikel  „Baumpendel*'  in  B.  VI, 
S.  206  u.  216  u.  ffg. ,  woselbst  die  Weierstrass'sche  Behandlung  des  Problems 
mitgetheilt  ist;  Schellbaoh,  die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den 
Theta-Functionen,  Berlin  1864,  S.  369. 

Wir  wollen  jetzt  die  Beschleunigung  iV  des  Widerstandes  (der  Spannung  des 
Fadens)  suchen.    Dies  geschieht  sehr  einfach,  indem  man  die  Beschleunigungen 

"N  und  g  einerseits  und  ^,  —   andererseits,   welche  letzteren  jenen   zusammen 

äquivalent  sind ,  auf  die  Richtung  der  Flächennormalen  (des  Pendelfadens)  projicirt; 
die  Projectionssummen  müssen  beidemale  dieselben  sein.  Die  beiden  ersteren 
liefern  N  —  g  cos  ^ ,  die  Tangentialbeschleunigung  hat  die  Projection  Null  und 
die  Centripetalbeschleunigung,  welche  die  Richtung  des  fiLrümmungshalbmessers  ^ 

der   Bahn  besitzt,  bildet  mit  dem  Pendelfaden  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  — 

ist,  wodurch  ihre  Projection  —  wird.  Man  sieht  dies  unmittelbar,  wenn  man  be- 
denkt, dass  der  Erümmungskreis  einer  sphärischen  Curve  auf  der  Kugel  liegt  und 
also  der  Krümmungshalbmesser  derselben  die  Projection  des  Kugelradius  auf  die 
Schmiegungsebene  ist.    Demnach  besteht  die  Gleichung 

•  8 


N  —  g  cos  t/>  =  —  , 


aus  welcher  man  zieht: 


V« 


N  =^  -  -}-  g  cos  ip  . 


Combinirt  man  hiermit  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

z 
und  ersetzt  cos  ^  durch  das  gleichbedeutende  — ,  so  erhält  man 

j^_t7.  +g(Sz-^iz^) 
"^  r  ' 

V'k 

oder,  wenn  man  noch  für  —  die  Geschwindigkeitshöhe  h  einführt: 

2^=.^(3r--«*o  +  2Ä). 


4 
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Za  demselben  Besultate  gelangt  man,  indem  man  die  Gleichungen 

der  Reihe  nach  mit  x^  y,  z  multiplicirt  und  addirt,  dabei  aber  berücksichtigt, 
dass  aus  der  Eugelgleichung  oj*  +  y*  +  r*  =  r*  durch  ein-  und  zweimaliges 
Differentiiren  folgt: 


dx   ,      dy   ,      de 

"^  dt  +  yTt  +  'dt-''^ 


dV 


^f+^s?+'S'-[(ifr+(^)'+(^)i-.-. 

Man  erhält  damit:  "N  ==  — '  u.  s.  w.    Für  positive  r,  d.  h.  so  lange  der  be- 

wegliche Punkt  sich  auf  der  unteren  Halbkugel  befindet,  ist  N  positiv,  d.  h.  von 
dem  Punkte  nach  dem  Kugelmittelpunkte  gerichtet.  Erhebt  sich  der  Punkt  aber 
auf  die  obere  Halbkugel,  so  wird  gz  negativ  und  kann  auch  v'^  -\-  gz  und  damit 
J^^  negativ  werden;  d.  h.  damit  der  Punkt  auf  der  Kugelfläche  erhalten  werde,  ist 
eine   nach  aussen  gerichtete  Widerstandsbeschleunigung  erforderlich.    Für  r  b*  0 


ist  2sr  =  - . 

r 


Für  den  Fall ,  dass  das  sphärische  Pendel  sich  nur  wenig  von  dem  vertikalen 
Kugelradius  entfernt,  lässt  sich  die  Untersuchung  mit  grosser  Annäherung  leicht 
durchführen.  In  diesem  Falle  nimmt  nämlich  z  nur  Werthe  an,  welche  von  r 
sehr  wenig  verschieden  sind  und  ist,  damit  dies  überhaupt  möglich  sei,  t^o  ^^^ 
folglich  h  sehr  klein.  Setzt  man  daher  ;;a-r—  u,2:o»r  —  Uo,  so  erUklt  man 
für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes 

i^- f  {r  +  2u,  +  2Ä  -  3u}  -  ,  {l  +  *^ +  «A^=J^}  . 

d.  h.  sehr  nahe 

Hiermit  werden  aber  die  Bewegungsgleichungen,  wenn  man  bedenkt,  dass 


9 
r 

z 

— 

9 

= 

9 

r 

c^- 

r)  = 

= 

— 

9 

r 

w, 

a'z 
df" 

=• 

— 

dt* 

d^x 
dt* 

+ 

9 
r 

X 

=» 

0, 

d'y 
'   dt^ 

+ 

9 
r 

y 

— 

0, 

d*u 
dt- 

+ 

9 

r 

U  a 

ist: 

d*ic         a  d*ij         a  d*u  a 

0. 

Die  vollständigen  Integrale  dieser  linearen  Gleichungen  und  deren  Derivirte  sind: 

dx 
«  «—  -4    cos  Xt  '\-  B    sin  Xt ,  — -  =  —  XA    sin  Xt  +  ^B    cos  Xt , 

y'=»A'  cos  Xt  +  B'  sin  Xt,  ^^  =*  —  XÄ  sin  Xt  +  XB'  cos  Xt ,    X  ^  l/?  • 

u  =  A"  cos  Xt  +  B"  sin  Xt,  ^  ^  -  XA"  sin  Xt  +  XB"  cos  Xt , 

dt 

Zur  Bestimmung  der  6  Constanten,  mögen  die  Anfangsbedingungen  sein: 
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d.  h.  es  möge  die  a;r-Ebene  dnrch  einen  tiefsten  Pankt  gehen.    Dadurch  wird 

a  =  -4 ,     0  =  .Ä\    r  —  y  =2  A"  f 

and  hiermit  weiter 

a;  =  a  cos  Xt ,    y  =  Xß  sin  Itj    r  —  z  =»  {r  ~  y)  cos  Xt . 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  ergibt  sich,   dass  die  Projection  der 
Bahn  des  beweglichen  Punktes  auf  die  o;;^- Ebene  ist: 

& + ©■  -  • . 

also  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  Xß.    Die  Tolle  Umlauüszeit  T  ergibt 
sich  aus  dem  Ausdrucke  fSr  x,  indem  man  XT  =»  2n  setzt,  nämlich: 


Vh 


2n 

9 

sie  ist  also  ebenso  gross,  ab  die  Oscillationsdauer  eines  ein&chen  Pendels  von 

derselben  Länge  r ,  wie  das  sphärische ,  bei  kleiner  Elongation.  —  Für  die  Winkel 

(p  und  1^  erhält  man: 

tg  qp  =  -^  tg  Z*,     sin  tf»  =  -;r  cos*X<  +  —  sin^Xt . 
o  ^  a     °  ^         r*  *    gr 

§.  8.  Das  Studium  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  gegebener  Fläche  wird 
wesentlich  unterstützt  durch  die  Lehre  Ton  der  geodätischen  Krümmung  der  Curven 
auf  der  Fläche.  Zerlegen  wir  zur  Zeit  t  die  gegebene  Beschleunigung  'tft  des  be- 
weglichen Punktes  M  (§.  1)  in  eine  Componente  i^  cos  y  nach  der  Normalen  der 
Fläche,  mit  welcher  i^  den  Winkel  y  bilde  und  in  eine  zweite  ^  sin  y,  welche  in 
die  Tangentenebene  der  Fläche  fällt,  so  kann  die  letztere  abermals  in  zwei  andere 
gespalten  werden,  deren  eine  tp  sm  y  cos  «  die  Richtung  der  Tangente  der  Bahn 
hat,  mit  welcher  i/;  sin  y  den  Winkel  a  bildet,  während  die  andere  '^  sin  y  sin  a 
der  Normalebene  der  Bahn  angehört.  Bezeichnen  wir,  wie  früher,  die  Tangen- 
tialbeschleunigung mit  ^, ,    den  Radius  der  geodätischen  Krümmung  mit  q  und 

den  Krümmungshalbmesser  der  die  Bahn  berührenden  geodätischen  Linie  mit  12, 
so  ist  nach  §.  3 

t/;^  =  T/;  cos  «  sin  y  ,     -jjp  =  t^  sin  a  sin  y  ,    N  =  j^  —  tf)  cos  y  . 

Aus  diesen  Gleichungen  zieht  man  eine  wichtige  Formel  for  die  Geschwindigkeit  v. 
Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft,  nämlich 
(l  .  ^  v^  =  tif  cos  a  sin  y  .  ds    durch    die   zweite    der    vorstehenden,    nämlich. 

r^  =3  1^1^  sin  a  sin  y ,  so  ergibt  sich 

dv  ds 

V         5  tg  a* 

oder,  weil  der  geodätische  Contingenzwinkel  dn  ^^  ds  :  {f  ist 

/</x 

V         ig  a 
Diese  Formel  enthält  die  Beschleunigung  ^  nur  implicite,  insofern  ip  die   Bahn 
bestimmt  und  d%  von  dieser  abhängt. 
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Die  Elimination  von  y  aus  den  beiden  Gleichungen 


V 


—  z=i  tfj  Bin  a  sin  y 
9 


und     N 


V' 

R 


—  tff  cos  y 


liefert  noch  die  Relation 


\Q  sin  aj         \^  ) 


§.  9.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Ebene  fällt  der  Radius  der 
geodätischen  Krümmung  mit  dem  Radius  q  der  absoluten  Krümmung  zusammen 
(denn  er  ist  der  Krümmungsradius  der  Deformationscurve  des  §.  3)  und  ist  der 
Radius  i?  für  den  Normalschnitt  unendlich  gross;  man  erhält  daher  für  diese  Be- 
wegung 


^/ 


^  cos  «  sm  y ,     —  »s  i/;  sm  a  sin  y  , 

9 


^  s=B  —  1^  COS  y  , 


j  »gl 


\o  Sin  «/ 


WO  der  absolute  Contingenzwinkel  (2  c  an  die  Stelle  des  geodätischen  Gontingenz- 
winkels  dm  getreten  ist. 

Ist  insbesondere  die  Componente  ^  sin  y  der  Beschleunigung,  welche  in  die 
Ebene  föllt,  der  Richtung  nach  constant,  so  stellt  der  Contingenzwinkel  d^  die 
unendlich  kleine  Abnahme  des  Winkels  a  dar,  welchen  die  Richtung  von  '^  sin  y 
mit  der  Tangente  der  Bahn  bildet.  Es  lenkt  nämlich  diese  Beschleunigung  die 
Tangente  der  Bahn  nach  der  Seite  hin  ab,  auf  welche  sie  selbst  fällt.  Man  hat 
also  zu  setzen  de  =>  —  da  und  findet  damit 

cos  a  da  _    . 

=  —  f  sm  a ; 


folglich 


j  t««   j 


sin  a 


V  = 


C 

sin  a 


d.  h.  für  jede  ebene  Bewegung  eines  Punktes  bei  einer  Beschleunigung 
Ton  constanter  Richtung  ist  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte 
der  Bahn  dem  Sinus  der  Neigung  der  Bahn  gegen  dieBeschleunigungs- 
richtung  umgekehrt  proportional,  also  die  Componente  der  Geschwin- 
digkeit normal  zur  Beschleunigungsrichtung  constant. 

§.  10.  FürdieBeweg^ngauf  einer  beliebigen  Cjlind  erfläch  e  wollen  wir  die  Vor- 
aussetzung eintreten  lassen,  dass  die  Componente  ^  sin  y  der  Beschleunigung,  welche  in 
die  Tangentenebene  der  Fläche  fällt,  in  jedem  Punkte  der  Bahn  die  Richtung  der  Erzeu- 
gungslinie habe,  während  ihre  Grösse  keiner  weiterenBeschränkung 
unterworfen  sei.  Der  geodätische  Contingenzwinkel  (2k  ist  nun  der 
Contingenzwinkel  der  ebenen  Deformationscurve,  in  welche  die 
Bahn  des  beweglichen  Punktes  bei  der  Abwickelung  der  Cylinder- 
fläche  mit  einer  Ebene  übergeht  (Fig.  172).    Derselbe  ist  aber 
das  Differential  des  Winkels  a,   welchen  die  Erzeugungslinie 
mit  der  Tangente  der  abgewickelten  Bahn  bildet,  welcher  bei 
der  Abwickelung  keine  Veränderung  erleidet.    Diesen  Winkel 
nehmen   wir   so,   dass   der  Sinn   der  Tangente   der   der  Be- 
wegung und  der  Sinn  der  Erzeugungslinie  der  der  Beschleu- 
nigung ist;  dann  wird  das  Differential  eine  Abnahme  von  a  darstellen,  weil  die 


Fig.  172. 
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Beschleunigung  die  Tangente  ihrem  Sinne  entsprechend  ablenkt    Daher  ist  wie 

in  §.  8  (^x  SS  —  da  und  findet  man  wie  dort 

C  v^  .         . 

V  =  -. ,      —  =3  lö  sin  a  sm  y . 

sin  a        1^ 

Dies  sind  aber  genau  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene, 
wenn  tp  sin  y  eine  Beschleunigung  von  constanter  Richtung  in  derselben  und  a  der 
Winkel  ist,  den  die  Tangente  der  Bahn  mit  dieser  Richtung  bildet.  Man  ge- 
winnt hieraus  den  Satz: 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  beliebigen  Cylinderfl&che  zu  be- 
wegen genöthigt  ist  und  ausser  der  normalen  Widerstandsbeschleu- 
nigung der  Fläche  ihn  eine  Beschleunigung  treibt,  deren  Projection 
auf  die  Tangentenebene  des  Cylinders  fortwährend  die  Richtung  der 
Erzeugungslinie  hat  und  wenn  in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  die 
Cylinderfläche  sammt  der  Bahn  des  Punktes  in  eine  Ebene  ausge- 
breitet  wird,  zugleich  aber  jene  Beschleunigungscomponente  die 
Richtung  der  Erzeugungslinie  beibehält,  so  wird  der  Punkt  die 
Deformationscurve  seiner  Bahn  mit  derselben  Geschwindigkeit  be- 
schreiben, welche  er  auf  der  cjlindrischen  Bahn  besitzt. 

Der  Widerstand  der  Fläche  ist,  wenn  man  für  v  den  obigen  Werth  einsetzt 

-^'  =  »  «n«";;  —  t/;  cos  y . 

Der  Krümmungshalbmesser  H  einer  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Erzeugnngs- 
linien  des  Cylinders  geneigten  (die  Bahn  berührenden)  Schraubenlinie  (geod&tiBchen 
Linie  des  Cylinders),  oder  also  der  Krümmungshalbmesser  des  berührenden  Nor- 
malschnitts  ist  aber 

Q 


R=:    . 


sm*« 


wenn  9  den  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Erzeugungslinien  senkrechten 
Schnittes  bedeutet*).    Hiemit  wird 

CT* 

JV  = tb  cos  y . 

Q 
Diese  Betrachtungen  lehren,  da»   man  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Punktes 

in  der  Ebene  unter  Einfluss  einer  Beschleunigung  Ton  constanter  Richtung  un- 
mittelbar auf  die  Cylinderflächen  übertragen  kann.  Ein  schwerer  Punkt  beschreibt 
daher  auf  einem  Cylinder  mit  vertikalen  Erzeugungslinien  eine  Curve,  welche 
durch  die  Abwickelung  des  Cylinders  in  eine  Parabel  übergeht.    Ist  der  Cylinder 

zugleich  ein  Kreiscy linder,  so  ist  q  constant  und  wird  mit- 
hin der  Druck  auf  die  Fläche  gleichfalls  diurchaus  constant 
sein. 

§.  li.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Eegel- 
f  lache  habe  ^  sin  y  gleichfalls  die  Richtung  der  Erzeugungslinie. 
Aus  Fig.  173  ist  ersichtlich,  dass  zwischen  dem  Contingenz- 
winkel  du  der  Deformationscurve,  dem  Differentiale  von  a 
und  dem  Winkel  de  iku  der  Spitze  0  des  Kegels,  zwischen 
dessen  Schenkeln  das  Bogenelemeni  MM'  =  ds  liegt,  die 
Beziehung  besteht: 

dx  ==  —  aa  +  da . 

♦)  S.  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung",  S.  S2. 


II.  Th.,  Cap.  XII,  §.  11.    Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Eegelfl&che.  433 

Es  zerfällt  nämlich  der  Aussenwinkel  a-^-da  bji  der  Erzeugungslinie,  welche  durch 
den  Endpunkt  M*  von  ds  geht,  in  zwei  Theile,  d%  und  den  geänderten  Werth 
a  -{■  dcc'yon  a.    Zugleich  ist,  wenn  OM  ^^  r  gesetzt  wird, 

r  d  G 

wobei  das  Zeichen  ( — )  ei forderlieh  ist,  weil  a  bei  wachsendem  r  stumpf,  bei  ab- 
nehmendem r  spitz  ist.    Die  Combiuation  beider  Formeln  liefert 

d%  da        dr       /*  d% 

ig  tf  ™       tg  « 
und  hiemit 


ir       r  d%  i ,     -      \ 

— ,     /  ; —  =  —  Z  (r  Sin  «) 
r     J  iga 

C  C 


«  r  sin  a        jp  ' 

wenn  p  das  von  0  auf  die  Tangente  der  Bahn  gefällte  Perpendikel  ist.  Hiezu 
tritt  wieder  die  Formel 

»'  .         .  . 

—  SB  t^  sin  y  sin  or . 

9 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ergab  sich  früher  für  die  ebene  Central- 
bewegung  (Cap.  X,  §.  11,  S.  373).    Wir  erhalten  daher  wie  im  vorigen  §.  den  Satz: 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Eegelfläche  zu  bewegen  genöthigt 
ist  und  ihn  eine  Beschleunigung  afficirt,  deren  Projection  auf  die 
Tangentenebene  der  Fläche  in  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  fällt, 
so  wird  derselbe,  wenn  zu  irgend  einer  Zeit  die  Eegelfläche  sich  zu 
einer  Ebene  ausbreitet  und  jene  Beschleunigung  die  Richtung  der 
Erzeugungslinie  behält,  die  ebene  Deformationscurve  seiner  Bahn 
mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  mit  welcher  er  seine 
oonische  Bahn  durchläuft. 

Für  den  Widerstand  N  der  Fläche  ergibt  sich,  wenn  man  den  Werth  der 
Geschwindigkeit  einführt 

^  ="  T>   •   1 8  —  ^  cos  y . 

B  sm'  a  .  r*  ' 

Die  geometrische  Bedeutung  von  i2  sin'  a  ist  leicht  zu  erkennen.  Zu  dem  Ende 
sei  d£  der  Neignngswinkel  zweier  aufeinanderfolgender  Tangentenebenen  des 
Eegels,  welche  längs  den  Erzeugungslinien  OM,  OM'  berühren.  Sie  bilden  mit 
der  Ebene  des  Normalschnittes  der  Fläche,  welcher  durch  MM'  geht,  eine  unend- 
lich schmale  rechtwinklige  körperliche  Ecke.  Ans  dieser  ergibt  sich  für  den  Con- 
tingenzwinkel  ds  des  Normalschnittes 

di  Bsm.dZ  .  sin  or. 

Bedeutet  nun  ds^  das  Bogenelement  des  zur  Erzeugungslinie  OM  senkrechten, 
durch  M  geführten  Normalschnittes,  so  wird 

ds  .  sin  a  a-  dSi 
und  folglich 

ds  1        ds^ 


R 


de       sin*  or    d2 


ds 
Nun  ist  aber  offenbar  -j-^  ^  9  der  Erümmungshalbmesser  dieses  m  OM  senk- 

rechten  Normalschnittes.    Daher  ist  i2  sin'  a  »  ^  und  geht  die  Formel  für  N 
über  in 

SOBSLL,  MMhMkik.    I.  "i*^ 
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N  =  — r tb  COS  y  . 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  man  die  Theorie  der  ebenen  Centralbeweguog 
auf  die  Eegelflächen  übertragen  kann,  wenn  man  die  Spitze  des  Kegels  zum 
Centrum  nimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (§.  8.) 


\p  sin  a)         \^  ) 


lässt  sich  z.  B.  leicht  die  Frage  beantworten,  wie  i^  sin  y  beschaffen  sein  müsse, 
damit  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  eine  kürzeste  Linie  des  Kegels  (Kegel- 
loxodrome)  werde.    Da  nämlich  die  kürzeste  Linie  bei  der  Abwickelung  des  Kegels 


» 


in  eine  Gerade  übergehen  muss,  so  ist  9  =  00  und  da 

^  =  -3—  ,      1^  =  -« t^  cos  y 

ist,  so  folgt 

1/;  sin  y  =  0 

d.  h.  t^  muss  normal  zur  Kegelfläche  sein. 

§.  12.  Die  Methode  des  §.  8.  lässt  sich  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  die 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  beliebigen  abwickelbaren  Fläche  anwenden,  so* 
bald  nur  die  in  die  Tangentenebene  der  Fläche  fallende  Beschleunigrungscompo- 
nente  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  besitzt.  Man  bedarf  zur  Behandlung  hier- 
her gehöriger  Aufgaben  blos  der  Kenntniss  der  Elemente  der  geodätischen  Krüm- 
mung der  Gurven  auf  abwickelbaren  Flächen.    Die  beiden  Formeln 

tga       i'^ 
17  =  ly  er  ,      ^=1^  8in  y  sm  a  , 

9 

welche  für  eine  ebene  Bewegung  gelten,  wenn  für  sie  d%  und  p  den  absoluten 
Contingenzwinkel  und  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  bedeuten,  führen  auch  hier 
zu  dem  Satze,  dass,  wenn  die  Fläche  sich  zu  einer  Ebene  ausbreitet, 
der  bewegliche  Punkt  die  Deformationscurve  seiner  Bahn  mit  unge- 
änderter  Geschwindigkeit  beschreibt,  vorausgesetzt,  dass  die  Com- 
ponente  t^  sin  y  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  beibehält. 

§.  LS.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Kugel  fläche  wollen  wir 
annehmen,  dass  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche  in  die  Tangenten- 
ebene der  Kugel  ßlllt,  immer  in  der  Ebene  enthalten  sei,  welche  durch  den  be- 
weglichen Punkt  M  und  einen  festen  Kugeldurchmesser  hindurchgeht  (Meridian- 
ebene des  Punktes).  Der  Winkel  qp,  welchen  die  Meridianebene  von  M  mit  der 
Meridianebene  der  Anfangslage  bildet  und  der  Bogen  OM  =s  q  von  dem  einen 
Endpunkte  0  des  festen  Durchmessers  an  gerechnet,  seien  die  sphärischen  Polar- 
coordinaten  des  Punktes  M.  Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  den  Contingenz- 
winkel und  den  Radius  der  geodätischen  Krümmung  einer  sphärischen  Curve  zu 
bestimmen.  Da  die  kürzesten  Linien  der  Kugel  grösste  Kreise  sind,  so  ist  der 
geodätische  Contingenzwinkel  der  Winkel  zweier  grösster  Kreise,  welche  die  Curve 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  berühren.  Vom  Pole  O  (Fig.  174)  fällen 
wir  nun  auf  diese  beiden  Kreise  die  sphärischen  Perpendikel 

und   bezeichnen   die   Winkel   OMP^  OM'P\  welche   die   sphärischen   Radien- 


IL  Th.,  Cap.  Xn,  §.  13.    Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Eugelfläche.  435 

vectoren,  q  und  q  -\-  dg  mit  den  Kreisen  bilden,  mit  a  und  a-^da,  sodass  auch 

hier  a  der  Winkel  ist,  den  die  Beschleunigung  i/»  sin  y  mit  der 
«^— ^\         /AK    Tangente   der  Bahn  bildet.    Wird  a  immer  auf  der  Seite  der 

Tangente  gerechnet,  auf  welche  die  Beschleunigung  'tff  sin  y  föUt, 
die  wir  dem  Pole  zugewandt  annehmen,  so  entspricht  wieder 
ein  spitzer  Winkel  a  einer  Abnahme  von  q  und  hat  man  daher 

ds  .  cos  a  =  —  dQ, 

Ist   ferner    Q   der   Schnittpunkt   von    OP'  mit  MP,   so   wird 
Fig.  174.  C  P'  =  —  dp ,  d.  h. 

d%  .  sin  (MP)  =  —  dp. 

Andererseits  ist  aber 

'furr^K       X              X             sin  p  .  sin  a         .              sin  p  .  cos  or 
sm  {MP)  =3  tgp  .  cotg  a ^^^^—  •  cotg  a ^^ 

Durch  Combination  dieser  Gleichungen  erhält  man  den  geodätischen  Contingenz- 
winkel  und  den  Radius  der  geodätischen  Krümmung 

,  d.sinp  ^        ds        Bin  g  .  dg        Bin  g  .  dg 

sin  g  cos  a'     ^       dn       eos  p  .  dp         d  -  sin  p 

Hiermit  wird  weiter 

d%                d  ,  Bin  p               d  .  Bin  p  •>    i    • 

- —  => -, :±— -  « ; ^-  =z  —  d  .  l  Bmp 

ig  a  Bin  g  .  sm  a  Bin  p 

und  folglich  nach  §.  7  die  Geschwindigkeit 

C  C 

sm  p       Sin  p  Sin  a 

d.  h.  die  Geschwindigkeit   ist   dem  Sinus  des  sphärischen  Abstandes 

des  Poles  von  dem  ihre  Richtung  im  beweglichen  Punkte  berührenden 

grössten  Kreise  umgekehrt  proportional. 

(j 
Die  Formel  für  die  Geschwindigkeit  v  ist  das  Analogen  zu  der  Formel  t;  =»  —  , 

P 
welche  bei  der  ebenen  Centralbewegung  (Cap.  X,  §.  11)  vorkommt.    Dort  ging  die 

Richtung  der  Beschleunigung  durch  einen  festen  Punkt  der  Ebene,  hier  geht  ihre 

Projection  auf  die  Kugelfläche  durch  den  Pol. 

Weiter  erhält  man  durch  die  Formel 

—  s»  t^  sin  a  sin  y , 
5 

wenn  man.  in  dieselbe  für  v  und  $  ihre  Werthe  einsetzt, 

sin  9  .  dp  C* 

d  .  ein  p         if}  sin  y  sin'p  sin  a  * 

welche  in  Bezug  auf  p  und  g  als  Coordinaten  die  Differentialgleichung  der  Bahn 
darstellt,  sobald  ip  sin  y  durch  Elemente  der  Bahn  gegeben  ist. 

Für  N  findet  man,    wenn  der  Radius  R  des  Normalschnittes,    welcher  der 
Kngelradius  ist,  gleich  1  gesetzt  wird, 

i\r  =»  r*  —  11)  cos  y  =  —-= tb  cos  y  . 

'        sin"|)        ^         ' 

Man   kann   die  Analogie  mit  der  ebenen  Centralbewegung  noch  weiter  yer- 
tcHgen,    Da  di*  —  dg*  -j*  sin'p  .  dtp*  ist,  so  wird 

28^ 
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V' 


(I?)' +-.(!?)'■ 


Weil  ferner  in  dem  yorliegenden  Falle  das  Princip  der  Fl&chen  für  die  Projection 
der  Bewegung  vom  Pole  aus  auf  irgend  eine  Ebene,  z.  B.  auf  die  Tangentenebene 
des  Poles  gilt,  so  hat  man  auch  ^ 


sin'^ 


äi  =  ^'' 


durch  Combination  beider  Gleichungen  erh&lt  man,  ähnlich  wie  Cap.  X,  §.  11. 


C 


+  I.T 


oder     r'  =  C* 


.sin*  9 


+ 


ml 


Femer  ist  vermöge  des  Principes  der  lebendigen  Kraft 

d  ,  ^v^  s^  if)  ein  y  .  cos  a  .  ds  =^  —  iff  Bin  y  ,  dg , 

Die   Differentiation   der   vorigen  Formel   liefert  daher  mit   RQcksicht  auf  diese 
Gleichung  ahnlich,  wie  Cap  X,  §.  11,  S.  374. 


iff  sin  y 


C 


sin'p 


1 


+ 


-  (if J 


Ltg  p    '        d9*     - 

§.  14.  Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  liefern,  wenn  jp  ^n  y  die  Be- 
schleunigung der  Schwere  und  der  feste  Kugeldurchmesser,  in  welchem  sich 
alle  Meridianebenen  schneiden,  vertikal  ist,  nicht  nur  die  in  §.  7  entwickelten 
Formeln,  sondern  auch  verschiedene  Sätze  über  das  sphärische  Pendel.  Es  ist 
für  diesen  Fall,  wenn  für  0  der  tiefste  Punkt  der  Kugel  gewählt  wird,  y^=^q^iptssg 
zu  setzen.    Daher  wird 

C         *       B\nQdQ_C^  1  C*        1 

rf  .  bin  p         g 

N  =  v^ 


sm  p 


* 


Bin'p  sin  ff  sm  9 
g  cos  Q . 


sin*jp 


Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  für  das  sphärische  Pendel  die  Geschwindigkeit 
dem  Sinus  ihres  sphärischen  Abstandes  vom  tiefsten  oder  höchsten  Punkte  der 
Kugel  umgekehrt  proportional  sei.  Die  zweite  liefert  in  Bezug  auf  q  und  p  als 
Coordinaten  die  Differentialgleichung  der  Bahn,  nämlich 


und  ihr  Integral  ist 


-         C*  d  .  Binp 
g      Bin'p 


0* 
{A  +  cos  q)  sm'p  =  —  , 


worin  die  Constante  A  durch  die  Anfangslage  (qq  ,  p^)  der  Geschwindigkeit  zu  be- 
stimmen ist. 

Auch  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  einen  Kugelkreis  beschreibe,   ist  leicht 
aufzustellen.    Hierzu  ist  erforderlich,  dass  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung 

constant  sei.  Die  Formel  für  q  zeigt,  dass  alsdann  p  constant  sein  müsse.  Da 
aber  in  diesem  Falle  p  und  q  identisch  sind,  so  ist  auch  q  constant,  also  kann 
der  Kugelkreis   nur  horizontal  sein;   endlich  ergibt  sich  auch,   dass  v  constant 

bleiben  muss.  Der  Radius  $  fär  den  Kngelkreis  ist  nun  tg  9 ,  wie  man  sieht, 
wenn  man  denselben  ab  den  Radius  der  DefoxmaÜonscurve  ansieht,  in  welche  der 
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Eugelkreis  bei  der  Abwickelung  mit  dem  die  Kugel  länge  ihm  berührenden  Kegel 
übergeht.    Daher  hat  man 

sm  9       ^  g  am'  9 

woraus  für  die  Geschwindigkeit  folgt 

übereinstimmend  mit  §.  7. 

Um  von  den  hier  gebrauchten  Formeln  zu  denen  des  §.  7  überzugehen,  dient 
die  Bemerkung,  dass  9  »s  t^,  d^  .  tg  a  »>  sin  9<2<p,  also 

tg  a  s  sin  p  •  ^ ,    ds  .  sin  or  =  sin  p  .  dtp     u.  s.  w. 

§.  15.  Um  die  Theorie  des  §.  8  auf  die  Bewegung  auf  Rotationsflächen 
anzuwenden,  bedürfen  wir  eines  bereits  von  Clairaut  in  den  Memoires  de  VAca- 
demie  des  sciences  de  Paris,  1733  aufgestellten  Satzes  über  die  kürzesten  Linien 
auf  diesen  Flächen.  Ein  ebener  Schnitt  der  Rotationsfläche,  geführt  durch  ihre 
Aze,  heisst  ein  Meridian,  ein  ebener  Schnitt  senkrecht  zu  ihr  ein  Parallelkreis 
und  die  Neigung  einer  Curve  auf  der  Fläche  gegen  die  Meridiancurve  das  Azimuth 
dieser  Curve.  Ist  nun  r  der  Radius  eines  durch  den  Punkt  M  einer  kürzesten 
Linie  gehenden  Parallelkreises  und  %  das  Azimuth  einer  kürzesten  Linie  in  3f ,  so 
sagt  der  Clairaut^sche  Satz: 

Das  Produkt  r  sin  i  aus  dem  Radius  r  des  ParallelkreiseQ  und  dem 
Sinus  des  Azimuths  %  ist  für  alle  Punkte  einer  kürzesten  Linie  eine 
constante  Grösse. 

Es  hat  nach  §.  2  die  kürzeste  Linie  jeder  Fläche  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Schmiegungsebene  senkrecht  auf  der  Tangentenebene  der  Fläche  steht  und  mithin 
die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  in  die  Normale  derselben  fällt.  Nun  sind 
aber  die  Richtungscosinusse  des  Krümmungshalbmessers  einer  Curve  gegen  drei 
rechtwinklige  Coordinatenaxen  den  Grössen 

.    dx         .    äy         .dz 

d  '  -r         d  '    ,-        (/  •  -p- 

ds  ds  ds 

~d8~ '         rfT"  '     ~ds~  ' 
oder  wenn  wir  s  als  unabhängige  Veränderliche  für  die  kürzeste  Linie  wählen, 

/£2/»j        d'^  11        d'^  Z 

den  Grössen  -7—5,    -7^,   -=— ^   proportional.    Nehmen    wir   die   x-   und   y-Axe    in 

d  o  Ol  S  Cr  S 

irgend  einem  Parallelkreise  an,  zur  ^-Axe  aber  die  Rotationsaxe,  so  sind  die  Rich- 
tungscosinusse der  Tangente  des  Parallelkreises  in  M  {x,  y,  z)  gleich '■—  ^       ,  0 

I*         T 

und  da  die  Normale  der  Rotationsfläche  und  mitbin  der  Krümmungshalbmesser 
der  kürzesten  Linie  in  die  Meridianebene  fällt  und  folglich  auf  der  Tangente  des 
Parallelkreiscs  senkrecht  steht,  so  hat  man 

X  d^y  yd'^x 

r    ds^        r    ds^ 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  nachdem  man  sie  mit  r  multiplicirt  hat,  so 
ergibt  sich 

dy  dx 

ds       ^  ds 
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don     du      dz 
Nun  sind  aber  -^  t   -^  \   -j-  ^i^  Richtungscosinusse  för  die  Tangente  der  kürze* 

(X%      as      as 

sten  Linie  und  da  —  — ,   —  ,   0  wie  vorher  die  Bichtungecosinusse  der  Tangente 

X   dv        </    dsß 

des  Parallelkreises  bedeuten,  so  stellt r^  —  ^  -r-  ^^^  Cosinus  der  Neiffunff 

'  r    da        r    ds  ^^ 

der  Tangente  der  kürzesten  Linie  gegen  die  Tangente  des  Parallelkreises  oder  den 

Sinus  des  Azimuths  der  kürzesten  Linie  dar.    Es  ist  daher  r  sin  i  sa  or ,  w.  k.  b.  w 

Um  den  geodätischen  Contingenzwinkel  für  irgend  eine  Curve  auf  der  Rota- 
tionsfläche in  einem  ihrer  Punkte  M  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  die  zwei 
nächsten  Punkte  M'  und  M"  und  legen  durch  die  Elemente  MM'  und  M' M" 
kürzeste  Linien,  welche  die  Curve  demnach  in  M  und  M'  berühren.  Der  Winkel 
beider  kürzesten  Linien  ist  der  gesuchte  geodätische  Contingenzwinkel  d%.  Nun 
seien  r^  r  -\-  dr  die  Radien  der  Parallelkreise  in  M,  M'  und  i  und  »  +  dt  die 
Azimnthe  der  beiden  kürzesten  Linien,  %  aber  die  Neigung  der  ersten  kürzesten 
Linie  gegen  den  Meridian  von  M' .    Man  hat  alsdann  einerseits 

dx  =  i'  —  (t  +  d*)» 
andererseits  ist  aber  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

(r  +  ^^0  ßio  *'  —  ^  sin  i  =  0 . 
Aus  der  zweiten  dieser  Relationen  folgt 

sin  t  —  sin  *'        dr 
sin  t  r 

oder  unter  Anwendung  des  Satzes  sin  a  —  sin  &  =>  2  cos  -^  (a  +  ^)  ^in  ^  (o  —  b) 
und  mit  Rücksicht  auf  die  unendliche  Kleinheit  der  Differenz  i  —  t"  und  darauf, 
dass  in  der  Grenze  ^  (i  +  *')  =  *  wird , 

cost'    .        ..        dr 

- — ..  (t  —  t  )  =  _ . 

sin  t  r 

Entnimmt  man  hieraus  i  —  i'  und  substituirt  es  in  die  obige  Gleichung  zvnschen 
du,  }',  i   und  di,  so  kommt 

_  /,  .    ,    sin  I  dr\  dir  sin  i) 

\  cos  t    r  /  r  cos  i 

welches  die  gesuchte  Formel  für  d%  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  auf  einen  auf  der  Rotationsfläche  beweglichen  Punkt 
wirke  eine  Beschleunigung  ein^  welche  fortwährend  in  die  Meridianebene  desselben 
fällt;  dann  hat  die  Projcction  derselben  auf  die  Tangentenebene  der  Fläche  die 
Richtung  der  Tangente  des  Meridians  und  der  frühere  Winkel  a  ist  das  Azimuth  t 
der  Bahn.    Daher  ist 

,  dir  sin  a) 

ax  = ^ 

r  cos  a 

und  folglich 

J*  d-K  i*d{r  sin  «)  ,,      • 

tg  a  J       ^'  ***^  ** 

und  daher  weiter 

C 

V  «  ; , 

r  Bin  a 
sowie 
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9  = 


'tp  sin  y  sin  a       t^  sin  y  .  r*^  sin^a 
wozu  noch  die  Formel  für  den  Widerstand  hinzutritt: 


v^ 


i\^  =  -=j  —  t^  cos  y . 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  z.  B.  die  Bedingungen  aufstellen,  unter 
welchen  ein  schwerer  Punkt  einen  Parallelkreis  der  Rotationsfläche,  deren  Azc 
vertikal  steht,  durchläuft.    Hierfür  ist 

a  =a  -^  TT  ,    r  =  Const.  =  r^ ,     ^  ' 


cos  ö"* 

wo  ^.  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  des  Parallels  und  der  Tangentenebene, 
oder,  was  dasselbe  ist,  den  Winkel  zwischen  der  Axe  und  der  Normalen  der  Fläche 
bedeutet  und  y  «=  ^.    Man  findet 

^  ^0  C*  \         C  , —-- 

V  =  —  =  Vq  ,     — ^  ==       .    X — ? ,     also     —  =  ygro .  tg  ö* , 
ro  °        cos  a*       ^  sm  ^ .  r  J  *  r^         r ./  o     ©      » 

und  mithin 

Der  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  und  die  ümlaufszeit  ist 

»0  T  gtg9  r    g  ' 

wenn  Sn  die  Subnormale  ,— ^  des  Meridians  bedeutet.    Es  ist  also  die  Umlaufszeit 

tg«- 

T  gleich  der  Oscillation  eines  Pendels  von  der  Länge  der  Subnormalen  de  3  Meri- 
dians bei  kleinen  Elongationen. 

§.  16.  Der  glückliche  Erfolg  der  vorstehenden  Methoden  knüpft  sich  theils 
an  den  Begriff  der  geodätischen  Krümmung,  theils  an  die  Wahl  eines  für  die  be- 
sondere Flächengattung  günstigen  Coordinatensystems. 

In  letzterer  Hinsicht  wollen  wir  noch  eine  kleine  Untersuchung  zufügen.  Der 
von  einem  festen  Pole  0  nach  dem  beweglichen  Punkte  M  gezogene  Radius- 
vector  r  bilde  mit  seiner  folgenden  Lage  OM'  den  unendlich  kleinen  Winkel  dft 
und  die  Ebene  dieses  Winkels  mit  der  folgenden  Ebene  M'OM"  den  unendlich 
kleinen  Flächenwinkel  de.  Die  Summe  aller  d^i.  ist  der  mit  einer  festen  Er- 
zeuguogslinie  r^  des  von  r  beschriebenen  Eegelflächenstückes  beginnende  conische 
Winkel  fi  und  die  Summe  alier  do  der  analoge  conische  Winkel  auf  dem  Supple- 
mentarkegel.  Man  kann  r,  fi,  a  als  Polarcoordinaten  des  beweglichen  Punktes 
M  ansehen    und  dessen  Beschleunigung  «p  in  drei  Componenten  zerlegen,  9^  in 

der  Richtung  von  r,  q>    senkrecht  zu  r  in  der  Ebene    von  dyi  und  qp^  senkrecht 

zur  Ebene  von  dft.  Um  dieselben  zu  bestimmen,  suchen  wir  die  Aenderungen 
der  Geschwindigkeit  parallel  diesen  Richtungen  auf  und  summiren  die  derselben 
Richtung   angehörigen    Aenderungen,    nachdem    wir   sie   mit   dt   dividirt    haben. 

Die  Geschwindigkeit  v  =  -  -  =»  hat  nun  zwei  Componenten  r^  =■  -  -  längs 

des  RadiuBvectors  M  und  r    =»  r  -rj,   senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  von  diu, 

"  dt 

Im  Punkte  M'  haben»  wir  ebenso  v  +  <i.t?  längs  OM'  und  v  +  d.«  senk- 
recht  zu  Oüf'  in  der  Ebene  M'OM''  des  folgenden  Winkels  d^.    Eine  Linie, 
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geometrisch  gleich  v^,  von  M'  aus  gezogen,  liefert  sofort  das  geometrische  Dif- 
ferential von  v^  nämlich 

von  dessen  beiden  Gliedern  das  erste  die  Beschleunigungscomponente  -jj^  in  der 

Richtung  des  Badiusvectors,  das  andere  eine  Componente  3-r  -^  senkrecht  dazu 

dt  at 

in  der  Ebene  von  dfi  darstellt.  Ebenso  liefert  eine  v  geometrisch  gleiche  Sirecke 
in  M'  das  geometrische  Differential  von  v   ,  nämlich 

von  dessen  Bestandtbcilen  der  erste  eine  Beschleunigungscomponente  v    -j-  senk- 

f^  dt 

recht  zur  Ebene  von  dfi,  der  zweite  —  r  \-tt)    parallel  r  und  der  dritte  77  (^^) 

senkrecht  zu  r  in  der  Ebene  von  dii  liefert.  Indem  wir  die  verschiedenen  Be- 
standtheile  sammeln,  welche  den  drei  angegebenen  Richtungen  angehören,  er- 
halten wir 

"^r  "  dt^       ^\dt/  '  "^^'^dt  V  dt)  '^  dldt^  rdtV  dt)'     "^^^^^  dt  dt' 

Indem  man  hiemit  die  Gleichung  i?'  =»  (-77)  +  ^'  (777)  combinirt,  gelangt  man 
zu  verschiedenen,  sehr  brauchbaren  Formeln,  von  denen  wir  die  eine  entwickeln 

wollen.    Eliminirt  man   aus  den  Ausdrücken  für  q>^  und  v^  die  Grösse  —  und 

rf'.lr*  d*r       /d  r\^ 

berücksichtigt,  dass  — '  J^     =  ^  17J  "^  \Tf)    ^®^'  ®^  ergibt  sich  sofort 

eine  Formel,  in  welcher  Yvon  de  Villarceau  einen  neuen  Lehrsatz  der  Mechanik 
findet.*)    In  den  Formeln  ist  qp^  positiv  im   Sinne  der  wachsenden  r   gerechnet. 

Ist  der  Punkt  M  auf  eine  Fläche  genöthigt,  so  ist  9^  a-  '^^  4~  -^r  *  i^ämlich 
gleich  der  Componenten  tp^  der  gegebenen  Beschleunigung  t^  längs  des  Badius- 
vectors und  der  Componenten  N^  des  Widerstandes  iV^  längs  desselben. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  einer  Kugelfläche  um  0  als  Mittelpunkt,  so  folgt, 
dar  constant  ist,   t?*  ==  —  (t^^  -j- iV^)  r ,   welche   Gleichung  auch   im   Falle   von 

Reibung,  Luftwiderstand  etc.  fortbesteht,  da  diese  tangentiellen  Einwirkungen 
keine  Componenten  längs  r  besitzen.     Es  ist  ip^  '\-  N  stets  negativ  und  wenn  '^r  »■  0 

ist ,  wird  JV  = 

Ezistirt  für  ip^  eine  homogene  Kräftefunction  U  vom  Grade  x,  so  dass,  wenn 


*)  Vgl.  Yvon  de  Villarceau,  Sur  un  nouveau  tbäor^me  de  Mäcanique 
g^n^rale,  Comptes  rendus  deTAcad.  des  so.  T.  76  (1872),  p.  232,  377,  990;  Gilbert, 
Sur  nn  th^or^e  de  M.  Villarceau;  remarques  et  cons^quences.  Compt  r.  T.  86 
(1877),  p.  1280  n.  T.  86  (1878),  p.  42. 


.  j 
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X,  Y,  Z  die  Gomponenten  von  rp^  parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxen 
sind,  Xdx  +  Ydy  +  ^^^  ^^  dU  ist,  so  wird  • 

und  also  »'  «=  —  (JVr  -{■  xU)  und  da  ^  v'  :=  U  -\-h,  weiter 

^^^      (x  +  iW  +  ih 

T 

Im  Falle  der  Schwere  ist  ^  »>  y^r,  x  =»  1  und  erhält  man  die  bekannte  Formel 
für  N.    N  wird  constant  fär  x  =»  —  2,  d.  h.  wenn 

t^  =  Jr  +  ^  + J.    ai«o   x-^,  r-^.  ^-^.  t/,'».x«+r»+^» 

ist  U.  8.  f. 

Auch  für  eine  Bewegung,  wofür  r  proportional  der  Zeit  sich  ändert,  bleiben 
die  vorstehenden  Folgerungen  in  Kraft. 

Die  Gleichung  j-^  —  r  (-^j     =  <p^  gibt  die  relative  Bewegung  längs  des 

Radius vectors ;  der  Flächenwiderstand  N  ist  senkrecht  zur  Fläche,  welche  r  be- 
schreibt und  kommt  nicht  in  derselben  vor.  Mit  ihrer  Hülfe  kann  z.  B.  die  Be- 
wegung eines  Punktes  in  einer  um  0  rotirenden  engen  Röhre  behandelt  werden. 


Weitere  Studien  über  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  gegebenen  Flächen 
enthalten: 

Serret,  P.,  Theorie  nouvelle  gäomötrique  et  m^canique  des  lignes  ä  double 
courbure,  Paris  1860,  pp.  181—221,  welchem  Werke  wir  eine  Reihe  von  Sätzen 
(§§.  7—14)  entlehnt  haben. 

de  Saint  Germain,  Recueil  d^ezercices  sur  la  m^caniquc  rationnelle,  Paris 
1877,  pp.  269—294. 

Jnllien,  ProbUmes  de  mäcanique  rationelle,  I,  p.  448.  —  Eine  interessante 
Specialfrage  behandelt  Foucault,  L.,  Remarques  concemant  les  mouvements  d^un 
point  oscillant  circulairement  sur  une  surface  de  r^volution  du  second  ordre. 
(Comptes  r.  de  TAcad.  des  sc.  T.  61  (1865),  p.  515.) 


XIII.  Capitel. 

Besohleiinigaiig  im   unveränderlichen  System.     Besohlennigung  der 
Translation  und  der  Botation.    Besohleunigong  der  ebenen 

Bewegung. 

§.  1.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist  bestimmt 
durch  die  Bewegungen  dreier  Pankte.  Sind  daher  die  Geschwindigkeiten 
dieser  nach  Grösse  und  Richtung  gegeben,  sei  es  als  Functionen  der  Zeit 
oder  des  Ort^s  oder  durch  andere  Bedingungen,  so  können  mit  ihrer  Hülfe 
die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen  Systempiuikte  ermittelt  werden.  Die 
LOsimg  dieser  und  anderer  damit  in  Verbindung  stehender  Aufgaben  war 
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Gegenstand  früherer  Untersuchungen.  Auf  fthnliche  Weise  sind  aber  auch 
die  Beschkunigungen  aller  Systempunkte  von  den  Beschleunigungen  dreier 
Punkte  abhängig.  Die  Untersuchungen  hierüber  werden  Gegenstand  des 
vorliegenden  und  der  nächstfolgenden  Capitel  sein. 

Zunächst  untersuchen  wir  die  Beschleunigung  der  Punkte  eines  unver- 
änderlichen Systems,  welches  lur  Zeit  t  eine  Translation  oder  eine  Bota- 
tion  besitzt. 

Im   Falle    einer   Translation    haben   alle  Systempunkte    zur   Zeit  t 

geometrisch   gleiche  Geschwindigkeiten  und    beschreiben  mit  ihnen  in  dem 

nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  geometrisch  gleiche  Elementarwege  ds,  so- 

d  s 
dass  ^  ==  -7:  i^re  gemeinsame  Geschwindigkeit  darstellt.    Besteht  nun  fttr 

das  folgende  Zeitelement  die  Translationsbewegung  des  Systems  fort,  so 
beschreiben  während  desselben  die  Systempunkte  gleichfalls  geometrisch 
gleiche  Elementarwege  von  derselben  oder  von  unendlich  wenig  abweichen- 
der Richtung  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  v\  in  welche  v  Übergegangen 
ist.  Daher  besitzen  alle  Systempunkte  dieselbe  Elementarbeschleunigung, 
welche  ihre   Geschwindigkeit  v  nach  Grösse  und  Richtung   ändert  und  in 

Folge    dessen    auch   dieselbe   Beschleunigung  9   mit  denselben  Tangential- 

,  2 

und  Normalcomponenten   <pt  =  —  und  (pn  =  — •     Es  gentigt   die  Kennt- 

dt  Q 

niss  der  Beschleunigung  eines  einzigen  Systempunktes,  um  die  Beschleu- 
nigung aller  zu  wissen.  Besitzt  das  System  nicht  blos  zur  Zeit  ^,  son- 
dern während  eines  endlichen  Zeitraumes  eine  Translationsbewegung,  so 
gelten  diese  Betrachtungen  für  alle  Momente  dieses  Zeitraumes.  Die  Be- 
schleunigungen aller  Punkte  sind  in  jedem  Momente  geometrisch  gleich, 
ändern  aber  von  Moment  zu  Moment  im  Allgemeinen  ihre  gemeinsame 
Grösse  und  Richtung. 

Besitzt  das  System  zur  Zeit  t  eine  Rotation^  so  sind  die  Geschwindig- 
keiten V  der  Systempunkte  den  Abständen  r  der  Punkte  von  der  Rota- 
tionsaxe  proportional  und  werden,  wenn  o  die  Winkelgeschwindigkeit  be- 
zeichnet, durch  V  =  reo  dargestellt.  Vermöge  dieser  Geschwindigkeiten 
beschreiben  die  Punkte  im  nächsten  Zeitelemente  dt  Wege  ds  =  rm  dt^ 
welche  Kreisen  angehören,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen  und 
deren  Radien  die  Abstände  r  sind.  Besteht  nun  auch  im  folgenden  Zeit- 
elemente die  Rotation  um  dieselbe  Axe  fort,  so  werden  die  Radien  r  die 
Krümmungshalbmesser  der  Bahnen  der  Systempunkte  und  da  sie  für  beide 
Zeitelemente  i^ach  t  constant  sind,  so  erhält  man  für  die  Tanprential-  und 
Normalcomponente  der  Beschleunigung  die  Werthe 

dv  dm  ,  r*a>*  « 
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lim 

WO  3-  =  w'  gesetzt  ist,  iind  weiter  für  die  Bescbleunigung  9?  selbst  und 
dt 


ibre  Neigung  X  gegen  die  Normale  der  Babn 

Für  die  Punkte  in  der  Entfernung  r  =  1  erbält  man 


09 


=  0)',.    9„  =  (0^,     9?  =  1/co*  +  w'*  a=  ö»,     igl  = 


wo  &  als  Abkürzung  dienen  soll. 

Die  Bescbleunigung  der  Punkte  eines  rotirenden  Systems 
sowie  ibre  Tangential-  und  Normalcomponente  sind  dem  Ab- 
stände r  der  Punkte  von  der  Botationsaxe  proportional  und  wer- 
den aus  den  entsprecbenden  Grössen  für  die  Einbeit  der  Ent- 
fernung durcb  Multiplication  mit  r  gefunden.  Für  die  Einbeit 
der  Entfernung  ist  die  Tangentialbescbleunigung  die  Derivirte 
der  Winkelgescbwindigkeit  nacb  der  Zeit,  die  Normalbescbleu- 
nigung  aber  gleicb  dem  Quadrate  der  Winkelgescbwindigkeit. 
Die  Neigung  der  Bescbleunigung  gegen  die  Normalen  der  Bahn 
ist  für  alle  Sjstempunkte  dieselbe;  die  Ricbtung  der  Normal- 
bescblennigung  schneidet  die  Botationsaxe  rechtwinklig. 

Die  Tangentialcomponente  cd'  beisst  die  Winkelbeschleunigung 
des  Systems. 

Besitzt  das  System  eine  endliche  Zeit  hindurch  eine  Rotation  um'  die- 
selbe Axe,  so  gelten  diese  Betrachtungen  für  jeden  Moment  derselben.  Ist 
die  Rotation  gleichförmig,  also  co  constant,  so  ist 

9^  =  0,    9n  =  yw*  =  9»   ^«=0; 
die  Totalbeschleunigung  9  reducirt  sich  dann  auf  die  Normalbeschleunigung 
and  ist  senkrecht  zur  Axe. 

Aus  der  Beschleunigung  eines  einzigen  nicht  in  der  Axe  gelegenen 
Punktes  eines  rotirenden  Systems  können  die  Beschleunigungen  aller  Punkte 
gefunden  werden. 

2.  Wir  gehen  über  zur  Beschleunigung  der  ebenen  Bewegung. 
Was  wir  hier  mittheilen,  ist  bis  auf  weniger  Wichtiges  der  Inhalt  nebst 
weiterer  Ausführung  unserer  Abhandlung:  „üeber  den  Bescbleunigungszustand 
des  ebenen  unveränderlichen,  in  der  Ebene  beweglichen  Systems*^  (Scblö- 
milch's  Zeitschr.  f.  Mathem.  B.  XIX,  S.  185,  u.  ffg.). 

Der  momentane  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen  ebenen 
in  der  Ebene  beweglichen  Systems  zur  Zeit  t  ist  durch  die  Lage  des  Mittel- 
punktes C  der  Geschwindigkeiten  (des  Momentancentrums),  die  Grösse  oo  und  den 
Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  vollkommen  bestimmt.  Die  Geschwindigkeit 
v^ra   eines  Systempunktes  M  in  der  Entfernung  CM  ■■  r  von  C  ist 
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auf  concentrischen  Kreisen  um  C  nach  Grösse,  auf  den  Stralen  dieses 
Punktes  nach  Richtung  constant,  f(lr  Punkte  desselben  Strales  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  C  aber  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt.  Die  Pankie 
M  beschreiben  in  dem  auf  t  folgenden  Zeitelemente  dt  Bogenelemente 
ds  =  rtadt  senkrecht  zu  CM  und  dem  Sinne  nach  harmonirend  mit  co. 
Der  Mittelpunkt  der  Oeschwindigkeiten,  dessen  Geschwindigkeit  momentan 
Null  ist,  wechselt  im  Allgemeinen  im  System,  wie  in  der  Ebene ^  in  wel- 
cher die  Bewegung  erfolgt.  Der  Oi't  aller  Mittelpunkte  C  in  der  Ebene 
der  Bewegung  ist  eine  Curve  (C7),  der  Ort  der  Systempunkte  F,  welche 
nach  und  nach  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  werden,  eine  Curve  (T) 
im  System  und  es  rollt  im  Laufe  der  Bewegung  die  Curve  {F)  auf  der 
Curve  (C)  ohne  zu  gleiten,  so  dass  der  Berührungspunkt  beider  Curven 
Mittelpiinkt  der  Geschwindigkeiten  ist  fELr  die  Lage  des  beweglichen  Systems, 
welche  durch  die  zugehörige  Lage  der  Curve  (JT)  auf  der  Curve  (0)  cha- 
rakterisirt  wird.    (Vgl.  Cap.  IV,  §.  2.) 

Aehnliches  gilt  von  dem  Beschleunigungszustande  des  Systems  zur 
Zeit  t^  welcher  zu  dem  Geschwindigkeitszustande  dieser  Zeit  hinzutritt,  um 
ihn  in  den  Geschwindigkeitszustand  des  nächstfolgenden  Moments  t  -{-  dt 
überzuführen,  d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  co  um  C  in  die  Winkel- 
geschwindigkeit (ü  -\-  d(o  um  den  folgenden  Mittelpunkt  C  umzuändern. 

Es  seien  co  und  (o  -^^  d(o  die  Winkelgeschwindigkeiten  d&s  Systems 
zu  den  Zeiten  t  und  t  -\-  dt,  so  dass  dasselbe  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit A  während  des  ersten  auf  t  folgenden  Zeitelementes  um  C,  mit  <a  -{-  dat 
während  des  zweiten  Zeitelementes  um  C  rotirt  (Fig.  175).    Nach  Cap.  III, 

ip  gf^4t»  §22  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  co  -}~  ^^  ^^ 

f  ?' ^L-     zweiten     Zeitelementes     äquivalent     der    Winkel- 

^  ^     geschwindigkeit  od  um  C  und  der  unendlich  kleinen 

i^»«-  175.  Winkelgeschwindigkeit  (ico  um  ein  gewisses  mit  C 

und  C'  in  gerader  Linie  liegendes  Centrum  H.  Indem  wir  diese  beiden  Com- 
ponenten  an  die  Stelle  von  (o-\-dta  während  des  zweiten  Zeitelementes  treten 
lassen,  besteht  die  Bewegung  des  Systems  in  einer  Rotation  um  C  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  o  zwei  Zeitelemente  hindurch  und  einer  Rotation  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  d(o  um  H  während  des  zweiten  dieser  Zeitelemente. 
Da  die  Punkte  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  C  vermöge  der  Rotation 
um  diesen  Punkt  zwei  Zeitelemente  hindurch  unveränderliche  Geschwindig- 
keit G)  besitzen,  so  ist  ihre  Tangentialbeschleunigung  Null  und  haben  die- 
selben blos  centripetale  Beschleunigung  nach  C  hin  gerichtet  gleich  co^ 
Vermöge  der  Rotation  um  H  erlangen  die  Punkte  in  der  Entfernung  gleich 
der  Einheit  von  H  den  unendlich  kleinen  Geschwindigkeitszusatz  dta^  senk- 
recht zu  den  Stralen  dieses  Punktes,  auf  welchen  sie  liegen.  Diese  unend- 
lich kleine  Geschwindigkeitsänderung dco  nennen  wir  die  Elementar  winkel« 
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beschleunigung   des   Systems   zur    Zeit  t  und  H  ihren   Mittelpunkt; 

dcD         , 
dieselbe  Grösse  aber,   auf  die  Zeiteinheit  bezogen,  nämlich  a=  — -s=(ö^ 

di 

dessen  Winkelbeschleunigung  und  H.  ebenso  ihren  Mittelpunkt.  Die 
Winkelbeschleunigung  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  dco  positiv  oder 
negativ  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Winkelgeschwindigkeit  co  wächst  oder 
abnimmt.  Der  Mittelpunkt  der  Winkelbeschleunigung  liegt  auf  der  ge- 
meinsamen Tangente  der  Curven  (0),  (r)  auf  dem  Halbstrale  vom  Sinne 
OC  bei  positivem,  auf  dem  Halbstrale  des  Sinnes  CG  bei  negativem  e^o, 

m 

im  Abstände  CHT,  welcher  aus  der  Proportion 

CC        C'H  _      CH 

dd)  G)    .       CO  -|-  d(o 

folgt.    Verbinden  wir  hiemit  die  Geschwindigkeit  u,  mit  welcher  der  Mittel- 

pnnkt  C  der  Geschwindigkeiten  wechselt,  nämlich  die  Grösse  u  «=  -— ,  so 

dv 

ergibt  sich    ftlr   den    gesuchten  Abstand   CH^    den   wir  mit  c  bezeichnen 

wollen : 

CDU 

a 

Diese  Entwickelung  führt  uns  zu  dem  Satze: 

D  er  Beschleunigungszu stand  des  beweglichen  ebenen  Systems, 
welcher  den  Geschwindigkeitszustand  desselben  zur  Zeit  t  ändert, 
wird  durch  zwei  Beschleunigungscomponenten  dargestellt:  die 
CentripetalbeschleuniguDg  und  die  Winkelbeschleunigung.  Die 
erstere  ist  nach  dem  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  ge- 
richtet und  hat  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  diesem  die 
Intensität  co^,  letztere  ist  senkrecht  zu  den  Strahlen  ihres  Mit- 
telpunktes Hy  welcher  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Cur- 
ven (0),  (r)  liegt  und  besitzt  in  der  Entfernung  gleich  der  Ein- 
heit von   diesem   die   Intensität    a  *»  (o\    Die  Entfernung  c   der 

Hittelpunkte  C  und  H  von  einander  ist  c  =  —  •    Die  Punkte  in 

a 

der  Einheit  der  Entfernung,  von  C  und  H  erlangen   durch  diese 

Beschleunigungscomponenten  die  elementaren  Geschwindigkeits- 

ttnderungen  nol^dt  und  adt  »=  dm  in  den  Richtungen  derselben. 

Ist  der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten   stationär,  also  u  =»  0, 

80  fällt  der  Mittelpunkt  H  der  Winkelbeschleunigung  mit  ihm  zusammen. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  m  constant,  ohne  dass  u  *»  0  ist,  so  rückt 

H  Ins  Unendliche.    Wird  o»  zur  Zeit  t  gleich  0,  ohne  dass  u  unendlich 

i,  80  fkllen  E  und  0  ebenfalls  znsammen. 
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§.  3.  Mit  Hülfe  der  im  vorigen  §.  benutzten  Zerlegung  der  Bewegung 
des  Systems  in  eine  Rotation  um  C  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o 
während  beider  Zeitelemente  und  eine  Rotation  mit  d^r  Winkelgeschwin- 
digkeit cZcD  um  H  während  des  zweiten  dieser  Zeitelemente  ergibt  sich 
ebenso  der  Satz  (Fig.  176): 

I>\%  Beschleunigung  cp  eines  Systempunktes  3f,  dessen  Ent- 
fernungen   vom    Mittelpunkte    C   der   Geschwindigkeiten    r   und 

vom  Mittelpunkte  H  der  Winkelbe- 
schleunigung /  sind,  hat  zwei  Comj>o> 
nenten:  die  centripetale  Beschleuni- 
gung co^r  nach  C7  gerichtet  und  die  von 
der  Winkelbeschleunigung  herrühren- 
de  Beschleunigung  «/ se.nkrecht  zu  r 
und  dem  Sinne  nach  mit  o  harmouirend  oder  nicht  harmonirend, 
je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  wollen  dem  System  für  das  zweite  Zeitelement  um  C  die  unend- 
lich kleine  Winkelgeschwindigkeit  gleich  der  Elementarbeschleunigung  do 
in  deren  Sinn  und  zugleich  im  umgekehrten  Sinne  ertheilen  (Fig.  177)  und 
von    diesen    beiden   zugefügten    Componenten    die   erste   mit   der  Winkel- 
^^^  geschwindigkeit  o    des    zweiten    Zeitelementes 

©^  fi'  ja:         ^™   ^  2^  (ö  +  dco,  die   andere   aber   mit  der 

"3    '  k3  Elementarwinkelbeschleunigung    dtü   um   H  zu 

J.J    J77  dem    Rotationspaare    (eioo,   — dw)    verbinden, 

welches  einer  unendlich  kleinen  Translations- 
geschwindigkeit C  H  ,  diu  SS  cdta  =  cadt  *==»  tau  dt  parallel  zur  Nor* 
malen  der  Corvo  (C)  äquivalent  und  nach  derjenigen  Seite  der  Tangente 
von  (C)  gerichtet  ist,  nach  welcher  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  das  System 
nicht  in  Rotation  versetzt.  Das  System  rotirt  alsdann  im  ersten  Zeitele- 
mente mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  0,  im  zweiten  Zeitelemente 
mit  (0  -^  dco  gleichfalls  um  C  und  besitzt  in  diesem  Zeitelemente  zugleich 
die  unendlich  kleine  Translationsgeschwindigkeit  cd  uc2  f.  Die  Beschleunigung 
des  Systempunktes  M  setzt  sich  daher  zusammen  aus  der  Beschleunigung, 
welche  von  dieser  Rotation  herrührt  und  in  die  centripetale  Beschleunigung 
cD^r  und  die  tangentiale  rca  =  ccr  zerfällt,  sowie  aus  der  für  alle  System- 
punkte gleichen  Beschleunigung  cd  u  ,  welche  durch  das  Rotationspaar 
veranlasst  wird.  Die  letztere  Componente  rührt  allein  von  dem  Wechsel 
des  Mittelpunktes  der  Qeschwindigkeiten  her  und  verschwindet,  wenn  das 
System  blos  um  C  rotirt.  Wir  können  sie  als  das  Winkelbeschleunigungs- 
paar (fi(, — a)  mit  dem  Momente  ac  =^  tau  aufÜEtösen. 
Wir  erhalten  hiedurch  den  Satz  (Fig.  178): 
Die  Beschleunigung  des   Systempnnktes  M  ist  darstellbar 
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durch  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine  die  Beschleunigung 
ist,  welche  der  Systempunkt  haban  würde,  wenn  der  Mittel- 
punkt der  Geschwindigkeiten  C  nicht 
wechselte,  während  die  andere  von  die- 
sem Wechsel  de,s  Mittelpunktes  der 
Geschwindigkeiten  herrührt.  Die  er- 
stere  zerfällt  in  die  centripetale  Com- 
ponente  co^r,  welche  nach   dem  Mittel- 

Pig.  178.  *^  ' 

punkte  C  hin  gerichtet  ist  und  in  die 
Tangentialbeschleunigung  ccr  senkrecht  zu  dem  Strahle  des  Mit- 
telpunktes C,  welcher  durch  M  geht,  und  bildet  mit  der  Nor- 
malen  GM  der  Bahn   des    Systempunktes    den    constanten  Win- 

a 

kel  X,  für  welchen  tang  X  = -s  ist.    Die  letztere  ist  von  der  Lage 

des  Punktes  M  i;n  System  unabhängig,  senkrecht  zur  Tangente 
der  Curve  (0)  und  nach  derjenigen  Seite  dieser  Tangente  ge- 
wandt, nach  welcher  die  Winkelgeschwindigkeit  o  das  System 
nicht  dreht;  sie  wird  durch  das  Moment  ac  =  tau  des  Winkel- 
beschleunigungspaares (a,  — a)  ausgedrückt. 

Hieraus  erhellt,  dass  sämmtliche  Punkte  des  Systems  eine  gemeinsame 
Beschleunigungscomponente  haben.  Sie  ist  die  Beschleunigung  des  Mittel- 
punktes C  der  Geschwindigkeiten.  Denn  für  ihn  ist  wegen  r  ==  0  die  Be- 
schleunigung, welche  von  der  Rotation  um  C  herrührt,  NuU,  die  von  der 
Winkelbeschleunigung  a  um  H  herrührende  ist  aber  a  c  und  senkrecht  zu  c. 

§.  4.  Es  kann  gefragt  werden,  ob  es  im  System  Punkte  gebe,  deren 
Beschleunigung  Null  ist.  Aus  dem  ersten  Satze  des  §.  3  folgt,  dass  ein 
solcher  Punkt  den  Bedingungen  genügen  müsse:  1.  dass  die  Componenten 
cD^r  und  ar,  von  denen  die  erste  längs  r  gerichtet,  die.  zweite  senkrecht 
zu  /  ist,  in  eine  Gerade  fallen,  2.  dass  dieselben  entgegengesetzten  Sinnes 
seien  und  3.  dass  ihre  Grösse  dieselbe  sei.  Der  ersten  Bedingung  zufolge 
kann  ein  solcher  Punkt  nur  auf  dem  Kreise  liegen,  der  über  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  und  der  Winkelbeschleu- 
nigung als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann.  Verfolgt  man  aber  die 
Punkte  dieses  Kreises,  so  erkennt  man  leicht,  dass  nur  die  Punkte  der 
einen  Hälfte  desselben  der  zweiten  Bedingung  genügen.  Für  positive  wie 
negative  Werthe  von  a  haben  nur  die  Punkte  auf  der  Seite  von  CH  ent- 
gegengesetzte Beschleunigungscomponenten,  nach  welcher  die  Rotation  nicht 
erfolgt,  die  der  andern  Seite  haben  Beschleunigungscomponenten  co^r  und 
a/,  welche  beide  nach  C  hingerichtet  sind.  Die  Beschleunigung  ist  auf 
dem  ersteren  Halbkreise  w'r  —  «/,  auf  dem  zweiten  co*r  +  «/.  Der 
dritten  Bedingung  gemäss  muse  o'r  —  ar  *»  0,  d.  h. 
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sein.  Der  Ort  der  Punkte,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  ist  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  auf  CB.  liegt  und  welcher  die  Strecke  CH.  im  Ver- 
hältnisse a  :  ix?  harmonisch  theilt.  Dieser  Kreis  schneidet  mithin  den  Yor- 
hin  bezeichneten  Halbkreis  über  CK  in  dem  einzigen  Punkte,  dessen  Be- 
schleunigung verschwindet.  Der  Stral  des  Punktes  C,  welcher  nach  diesem 
Punkte  geht,  bildet  mit  der  Normalen  der  Curve  (C)  den  Winkel  X,  Da- 
her (Fig.  179): 

Es  gibt  in  dem  beweglichen  System  für  jeden  Zeitmoment 
nur  einen  Punkt,  dessen  Beschleunigung  Null,  dessen  Geschwin- 
digkeit in  diesem  Momente  also  nach  Orösse 
und  Richtung  stationSr  ist^  Wir  nennen  die- 
sen Punkt  den  Mittelpunkt  der  Beschleuni- 
gungen und  bezeichnen  il^l  mit  Gr, 

Der   Mittelpunkt    Q-    der    Beschleuni- 
gungen liegt  stets  auf  derjenigen    Seite 
der    gemeinsamen   Tangente    der  Curven 
(C)  und   (jT),  nach  welcher    die   Rotation 
Fl»  i'9-  des  Systems  um  C  nicht  erfolgt  und   mit 

dem  Mittelpunkte  B.  der  Winkelbeschleunigung  auf  gleicher 
Seite  der  Normalen  dieser  Curven. 

Die  Abstände  r^,  ro  des   Punktes  6r  von  C  und  IL  ergeben  sich  mit 
Hülfe  der  Gleichungen 

nämlich 

uc  COM  ,  a)*c  cj^tt 


^0        ^/~  *-,  ^v         -./-r  7 — 5V    ''o 


Eine  Linie  durch  G  parallel   zur  Normalen  der  Curve   {C)  theilt  die 
Strecke  CH  im  Verhältniss 


!j_  ^^  fL 


Ist    die    Winkelgeschwindigkeit    cd    coustant,    also  a  =  0 ,    so    wird 

Od  U  ,  U 

c  =  —  =  oo ,  mithin  r^^  =  cx) ,    aber  r^  =  —  •    Der  Mittelpunkt  der  Be- 
tt CO 

schleunigungen  fällt  dann  in  die  Normale  der  Curve  (C).     Seine  Lage  in 

diesem  Falle  ist  ein  Punkt  J*,   welcher  in  späteren  §§.  eine  Rolle  spielen 

U  CDU       €C 

wird:  man  nennt  ihn  den  Wendepol.    Dar||  =  —  =  —  •  -^  =  c.tgiL80 
ist  J  der  Schnittpunkt  der  Geraden  HO  mit  der  Normalen  an  (C). 
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Fällt  der  Mittelpunkt  C*  der  Geschwindigkeiten  ins  Unendliche  und 
wird  (0  =  0,  aber  so,  dass  r©  endlich  und  für  alle  Punkte  constant  gleich 
V  wird,  so  hat  das  System  eine  Translationsgeschwindigkeit.  Für  sie  fällt 
G  mit  C  und  H  im  Unendlichen  zusammen.  Die  parallelen  Richtungen  der 
Normalen  der  Bahnen  der  Systempunkte  gehen  durch  G  und  die  Beschleu- 
nigungen aller  Punkte  sind  geometrisch  gleich. 

§.5.  ^s  seien  (Fig.  180  und  181)  C,  fi',  (^  die  Mittelpunkte  der 
Geschwindigkeiten,  der  Winkelbesohleunigung  und  der  Beschleunigung  und 


¥ig.  180. 


Fig.  181. 


CH  =  c,  CG  =  Tq,  hg  =  To  ihre  Entfernungen  von  einander.  Ein  be- 
liebiger Systempunkt  M  in  den  Entfernungen  CM  =  r,  HM  =  /,  GM  =p 
von  diesen  Punkten  besitzt  die  beiden  Beschleunigungscomponenten  co^r 
iSngs  MC  nach  C  hingerichtet  und  ar  senkrecht  zu  HM  und  dem  Sinne 
nach  harmonirend  mit  a.  Wir  zerlegen  die  centripetale  Componente  oo^r 
nach  p  und  parallel  6r(7;  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  hiezu  dienenden 
Figuren  erhalten  wir  hiedurch  statt  co^r  die  Componenten  col^p  nach  G  hin 
gerichtet  und  a^rQ  parallel  GC,  Die  letztere  ist  von  der  Lage  des  Punk- 
tes Jlf  im  System  unabhängig,  für  alle  Punkte  dieselbe  nach  Grösse,  Rich- 
tung und  Sinn  und  stellt  die  centripetale  Beschleunigung  des  Punktes  G 
dar.  Die  von  der  Winkelbeschleunigung  a  herrührende  Componente  ccr 
lösen  wir  ebenfalls  in  zwei  Componenten  auf.  Zu  dem  Ende  denken  wir 
zunächst  dem  System  um  G  zw^i  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  kleine 
Geschwindigkeitscomponenten  gleich  der  Elementarwinkelbeschleunig^g  dco 
um  H  ertheilt  und  erhalten  dadurch  anstatt  doa  um  H  die  Elementar win- 
kelbeschlennigung  dm  um  G  in  Verbindung  mit  dem  Rotationspaare 
(dflo,  —  doo),  dessen  Moment  dto  ,  GH  eine  unendlich  kleine  Translations- 
gesohwindigkeit  senkrecht  zu  GH  und  dem  Sinne  nach  mit  dto  nm  H 
harmonirend  darstellt.  Indem  wir  mit  dem  Zcitelemente  dt  dividirt  denken, 
treten  hiedurch  an  die  Stelle  der  Winkelbeschleunigung  a  um  H  dieselbe 
Winkelbesohleunigung  a  um  G  in  Verbindung  mit  der  Beschleunigung  ar\ 
senkrecht  za  GH,  Die  Winkelbeschleunigung  a  um  G  veranlasst  im  Punkte 
M  die  Beschleunigungscomponente  ap  senkrecht  zum  Strahle  GM  und 
hännonirenden  Sinnes  mit  a,  welche  in  Verbindung  mit  der  B^*^OE^fö<Qx^^%^s^% 

Sonui,  MeeluuDilL  I.  *i^ 
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ccr'^  die  aus  der  Winkelbeschleunigung  a  entspringende  Beschlennigongs- 
componente  ar  vertreten  kann.  Die  Componente  ar^  ist,  wie  »*  r^  von  der 
Lage  des  Sjstempunktes  unabhängig  und  stellt  die  aus  der  Winkelbeschleu- 
nigung stammende  Beschleunigung  des  Punktes  G  dar.  Diese  beiden  letzt- 
genannten Componenten  tilgen  sich  daher  an  jedem  Sjstempunkte  JSf,  wie 
sie  sich  am  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  tilgten  (§.  4).  Demnach 
bleiben  am  Punkte  3f  die  Componenten  cal^p  und  ap,  so  dass  wir  zu  fol- 
gendem Satze  gelangen: 

Die  Beschleunigung  (p  eines  Systempunktes  M  in  der  Ent- 
fernung jp  vom  Mittelpunkte  G  der  Bechleunigungen  kann  durch 
zwei  Componenten  dargestellt  werden:  die  centripetale  Be- 
schleunigung oo^jp,  nach  dem  Punkte  G  hin  gerichtet  und  der 
Entfernung  von  diesem  proportional  und  die  Beschleunigung 
ccp,  von  der  Winkelbeschleunigung  cc  herrührend,  senkrecht  zum 
Strahle  GM  des  Beschleunigungsmittelpunktes,  harmonirenden 
Sinnes  mit  a  und  gleichfalls  dem  Abstände  p  proportionaL 

Aus  diesen  zu  einander  rechtwinkligen  Componenten  ca^p  und  ap  er- 
hält man  die  Grösse  q)  der  Beschleunigung  und  ihre  Neigung  X  gegen  den 
Stral  C^^af,  nämlich: 

9  =pyGi^  +  a^  ^pd,     tgA=     j- 

CO 

Hieraus  folgt  weiter: 

Die  Beschleunigung  des  Systempunktes  ist  der  Entfernung 
vom  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  proportional  und  auf 
concentrischen  Kreisen  um  diesen  Punkt  constant.  Sie  bildet  in 
allen  Punkten  des  Systems  mit  dem  Strale  dieses  Punktes  con- 
stanten  Winkel  und  ist  längs  eines  und  desselben  Strahles  con- 
stant nach  Richtung,  in  zwei  Punkten  desselben  Strahles  abelr, 
welche  auf  verschiedenen  Seiten  des  Beschlennigungsmittel- 
punktes  liegen  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt. 

Die  Existenz  der  centripetalen  Beschleunigungscomponente  a^p  be- 
wirkt, dass  der  Winkel  A,  den  q)  mit  dem  Strahle  GM  bildet^  nicht  grösser 
als  ^  TT  sein  kann. 

Die  vorstehende  Reduction  der  Beschleunigungen  ist  anwendbar  nicht 
blos  für  den  Punkt  G^  sondern  auch  für  jeden  andern  Punkt  P,  nur  tilgen 
sich  bei  der  Wahl  eines  solchen  die  Componenten  wie  oh^Tq  und  ccr^  nicht 
Man  kann  die  Beschleunigung  auch  hier  aus  zwei  Componenten  co^ .  PM 
und  a  .  PM  bilden,  die  erste  nach  P  gerichtet,  die  zweite  senkrecht  zu 
PMy  zu  welchen  aber  noch  m^  .  PC  und  er .  PH  hinzutreten,  von  denen  die 
eine  parallel  PC,  die  andere  senkrecht  zu  PH  ist 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  bemerken,  dass  das  System  der  centri- 
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petalen  Beschleunigungen  wie  co^r  von  einem  Centrum  auf  das  andere  Über- 
tragen werden  kann,  wenn  man  allen  Systempunkten  eine  gemeinschaftliche 
Beschleunigung  hinzugefügt,  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Quadrate  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Abstände  beider  Centra,  parallel  diesem 
Abstände  und  von  dem  Sinne,  welcher  vom  zweiten  Centrum  nach  dem 
ersten  hinzeigt.  Ebenso  kann  jedes  von  einer  Winkelbeschleunigung  her- 
rührende System  von  Beschleunigungen  auf  ein  anderes  Centrum  der 
Winkelbeschleunigung  bezogen  werden,  wenn  zugleich  dem  System  eine 
Translationsbeschleunigunff  gleich  dem  Momente  des  Paares  von  Winkel- 
beschleunigungen zugefügt  wird,  welches  durch  die  Winkelbeschleunigung 
um  das  zweite  Centrum  gebildet  wird. 

Wenn  man  auf  die  hier  angedeutete  Weise  z.  B.  die  Beschleunigungen 
(a*j)  und  ap  von  G  auf  C  überträgt,  so  ergeben  sich  co^r,  ar  in  Verbin- 
dung mit  co^rQ  parallel  CG-  und  ccVq  senkrecht  zu  C6r,  welche  beide  zu- 
sammen die  Componente  r^  y(o^  +  «^  =  cau  =  ac  (s.  §.  2)  liefern,  wel- 
ches die  Beschleunigung  des  Punktes  C  ist.  Dies  Resultat  stimmt  mit  dem 
zweiten  Satze  des  §.  3.  überein.  Man  erkennt  hierin  mit  Leichtigkeit  den 
etwas  allgemeineren  Satz: 

Man  kann  die  Beschleunigungen  des  Systems  vom  Beschleu- 
nigungsmittelpunkte 6r  auf  jeden  andern  Punkt  P  übertragen, 
indem  man  zugleich  allen  Systempunkten  die  Beschleunigung 
des  Punktes  P  ertheilt. 

§.  6.  Der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  hat  keine  nach  C 
gerichtete  Centripetalbeschleunigung,  seine  Beschleunigung  rührt  blos  von 
der  Winkelbeschleunigung  a  um  //  her  und  ist  dieselbe  « c  =  co  w  und 
parallel  zur  Normalen  der  Curve  (C).  Da  die  Beschleunigungen  aller  Punkte 
eines  Strales  von  G  parallel  sind,  so  ist  die  Gerade  CG  der  Ort  aller 
Punkte,  deren  Beschleunigung  der  Normalen  der  Curve  (C)  parallel  ist. 

Der  Mittelpunkt  //  der  Winkelbeschleunigung  besitzt  blos  Centripetal- 
beschleunigung nach  C  hin.  Daher  ist  die  Gerade  GH  der  Ort  aller  Punkte, 
deren  Beschleunigung  parallel  der  Tangente  der  Curve  (O)  ist. 

Von  den  beiden  hier  erwähnten  Geraden  bildet  die  erste  mit  der  Nor- 
malen, die  letztere  mit  der  Tangente  der  Curve  (C)  den  Winkel  1,  für 
welchen  tg  A  =  a  :  w^;  da  sie  sich  in  G  schneiden  und  durch  C  und  // 
gehen,  so  sind  sie  senkrecht  zu  einander  und  können  zur  Ai^findung  des 
Mittelpunktes  der  Beschleunigungen  dienen. 

§.  7.  Die  Gerade  CM  ist  die  Normale  der  Bahn  des  Systempunktes 
M.  Für  Punkte  ohne  Tangentialbeschleunigung  müssen  die  beiden  Com- 
ponenten  der  Beschleunigung,  die  centripetale,  nach  C  gerichtete  co^r  und 
die  zu  MH  senkrecht  von  der  Winkelbeschleunigung  um  H  herrührende 
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in  diese  Normale  fallen.     Für  sie  müssen  also  CM  und  MH  vi  einander 
rechtwinklig  werden.    Daher: 

Der  Kreis,  welcher  über  dem  Abstände  der  Mittelpunkte  C 
und  H  der  Geschwindigkeiten  und  der  Winkelbeschlennigung 
als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann,  ist  der  Ort  der 
Sjstempunkte  ohne  Tangentialbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  dieses  Kreises  ist  blos  Normalbeschlea- 
nigung  9)„  =  ß)^r  +  ar,  wo  das  Zeichen  ( — )  für  die  Punkte  auf  der 
Seite  von  CH  gilt,  auf  welcher  der  Beschleunig^ingsmittelpunkt  liegt,  das 
Zeichen  (-{-)  für  die  andere  Seite  und  die  Beschleunigung  positiv  nach  C 
hin  gerechnet  ist. 

Da  die  Tangentialbeschleunigung  der  Punkte  des  Kreises  Null  ist,  so 
ist  ihre  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  stationär,  also  im  Allgemeinen  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  in  Bezug  auf  Zeit  oder  *  Ort. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  HMC,  den  die  Strahlen,  welche  von  irgend 
einem  Systempunkte  M  nach  den  Mittelpunkten  C  und  H  der  Geschwindig- 
keiten und  der  Winkelgeschwindigkeit  gezogen  werden  können,  mit  einan- 
der bilden,  positiv  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  m  gerechnet  mit  e, 
so  ist  die  Tangentialbeschleunigung  (pt  bestimmt  durch  die  Gleichung 

q)t  =  ccr  cos  s 
und  positiv   für  die  Punkte  ausserhalb   des  Kreises  über   CH  als  Durch- 
messer, negativ  für  die  Punkte  im  Innern  desselben.    Daher  der  Satz: 

Der  Kreis,  welcher  den  Ort  der  Systempunkte  ohne  Tangen- 
tialbeschleunigung darstellt,  scheidet  die  Punkte,  deren  Ge- 
schwindigkeit zur  Zeit  t  wächst  von  denen,  deren  Geschwindig- 
keit im  Abnehmen  begriffen  ist;  die  ersteren  liegen  ausserhalb, 
die  letzteren  innerhalb  desselben. 

Der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  hat  keine  Tangentialbeschleu- 
nigung und  liegt  auf  dem  genannten  Kreise  (§.  4). 

Die  Punkte  M  gleicher  Tangentialbeschleunigung  a  genügen  der  Be- 
dingung q>t  =  a^  /  cos  £  =  a  :  cc.  Bezeichnet  -ö"  den  Winkel,  welchen  der 
Radiusvector  GM  =  r ,  vom  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  nach  M 
gezogen,  mit  CH  bildet,  so  ist  die  Sehne,  welche  er  in  dem  Kreise  der 
Punkte    ohne   Tangentialbeschleunigung    bestimmt    c  cos  O  =  r  —  r  cos  e . 

Hiemit    erhält   man    für   die  Punkte   M  die    Gleichung  r  ==  c  cos  O  -^ • 

Der  Ort  derselben  wird   daher  erhalten,  indem   man  auf  den  Strahlen  des 

Punktes  C  von  ihrem  Schnittpunkte  D  mit  dem  Kreise  die  Länge  DM  =  — 

ff 

aufträgt  und  ist  daher  eine  Pascarsche  Schneckenlinie  (Fig.  182). 

Für   die  Punkte   dieser  Curve   ausserhalb  des  Kreises  ist  die  Tangential- 
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Fig.  182. 


bescbletmiguDg  der  positive  Werth  von  a  =^  cc .  DM,  für  die  inneren  der 
negative;   der  Doppelpunkt  C  der  Curve  genügt  der  Forderung  nicht,    da 

seine  Beschleunigung  ac  die  Tangentialbe- 
schleunigung ist.  Für  a  =  Ca  wird  die 
Curve  eine  Cardioide,  für  a  =  0  der  Ereis 
über  CH  als  Durchmesser. 

Die  Tangentialbeschleunigung  ist 
constant  auf  den  einzelnen  Curven 
einesSystems  Pascarscher  Schnecken- 
linien, welche  den  Mittelpunkt  der 
Geschwindigkeiten  zum  Doppelpunkte, 
die  Tangente  der  Curve  (G)  zur  Sym- 
metrieaxe  und  den  Kreis  verschwin- 
dender Tangentialbeschleunigung  zur  Basis  haben. 

Mit  Hülfe  von  c  cos  O  =  r  —  r  cos  «  erhält  man 

(pf  CSS  ar  cos  £  =  a  (r  —  c  cos-  O)  =  a  (r  —  r^) , 

wenn  r^  der  Badinsvector  von  der  Richtung  r  bis  an  den  Tangentialkreis 
ist.  Die  Tangentialbeschlennigang  eines  Systempunktes  ist  also  der  Diffe- 
renz r  —  r^  proportional. 

§.  8.  Die  Normalbeschleunigung  q)n  des  Systempunktes  31  besteht 
ans  der  centripetalen  Componente  rn^r  und  dem  Bestandtheile  ar  sin  e  der 
von  der  Winkelbeschleunigung  a  um  H  herrührenden  Beschleunigung  ar\ 
deren  anderer  Bestandtheil  ar  cos  s  die  Tangentialbeschleunigung  q>t  bildet. 
Sie  ist  daher  <pn  =  o^r  —  a/  sin  €,  wenn  hinsichtlich  des  Sinnes  von  s 
die  obige  Bestimmung  festgehalten  wird.  Die  Punkte  itf ,  deren  Normal- 
beschlennigung  verschwindet,  genügen  daher  der  Bedingung 

(o^r  —  a/  sin  £  =  0 

und  da  c  cos  d'  ^  r  sin  e  ist,  wenn  d^  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  r 

mit  der  Normalen  der  Curve  (C)  bildet  (Fig.  183),  so  geht  diese  Bedin- 

a  c 
gung    über    in    r  =  — ö  cos  d"'    oder    da 

ÜO 

u  , 

ac  =  WM  ist,  in  r  =      cos  -ö"  .    Trägt  man 


CO 


?•' 


Fig.  183. 


daher  auf  der  Normalen  von  (C)  nach  der 

■^     Seite  von  Ci/,  auf  welcher  der  Mittelpunkt 

der    Beschleunigungen    liegt,    die    Länge 


u 


CJ^^  —  auf,  80  sind  die  Punkte  M  ohne  Normalbeschleunigung  die  Pro- 


(0 


j«otionen  des  Punktes  /  auf  die   Stralen   des   Mittelpunktes   C  der  Ge- 
adnrindigkelten.    Hieraus  folgt  der  Satz: 
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Der  Ort  der  Systempunkte   ohne  Normalbeschleunigang  ist 

4/ 

ein  Kreis  vom  Durchmesser  — ,    welcher  die   Curve  (C)   im  Mit- 

o 

telpunkte  der  Geschwindigkeiten  berührt  und  mit  dem  Be- 
schleunigungsmittelpunkte auf  derselben  Seite  der  Tangente 
dieser  Curve  liegt. 

u 
Diö  Grösse  ~ ,  welche  die  Lage  des  Wendepols  (§.  4)  bestimmt,  hat 

Cd 

eine  rein  geometrische  Bedeutung,  die  sich  später  ergeben  wird. 

Der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  liegt  auf  dem  Kreise,  da  er 
keine  Normalbeschleunigung  hat.    Es  ist 

cc  c                                     u 
cpn  =  co^  (r ^  cos  -O-')  =  CO*  (r cos  '^')  =  «*  (r  —  r„), 

CO  CO 

wenn  r„  der  Radiusvector  bis  an  den  Wendekreis  ist.  Demnach  ist  q>n 
proportional  der  Differenz  r  —  r^,  d.  h.  dem  Abstände  des  Systempunktes 
M  vom  Wendekreis  in  der  Richtung  von  MC, 

Für  die  Punkte  im  Innern  des  Kreises  wird,  wie  man  hieraus  sieht, 
die  Normalbeschleunigung,  deren  positiven  Sinn  wir  nach  0  hingerichtet 
angenommen  haben,  negativ,  für  äussere  Punkte  ist  sie  positiv. 

Der  Kreis  der  Punkte  verschwindender  Normalbeschleu- 
nigung scheidet  die  Systempunkte  positiver  Normalbeschleu- 
nigung von  den  Systempunkten  negativer  Normalbeschleunigung, 
so  dass  die  ersteren  ausserhalb,  die  letzteren  innerhalb  liegen. 
Die  Normalbeschleunigung  aller  Punkte  ausserhalb  dieses  Krei- 
ses ist  daher  nach  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  hin 
gerichtet,  die  Normalbeschleunigung  der  Punkte  innerhalb  des- 
selben ist  von  diesem  Punkte  abgewandt. 

Da  die  Normalbeschleunigung  eines  Punktes  immer  nach  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkte seiner  Bahn  gerichtet  ist,  so  folgt  weiter: 

Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahnen  der  Punkte,  welche 
im  Innern  des  Kreises  ohne  Normalbeschleunigung  liegen,  fal- 
len auf  die  Seite  des  Mittelpunktes  der  Geschwindigkeiten,  auf 
welcher  dieser  Kreis  liegt,  die  der  Punkte  ausserhalb  dieses 
Kreises  auf  die  entgegengesetzte.  Die  Bahnen  der  Innern  Punkte 
wenden  daher  ihre  convexe  Seite,  die  der  äusseren  Punkte  ihre 
concave  Seite  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  zu.  Die 
Bahnen  der  Punkte  des  Kreises  selbst  bilden  den  Uebergang 
und  haben  diese  Punkte  zu  Wendepunkten. 

Die  letzte  Behauptung  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  die  Normal- 
beschleunigung, da  sie  gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  dividirt 
durch  den   Krümmungshalbmesser  der  Bahn  ist,  nur  verschwinden  kann. 


I 
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wenn  letzterer  unendlich  wird,  also  die  Erümmungsmittelpunkte  der  Bahnen 
jener  Punkte  des  Kreises  im  Unendlichen  liegen,  für  die  Bahnen  selbst 
'^  also  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente  in  ein  und  dieselbe  Gerade 
&llen.  Dieser  Eigenschaft  wegen  nennen  wir  den  Ort  der  Punkte  ohne 
Normalbeschleunigung  den  Wendekreis  des  Systems  für  C  als  Mittelpunkt 
der  Geschwindigkeiten. 

Für  die  Punkte,  deren  Normalbeschleunigung  zur  Zeit  t  den  Werth  h 
hat,  ist  (£?r  —  «/  sin  £  =  6.    Da  aber  /  sin  c  =  c  cos  %^  y  so  wird  für  sie 

r  =  -=  cos  O'  -1 — 5  oder  r  =    -  cos  '^'  +  ^-ö*    Die  Grösse  — cos -^^  ist  aber 

CO'  CO  CO  CO  00 

die  Sehne,  welche  der  Stral  r  im  Wendekreise  bestimmt.    Daher: 

Der  Ort  der  Punkte  gleicher  Normalbeschleunigung  ist  eine 
PascaFsche  Schneckenlinie  mit  dem  Mittelpunkte  der  Geschwin- 
digkeiten als  Doppelpunkt,  der  Normalen  der  Curve  (C)  als 
Symmetrieaxe  und  deren  Wendekreis  als  Basis. 

§.  9.  Durch  jeden  Punkt  des  Systems  kann  eine  Curve  gelegt  werden, 
deren  Normalen  die  Richtungen  der  Beschleunigung  der  Curvenpunkte  sind. 
Da  die  Normale  die  Richtung  der  Beschleunigung  haben  soll  und  diese  mit 
dem  Strale,  welcher  den  Beschleunigungsmittelpunkt  mit  dem  Curvenpunkt 
verbindet,  den  constanten  Winkel  iL  bildet,  so  ist  die  Curve  eine  logarith- 
mische Spirale,  deren  Pol  im  Beschleunigungscentrum  liegt  und  deren  Tan- 
genten gegen  die  Radienvectoren  dieses  Pols  unter  dem  Winkel  ^  tt  —  iL 
geneigt  sind.  Ebenso  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tangenten  die  Be- 
schleunigungsrichtung haben,  eine  logarithmische  Spirale  von  der  Neigung 
il  gegen  die  Radienvectoren.  Ebenso  die  Orte  der  Punkte  deren  Beschleu- 
nigung mit  der  Tangenten  oder  Normalen  constanten  Winkel  bilden. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Beschleunigung  durch  einen  festen  Punkt 
P  geht,  ist  ein  Ej-eis,  welcher  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  ent- 
halt und  den  Winkel  k  als  Peripheriewinkel  fasst.  (Von  den  zwei  möglichen 
Kreisen  ist  nur  der  eine  hieher  gehörig.)  Daher  liegen  je  zwei  System- 
punkte mit  dem  Schnittpunkte  ihrer  Beschleunigungsrichtungen  und  dem 
Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  auf  demselben  Kreise. 

Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  die  centripetale  Beschleunigung  co^r  in 

Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  constantes  Verhältniss  s 

zu  der  Beschleunigung  ar   senkrecht  zum  Strahle  /  des  Mittelpunktes  der 

r         sa 
Winkelgeschwindigkeit  hat,  ist  der  Kreis  —  =  -« • 

T  (0 

Ebenso  sind  die  Orte,  für  welche  die  Verhältnisse  von  cor,  co*i>,  ap 
constant  sind,  Kreise. 

Die  beiden  oben  erwähnten  Kreise,  für  welche  resp.  (pn  und  q>t  ver- 
schwinden, wurden  zuerst  von  Bresse  gefunden  {Mthnoire  sur  un  theordmc 
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nouveau  concernant  les  mouven^mts  plans  et  sur  TapplicaUon  de  la  cm6ma- 

iique   ä   la  däermination   des  rayons  de  courhure.    Journal  de  V4cole  pol^- 

iechn.    T.  XX,  p,  104,  a.  1853). 

§.  10.  Für  die  analytische  Darstellung  der  vorstehenden  Theorie  w&hlen  wir 
die  Tangente  der  Curve  (0)  zur  a;-Axe,  positiv  im  Sinne  der  Wechselgeschwindig- 
keit u  und  die  Normale  derselben  zur  y-Axe  positiv  im  Sinne  der  gemeinsamen 

Beschleunigungscomponente  cou.    Der  Systempunkt 
k  M{x^  y)  (Fig.  184)  hat  die  Beschleunigungscomponen- 

^'  ^"  ten  rö)*,rcö',cou  (s.  §.  3),  die   erste  von  M  nach 

.sc  __^  C  gerichtet,  die  zweite  senkrecht  va  CM  und  die 

'  dritte  parallel  der  y-Aze.    Indem  wir  den  Sinn  der 


Drehung  übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewe- 


,        y    "^  I  ^o»  gung  annehmen,  sind  die  Richtungscosinusse  dieser 

;  ,^  '         ^*^         Componenten 

•        _  

r  ^  -T         —  X  i  r^    —  y  :  »*;    y  :  »*♦  —  x  i  r\    o,  i , 

Fig.  184.  folglich  die  Gesammtcomponenten  X,  Y  der  Be- 

schleunigung von  M  parallel  den  Coordinatenazen: 

X  =  —  (o'^X'\-(oy,      Y  =  —  (o^y  —  m  X -^  mu , 

Die  Systempunkte  ibf,  deren  Beschleunigung  parallel  der  Normalen  der  Curve  (C) 
ist,  liegen  auf  der  Geraden  X  ==  0,  d.  h.  —  co'a;  +  o't/  =«  0,  welche  durch  C 
geht  und  mit  der  Tangente  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente  <o':o)'  ist  Die 
Punkte,  deren  Beschleunigung  parallel  der  Tangente  ist,  erfüllen  die  Gerade  Ys-O 
oder  —  ta  X  —  m^y  '\-  tou  =^  0,   welche   zur   vorigen   senkrecht  ist  im  Abstände 

^  s=  cou  :  yco^  -\-  (o*  von  ihr.  Der  Schnittpunkt  beider  Geraden  hat  die  Be- 
schleunigung Null.  Es  ist  der  Beschleunigungsmittelpunkt  mit  den  Coordinaten 
^1)  Vit  ^^Iche  den  beiden  Gleichungen  genügen: 

coo'u 

,        ,      ^  woraus  folgen:  ,  ^  «=  Vo»*  -+-  m ". 

CO  iCi  +  a)*i/i  =  ww,  °  ,         co^ 

y   =  "^» 

Mit  Hülfe  der  Coordinaten  x^^  y^  des  Beschleunigungsmittelpunktes  bringt  man 
X,  r  auf  die  Form 

X  ==  -  m^{x  -  Xj)  +  eo'(y  -  yi),     ^^^^     X  =  -  a>«S  -f  w  17, 
r  ==  —  a)'(y  —  yj  —  c)'(a:— rCj),  r=  —  »•i?  +  a)'{, 

indem  man  nämlich  die  Gleichungen,  denen  x^,  y^' genügen,  von  den  Ausdrücken 
für  X,  Y  abzieht  und  die  Coordinaten  x  —  x^,  y  —  y^  des  Punktes  M  in  Bezug 
auf  ein  dem  gewählten  paralleles  Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  im  Be- 
schleunigungsmittelpunkte durch  £ ,  17  bezeichnet.  Man  erkennt  in  dieser  Form  die 
Componenten  to^p,  top  (§.  6),  welche  in  —  a)*g,  —  co'i^;  co'i^,  —  co'J  zerfallen. 
Indem  man  die  Componenten  X,  Y  auf  die  Normale  CM  der  Bahn  des 
Punktes  M  und  deren  Tangente  projicirt,  d.  h.  mit  xir,  y:r,  resp.  y:r,  — x:r 
multiplicirt  und  addirt,  erhält  man  die  Normal-  und  die  Tangentialbeschleunigung 
des  Punktes  M,  nämlich: 

9>„  =  -"^  —  +  ^  >-  =  -  ,7  (^'  +  y*)  +  —  y , 

«   =  X  —  -f  y  —  «=  —  (ä*  +  y«) X- 
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Die  Systempimkte  M  ohne  NormalbeBchleunigong  oder  ohne  Tangentialbeschleu- 
nigiuig  genügen  daher  den  Bedingungen: 

in  welchen  man  leicht  die  Kreise  (§§.  7.  8.)  erkennt. 

§.11.  Durch  die  speciell  gewählte  Lage  des  Coordinatensystems  .wurde  eine 
gewisse  geometrische  Durchsichtigkeit  gewahrt  Indessen  ist  es  leicht,  die  Be- 
trachtungen auch  in  allgemeinerer  Form  durchzuführen.  Das  Bedürfniss  hierfür 
stellt  sich  heraus  y  wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Aufsuchung  des  Ortes  aller  Be- 
schleunigungscentra  für  ein  bestimmtes  Bewegungsproblem  oder  des  Ortes  aller 
Systempunkte  handelt,  welche  nach  und  nach  mit  dem  Beschleunigungscentrum 
zusammenfallen  oder  wenn  man  die  Enveloppe  aller  Wendekreise  untersuchen 
wollte  u.  s.  w. 

Nehmen  wir  in  der  absoluten  Ebene  ein  festes  Coordinatensystem  der  Xy  y^ 
in  dem  beweglichen  System  ein  mit  diesem  bewegliches ,  mit  ihm  aber  fest  ver- 
bundenes der  X ,  y  an  und  bezeichnen  ausserdem  mit  x^ ,  y^  die  Coordinaten  des 
Ursprungs  des  letzteren,  sowie  mit  ayh\  a\V  die  Richtungscosinusse  seiner  Axen 
gegen  die  Axen  der  a;,  y,  so  bestehen  för  den  Systempunkt  M{x\  y),  welcher 
zur  Zeit  t  die  absoluten  Coordinaten  o?,  y  hat,  die  Relationen: 

X  «=  Xj  +  ax  +  ay\        y  =  yi  +  &a;'  +  h' y  , 

Differentiiren  wir  dieselben  zweimal  mit  Rücksiebt  darauf,   dass  x\  y    von  der 
Zeit  unabhängig  sind,  nach  f,  so  kommt 

da        dy 

'dt   ^ 


dx  da?!  ,  da  _.      , 

~d\'^  ~di'^'^  'di'^^ 


d^x 
dt^ 


dt 
.d^a 


dyi     ^^    ,  db    ^^    ,  d^ 
"57   "^  ^    dt  "^  ^     dt 


ä^y_ä^y.^,^än^^.dH^ 


dt*    •   "^  d<*    •    ^    dt*  '      dt*  '^   dt*    •   "^  dt*    '    ""    dt*' 

welche  Formeln  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung 

des  Punktes  x\  y  parallel  den  absoluten  Axen  liefern. 

Für   die  Coordinaten  af^ ,  t/^    des  Beschleunigungscentrums   gelten,   weil   für 

d  X  d*fj 

0 ,    -jrf  =  0  sind,  die  Gleichungen 


diesen  Punkt 


dV 


0 


d*x^         .   d'«  _j_  /   d*a 


0 


''•^.+^/2^+^/*^' 


dt*    •  "*  dt*    '   ^»   dt*  '       ^~   dt*    '    '^'  dt*    '    ^»  dt* 
Indem  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen  abzieht,   eliroinirt  man  die 
Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Ursprungs  und  erhält  für  die 
Componenten  der  Beschleunigung  eines  beliebigen  Systempunktes  die  etwas  ein- 
facheren Formeln: 


d*x       ,  ,         ,.  d*a   .    .  ,  ..  d*a 


5^  =  («       aTi)  j^  H-  Cy       yo  ^^, 


v 


Für  die  Punkte  x\  y\  deren  Normalbeschleunigung  —    verschwindet ,    hat    man 


wegen 


ßf)" +-§)'. 


o" + m 


h 


V' 


dx 
dt 

dy 
dt 

d*x 

d*y 

dt* 

dt* 

dx 

dy 

dt 

dt 

d*x 

d*y 

dt*  dt* 

KU)" + m 


4 
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die  GleichoDg 


dx  dy 
dt  dt 
d^x  d^y 
li^dt^ 


=  0, 


in  welcher   die  Differentialquotienten   mit  Hülfe   der  obigen  Formeln   durch  die 

Grössen  x\  y   auszudrücken  sind. 

d  V 
Für  die  Punkte  x\  y\  deren  Tangentialbeschleunigung  -^  verschwindet,   ist 

dx  d^x   .dy  d^y 
li  di^  '^Ji  dt^^ 

in  derselben  Weise  zu  behandeln. 

Die  Ausführung  dieser  Andeutungen  führt  zu  den  allgemeinen  Gleichungen 
des  Wendekreises  und  Tangentialkreises.  Will  man  die  Formeln  des  §.  10  wieder^ 
gewinnen,  so  hat  man  nur  zu  Axen  der  x,  y  die  Tangente  und  Normale  der  Curve 
(C)  und  zu  Axen  der  x\  y  die  mit  diesen  zusammenfallenden  Geraden,  die  Tan- 
gente und  Normale  der  Curve  (F)  zu  wählen.  Ist  allgemein  a  der  Winkel  {x'x\ 
so  wird 


a  = 


cos  er 


»  » 


6   =%       sin  a  ,  , 


a  =  —  sin  a  , 


da 

dt  da 


da                                   ,  d'a 

—  s=>        (D  sm  a  =ss        0  CO .  — =- 

dt                                       '  dt^ 

dh  dn 

-j—  =  —  (0  cos  a  =  —  am.  -tts- 

dt  dt* 


—  0  to    —  a  -r— . . 
df 


h'  =       cos  a  ,  , 
im  vorliegenden  Falle 

a  =  1 

a  =  0 
6'  =  1 


dt 

d^ 
dt 


OD  cos  a  s 


=        CO  sin  a  = 


d^a'  19   1      da 


&(D, 


dV 

d^b' 
dt* 


—  am'  -|*  ^ 


<2« 

d7' 


f^a 


=s   —    CO 


dt 

dh 
dt 

da 
~dt 

dV_ 
dt 


T-         0, 


d*a  , 


=s  —  m 


o 


=         0, 


d\h 
dt* 

d*a 
dt* 

d*b' 
dt* 


dm 
~dt 

dm 

~dr 


=  —  w' 


dx         du 
Ferner  sind  ^i  ==  y^  =0,  ebenso    37  =    7 7^  =  ^ »  ^^i^  ^^r  Punkt  x^ ,  yj  im  Mo- 


mentancentrum liegt  und  also  seine  Geschwindigkeit  Null  ist, 


d*Xi 
dt*' 


=  0  ,  weil  in 


Folge  der  Rotation  um  das  folgende  Momentancentrum  derselbe  Punkt  keine  Be- 

d*  y 
schleunigung  in  der  Richtung  der  a;-Axe  erhalt,  —j^^  =  (ou.     Daher  wird 

a  t 


dx 
'dt 


my 


d*x  ,  ,    ,    dm    » 


dy_ 
dt 

d^y 
dt* 


—  mx 


dm    , 

mu —  X  —  m*M 

dt  ^ 


.Si 
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und  also 


»*        dx  d^y       dy  d^x  ,,  »•    i     '•vi      «      * 


d(\v^       dx  d^x   .    dy  d^y  d(o  ,  ,,    ,      ,.. 


^ux' 


v^  dv 

wodurch  sich  die  Gleichungen  der  Orte  —  =  0  und  -7-  =  0  ergeben  als 

Q  dt 

x"^  +  2/'*  —  ^  y  =  0 , 

wie  früher. 

§.  12.  Bereits  in  Cap.  IV,  §.  15.  fanden  wir,  dass  wenn  ^,  q'  die 
Krümmungshalbmesser  der  während  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  auf 
einander  rollenden  Curvei^  (C),  (JT)  sind  und  die  Krümmungskreise  auf 
entgegengesetzte  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangente  dieser  Curven  fal- 
len, zwischen  der  Winkelgeschwindigkeit  00,  der  Winkelgeschwindigkeit  u 
und  Q  und  q\  oder  auch  zwischen  der  Eiementaramplitude  dd",  welche  die 
Summe  der  Contingenzwinkel  de,  de  der  Curven  (C),  (r)  ist,  dem  gemein- 
samen Bogenelemente  da  und  9,  q'  die  Relationen  bestehen 

®  —  ^  —  1  4-  _i 
u        da        Q  Q 

Fallen  die  Krümmungskreise  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinsamen  Tangente, 

so  tritt  die  DiflPerenz  —  —  —,  mit  dem  Zeichen  +  oder  —  an  die  Stelle 

Q  Q 

der    Summe    —  H > ,  je  nachdem  —  ^  — /  ist.    Indem  wir  also  die  Grös- 

Q  Q  Q  ^    Q 

sen  Q,  q'  als  von  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichen  ansehen,  je  nach 

der  Lage  der  Krümmungskreise  kann  die  Formel   als  allgemeingültig  bei- 

u 
behalten  werden.     Nun  fanden  wir  §.  8,   dass  —    der    Durchmesser    des 

(0 

u 
Wendekreises    ist.     Daher   also    der    Satz:     Der   Durchmesser  —  des 

Wendekreises  ist  der  reciproke  Werth  der  Summe  der  Krüm- 
mungen der  beiden  während  der  Bewegung  auf  einander  rollen- 
den Curven  (C),  (F). 

Der  Wendekreis  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Krümmungshalb- 
messer der  Bahnen  seiner  Punkte  für  die  ihm  entsprechende 
Lage  des  Systems  unendlich  gross  sind.  Dies  kann  folgendermassen 
geometrisch  erwiesen  werden. 

Durch  den  Berührungspunkt  C  der  Curven  (C),  (F)  (Fig.  185)  ziehen 
wir  einen  beliebigen  Sti-al   und    durch  den  folgenden  Punkt  C\  den  End- 
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Fig.  185. 


punkt  ihres  gemeinschaftlichen  Bogenelementes  CC\  mit  ihm   eine  Paral- 
lele.   Ein  weiterer  Stral  durch  (7,   welcher   mit  dem    erst^i  die  unendlich 

/  kleine  Elementaramplitnde  d^  bildet,  schneidet  den 
Parallelstral  in  M\  welcher  Ponkt  die  Lage  des 
Punktes  M  im  Abstände  CM  =  CUt  bezeichnet, 
in  welche  dieser  durch  die  Drehung  des  Systems 
gelangt.  Nun  ist  MC  die  Normale  der  Bahn  des 
Punktes  M  seiner  ersten,  M' C  die  Normale  der- 
selben für  seine  zweite  Lage.  Beide  Normalen 
schneiden  sich  aber  im  Krtlmmungsmittelpnnkte  der 
Bahn  von  M  und  da  sie  parallel  sind,  so  liegt 
dieser  Erümmungsmittelpunkt  im  Unendlichen.  Dem- 
nach gibt  es  auf  jedem  Strale  des  Punktes  C  einen 
Punkt  Jlf,  dessen  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross  ist.  Da  der  Win- 
kel dO  für  alle  Stralen  derselbe  ist,  so  liegen  die  Punkte  M'  auf  einem 
Kreise  um  CC\  welcher  den  Winkel  CM'C  =  dd'  als  Peripheriewinkel 
fasst.    Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  daher 

CC  da  u 
dd'  dd^  © 
In  der  Grenze  ist  dieser  Kreis  der  Ort  der  Punkte  M.  Die  Punkte,  wie 
M'  liegen  nur  auf  dieser  Seite  von  CC  nach  welcher  hin  die  Rotation 
dd"  nicht  erfolgt.  Der  fragliche  Ort  ist  daher  der  Wendekreis.  Er  enthält 
die  Punkte  des  beweglichen  Systems,  welche  für  die  durch  ihn  charakteri- 
sirte  Lage  derselben  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren. 

Kehren  wir  die  Bewegung  um,  so  dass  die  Curve  (C)  über  die  Curve 
(r)  als  eine  feste  Curve  hinrollt,  so  f&llt  der  Wendekreis  der  neuen  Bewegung 

auf   die   andere    Seite  der    gemeinsamen 
Tangente  von  (C)  und  (jT),  hat  übrigens 

u 


denselben  Durchmesser 


CO 


Es  sei  MM'  (Fig.  186)  das  Bahn- 
element irgend  eines  Systempunktes  If, 
JiJi  das  Bahnelement  des  Punktes  J^^  in 
welchem  der  Stral  CM  den  Wendekreis 
trifft,  so  dass  der  Winkel  CJ^C  =  d^ 
ist.  Liegt  nun  M  ausserhalb  des  Wende- 
kreises, aber  auf  der  Seite  der  Tangente 
der  Curve  (C),  wo  dieser  Kreis  liegt,  so 
ist  der  Winkel  CM'  C\  den  wir  mit  dfi 
bezeichnen,  kleiner  als  dd,  da  dO  Peripheriewinkel  dieses  Kreises  ist  Da- 
her 8ch^eide^  sich  die  Normalen  MO^  M'  C  der  Bahn  von  M  jenseits  C 


Fig.  186. 
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in  K  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Tangente  von  (C)  unter  dem 
Contingenzwinkel  dx^  für  welchen  dx  ^=^  d%^  —  dfi  ist  Für  Punkte  M  in- 
nerhalb des  Wendekreises  ist  dfi  >  clO  und  liegt  der  Schnittpunkt  K  der 
Normalen  auf  der  Seite  dieses  Kreises,  so  dass  dx  =  d^i  —  d^.  Liegt  aber 
M  auf  der  dem  Wendekreise  abgewandten  Seite  der  Tangente  von  (0),  so 
f&llt  der  Normalendurchschnitt  stets  zwischen  C  und  M  und  ist  dt  «=  d'^  -f~  ^f^  • 
Man  erkennt  hieraus,  dass  der  Wendekreis  nur  auf  derjenigen  Seite  liegen 
kann,  für  welche  dr  =  +  (dji*  —  dO^)  wird,  da  nur  für  Punkte  auf  ihr  dx 
yerschwinden  und  also  der  Krümmungsmittelpunkt  ins  Unendliche  rücken 
kann.  Um  den  Krümmungshalbmesser  MK  zu  bestimmen,  sei  i  der  Win- 
kel, welchen  CM  mit  der  Normalen  der  Curve  {€)  bildet,  und  werde  mit 
KC  der  unendlich  kleine  Kreisbogen  CQ  beschrieben.  Man  hat  dann  in 
allen  Fftllen 

CK .  dx  =  CC  .  cos  t ,     CM' .  d(i  =  CC  .  cos  i,     ^^  =  y^^ , 

WO  CJ  der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist  Entnehmen  wir  hieraus 
die  Werthe  von  dr,  dfi,  dd^  und  setzen  sie  in  die  Relationen 

dx  =  dd'  —  dfiy     dx  =  dfi  —  dO,     dr  ==  d-^  +  d(i, 

welche  den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  M  entsprechen,  ein,  so  kommt, 
wenn  für  CM'  die  gleichbedeutende  Linie  CM  gesetzt  wird,  in  diesen 
drei  Fällen,  der  Ordnung  nach: 

Man  kann,  indem  man  CM  =  r,  CK  =  r  setzt  und  r  für  Punkte 
M  auf  der  Seite  der  Tangente  von  (C),  wo  der  Wendekreis  liegt,  als 
positiv,  für  solche  auf  der  entgegengesetzten  Seite  als  negativ,  /  aber  als 
negativ  für  K  auf  der  Seite  des  Wendekreises,  als  positiv  für  die  andere 
Seite  ansieht,  diese  drei  Formeln  in  die  eine  vereinigen 

So  lange  t  denselben  Werth  hat,  ist  auch  CJ  dasselbe.  Daher  ist  die 
Summe  der  reciproken  Werthe  der  Abstände  eines  Punktes  M 
and  des  Krümmnngsmittelpunktes  K  seiner  Bahn  vom  Momen- 
tancentrum C  für  die  Punkte  eines  und  desselben  durch  C 
gehenden  Strales  eine  Constante. 

Dividirt   man   die   gefundene  Belation   mit  cos  t  und  bemerkt^   daaa 
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CJ .  cos  i  die  Projection  CJ^  des  Durchmessers  des  Wendekreises  auf  den 

Stral   CM  ist,  so  folgt,  dass  diese  Constante  der  reciproke  Werth 

u 
der   Projection  des  Durchmessers  —  des  Wendekreises    auf  den 

CO 

Stral  ist.     Man  hat  daher  auch 

CJ^         r    "^    r 

Bezeichnet  man  mit  q  jetzt  den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  des 
Punktes  M  und  berücksichtigt,  dass  in  den  oben  unterschiedenen  drei 
Fällen 

r  -{-  r  =  Qy  r  —  Q  =  ^  r  =^  r  —  q 

CJ^  +  MJ^  =  r ,     CJ^=r  +  MJ^ ,     CJ^  =  MJ^  —  r 

ist,  so  folgt,  indem  man  CJ^  eliminirt 


u 


r*  =  MJ^  .  o     oder     r*  =  —  p  cos  i, 

Cd 

wodurch  der  Krümmungshalbmesser  des  Punktes  M  als  die  dritte  Propor- 
tionale zu  seinem  Abstände  vom  Momentancentrum  C  und  dem  Abstände 
der  Projection  Jj  des  Wendepols  /  auf  die  Normale  MC  von  M  gefun- 
den wird. 

Sucht  man  den  zu  C  in  Bezug  auf  M  symmetrisch  liegenden  Punkt 
Cj  auf  der  Normalen  CM  auf,  so  sind  die  vier  Punkte  C^C^^  *^it^ 
harmonisch  und  zwar  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  K  der 
Projection   J^    des   Wendepols  zugeordnet.      Man  erkennt  dies   aus 

[  vorstehender    Gleichung    in    Verbindung    mit 

der   obigen  Beti*achtnng   über    die   Lage    von 
,    JT,  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Punkte,  (7,  C^ 
stets  durch  /  und  K  getrennt  werden. 

Nehmen  wir  auf  der  gemeinsamen  Nor- 
malen der  Curven  (C),  (i')  einen  Punkt  A  be- 
liebig an  (Fig.  187),  und  suchen  den  Krüm- 
mungsmittelpunkt K  seiner  Bahn,  so  sind  die 
vier  Punkte  C,  C^y  J,  K  harmonisch,  wo  Cq 
in  Bezug  auf  Ä  symmetrisch  zu  C  liegt.  Ziehen 
wir  durch  C  irgend  eiuen  Stral  und  projiciren 
die  fünf  Punkte  -4,  C,  C^y  /,  K  auf  ihn,  so 
sind  von  den  Projectionen  -4',  C,  C\  J\  K' 
gleichfalls  C,  C\  J\  K  harmonisch  und  A' 
in  der  Mitte  von  CC ,  Daher  ist  K  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  des  Punk- 
tes A\  d.  h. : 


II. Th., Cap. XI,§§.  12. 13.    Construction  des  Krümmungshalbmessers  der  Bahnen.   463 


Der  Erümmangsmittelpunkt  der  Bahn  eines  Systempunktes 
ist  die  Projection  des  Krümmungsmittelpunktes  eines  auf  der 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Curven  (C),  (f)  gelegenen 
Punktes,  dessen  Projection  der  Systempunkt  ist.     . 

Oder,  weil  die  Punkte  Ä'  alle  auf  einem  Über  CA  und  die  Punkte 
K^  alle  auf  einem  Über  CK  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  liegen: 
Die  Krümmungsmittelpunkte  aller  Punkte  eines  die  Curve 
(C)  im  Momentancentrum  berührenden  Kreises  liegen  auf  einem 
zweiten,  die  Curve  (C)  gleichfalls  in  C  berührenden  Kreise.  Die 
Lage  und  Orösse  des  zweiten  Kreises  ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  den 
Krümmungsmittelpunkt  K  des  dem  Momentancentrum  auf  dem  ersten  Kreise 
diametral  gegenüberliegenden  Punktes  Ä  enthält. 

Man  sieht  leicht,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Curve  (F)  eine 
Bahn  beschreibt,  deren  Krümmungsmittelpunkt  in  den  Krümmungsmittel- 
punkt  der  Curve  (0)  der  MomentAncentra  fällt.  Denn  die  Normalen  in 
Cy  C  schneiden  sich  im  Krümmungsmittelpunkte  von  (C);  die  Linie  des 
Systems  aber,  welche  nach  der  Elementarrotation  in  die  Normale  von  C 
eintritt,  ist  eine  unendlich  nahe  Normale  von  (f),  welche  die  gemein- 
schaftliche Normale  in  C  im  Krümmungsmitt^lpunkte  von  (f)  schneidet. 
Dieser  Krttmmungsmittelpunkt  beschreibt  daher  eine  Bahn,  für  welche 
die  Normalen  in  C  und  C  gleichfalls  zwei  aufeinanderfolgende  Normalen 
sind,  für  welche  also  ihr  Durchschnitt  ebenfalls  der  Krümmungsmittel- 
punkt ist. 

§.  13,  Auf  die  Betrachtungen  des  vorigen  §.  kann  man  eine  sehr 
einfache  Construction  des  KrUmmungsmittelpunktes  der  Bahnen  der  System- 
punkte gründen.  Sie  setzt  nichts  voraus,  als  die  Kenntniss  des  Momentan- 
centrums C  und  des  Wendepoles  J  (Fig.  188). 
Tragt  man  nämlich  OJ"  im  Sinne  CJ  als  JJ' 
nochmals  auf,  verbindet  den  gegebenen  System- 
punkt 3f,  für  dessen  Bahn  der  Krümmungsmittel- 
punkt gesucht  wird,  mit  J  und  legt  durch  J'  eine 
Parallele  zu  JM^  so  erhält  man  auf  dem  StraJe 
CM  den  Punkt  (7^,  welcher  zu  C  in  Bezug  auf 
Af  symmetrisch  liegt.  Zieht  man  durch  den  Wende- 
pol J  die  Gerade  JJ^ ,  welche  J  rechtwinklig  auf 
CM  projicirt,  so  liefert  JJ^  B,\iiJ'C^  einen  Punkt 
G.  Da  nun  J  in  der  Mitte  zwischen  C  und  J' 
liegt,  so  sind  Ci^J'  das  eine  und  J  und  der  unendlich  ferne  Punkt  auf 
CJ  das  apdere  Paar  von  vier  harmonischen  Punkten  und  sind  daher  die 
vier  Stralen  GC^^  GC^  GJ  und  der  zu  CJ  parallele  Stral  GL  harmonisch 
und  zwar  sind  GC^  GCi  das  eine,  GJ,  GL  das  andere  Paar  zugeordneter 


Fig.  188. 
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Stralen«  Daher  sind  weiter  C\  Cj,  J|  und  der  Sehnittpiiiikt  K  Yon  GL 
mit  CM  harmonisch  und  Ist  also  murh  §.  12  JT  der  Krfimmangsmittel- 
punkt  fftr  die  Bahn  des  Ponktes  Jf.  Da  JLCJL^AJJ'G  wird,  so 
folgt  CL  parallel  JJi  und  kann  man  daher  den  Satz  aufstellen: 

Verbindet  man  den  Sjstempankt  3f  (Fig.  189)  mit  dem  Wen 
depol  J  durch  eine   Gerade   nnd  errichtet  im   Momentancentrum 

C  anf  die  Normale  CM  des  Pnnktes  Jf  ein 
Perpendikel  CX,  so  trifft  eine  darch  den  Schnitt- 
punkt L  Ton  MJ  nnd  dem  Perpendikel  zn  CJ 
parallele  Gerade  die  Normale  CM  in  dem  Krüm- 
mnngsmittelpnnkte  K  der  Bahn  des  System- 
pnnktes  M. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Bedingungen,  welche 
die  Bewegung  des  Systems  bestimmen,  ergibt  sich  der 
Wendepol  auf  eine  mehr  oder  weniger  einfache  Weise. 
Sind  die  beiden  Gurren  (C),  (F)  gegeben,  welche  auf- 
einander rollen,  so  findet  sich  der  Durchmesser  des  Wendekreises  und  da- 
mit der  Wendepol  aus  den  Krümmungsradien  beider  Curven  nach  §.  12. 
Sind  die  Bahnen  zweier  Systempunkte  Ä^  B  gegeben,  so  erhftlt  man  zu- 
nftchst  das  Momentancentrum  C  für  die  fragliche  Lage  des  Systems  durch 
den  Durchschnitt  der  Normalen  dieser  Curven  in  A  und  B  und  hat  anf 
ihnen  die  Ejüramungsmittelpunkte  K^ ,  K^  für  diese  Gurren  zu  bestimmen. 
Indem  man  hierauf  auf  diesen  Normalen  die  Punkte  A^^  B^  in  den  Rich- 
tungen Cil,  CB  so  annimmt,  dass  AA^=  AG^  BB^=  BC  wird,  liefern 
die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  0,  A^\  K^  und  C,  B^'  K^  die  Punkte 
e/j,  J^f  welche  die  Projectionen  des  Wendepoles  auf  die  Linien  CA,  CB 
sind.  Errichtet  man  also  in  J^,  J^  auf  CA^  CB  Normalen,  so  ist  ihr 
Durchschnitt  der  gesuchte  Wendepol  J  des  Systems. 

Zur  Auffindung  des  Wendepols  kann  oft  der  folgende  Satz  dienen: 
Wenn  ein  Punkt  des  Systems  eine  Gerade  beschreibt,  so 
geht  diese  durch  den  Wendepol.  Fällt  man  nämlich  vom  Momentan- 
centrum C  die  Normale  anf  die  Gerade,  so  bestimmt  ihr  Fusspunkt  die 
Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  für  die  durch  das  Momentancentrum 
charakterisirte  Lage  des  Systems.  Verlängert  man  CM  um  3fC^  ==  CM^ 
so  müssen  der  Krümmungsmittelpunkt  und  die  Projection  /j  des  Wende- 
pols auf  die  Normale  CM  die  Strecke  CC^  harmonisch  theilen.  Da  aber 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  Geraden  im  Unendlichen  liegt,  so  fällt  /j 
in  die  Mitte  M  von  CC^.  Die  Gerade,  welche  M  beschreibt,  projicirt  also 
selbst  den  Wendepol  auf  die  Normale  CM  und  geht  mithin  durch  den 
Wendepol. 

Der  beschreibende  Punkt  gehört  dem  Wendekreis  an. 
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die  beiden  Punkte  A  und  B  zwei  gerade  Linien  beacbreiben  (Fig.  190),  so  geht 
jede  dieser  Qeraden  durch  den  Wendepot 
dieser  iat  also  iht  Schnittpunkt  0.  Das 
Perpendikel  auf  die  Veibindnogslinie  des 
Sjsterapunktes  M  mit  dem  Momentancen- 
trum C,  in  C  errichtet,  trifft  OM  in  L; 
eine  Parallele  durch  L  mit  OC  liefert  den 
ErflmmungsmittelpuDkt  K. 

2.  Erümmungsmittelpunkt  derCur- 
ven  der  Schleifenbewegung  (S.  233). 
Zwei  Punkte  A,  B  des  Systems  beschrei- 
ben Kreise,  man  Sache  also  auf  den  Nor- 
malen dieser  Kreise  die  Punkte  J'  und  ei- 
ricbt«  in  ihnen  Perpendikel  anf  sie,  SO 
schneiden  sich  dieselbenim  Wendepolen,  a.w. 
8.  ErflmmangBmittelpnnkt  der  CjcloTden.  Der  Mittelpunkt  des  rol- 
lenden Kreises  beBchreibt  eine  Gerade  parallel  der  Basis  der  Cyclo'ide,  mithin  geht 
diese  durch  den  Wendepol  und  da  der  Berührungspunkt  des  rollenden  Kreises 
mit  der  Basis  das  Momentanceutmm  C  ist  and  der  Wendepol  in  der  gemein* 
schaftliohen  Normale  beider  Linien  liegt,  so  ^It  er  mit  dem  Mittelpunkte  des 
rollenden  Kreises  selbst  iDsammen.  Ein  Perpendikel  vom  Wendepale  anf  die 
Normale  des  beschreibeuden  Punktes  M  liefert  T  und  indem  man  eu  G  den  Punkt 
C,  bestimmt  nnd  die  vier  harmonischen  Punkte  O, ,  C;  J',  K  näher  untersucht, 
fOr  welche  TC,  :JC=%:\  ist,  so  folgt,  dass  CK  =■  CM  sein  muss,  wie  be- 
kannt. Der  Wendekreis  behält  während  der  ganzen  Bewegung  des  Systems  die- 
selbe OrOsse  und  relative  Lage  gegen  die  Basis.  Von  allen  Cyclolden,  welche  die 
Tenobiedenen  Punkte  des  Systems  beschreiben,  haben  nnr  diejenigen  Wendepunkte, 
welche  von  Punkten  auf  seinem  Umfange  beschrieben  werden. 

4.  Es  sei  L  eine  Gerade  des  beweglichen  Systems,  X,  L',  L"  drei  anfeinan- 
derfolgende  Lagen  deraelben.  Die  Punkte  A  von  L  bilden  in  ihren  homologen 
Lagen  A,  A',  A"  drei  projectivische  (congrnente)  Reihen  auf  L,  L\  U'.  Die  Nor- 
malen der  Bahnen  AA'  laufen  eämmtlich  durch  das  Momentancentrnm  C  und  bil- 
den einen  StralenbOschel  C,  prcgectivische  mit  der  Punktreihe  A  in  projecti  vi  scher 
Lage;  die  Normalen  der  Bahnen  A'  A'  laufen  ebenso  durch  das  folgende  Momen- 
tancentmm  C  hindurch  und  bilden  einen  sweiten  Stralenbüschel  0',  projectivisch 
mit  der  Punktreihe  A'.  Da  die  Punktreihen  A  und  A'  unter  aich  porspectivisch 
sind,  so  sind  es  auch  die  Bfischel  C,  C  und  erzeugen  diese  mithin  durch  die 
Doiehschnitte  K  der  homologen  Stralenpaare  AC,  A' C  einen  Kegelschnitt,  wel- 
cher durch  C,C'  hindurchgeht,  d.  h.  die  Curve  (C)  in  C  berührt.  Dieser  Kegel- 
eehnitt  ist  der  Ort  der  ErQmmungsmittel punkte  der  Bahnen  aller  Punkte  der 
Geraden  L,  entsprechend  der  bestimmten  Lage  von  h.  Derselbe  kann  byper- 
boUsoh,  parabolisch  oder  elliptisch  sein;  denn  die  ihn  erzengenden  Büschel  haben 
gleichartige  Lage.  Schneidet  die  Gerade  L  den  Wendekreis  ihrer  Lage  in  zwei 
Pnnktfln,  so  sind  diese  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  und  fällt  ihr  Krflmmungamit- 
talptmkt  ins  Unendliche.  In  diesem  Falle  ist  der  Kegelschnitt  hyperbolisch,  weil 
•r  diaae  badsn  unendlich  fernen  Punkte  enthalten  muu.    Berührt  L  den  Wende- 
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kreis,  so  wird  der  Kegelschnitt  eine  Parabel;  bat  L  nichts  mit  dem  Wendekreu 
gemein,  so  ist  er  eine  Ellipse.    Daher: 

Der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpnnkte  der  Bahnen 
welche  die  Punkte  einer  Geraden  L  des  Systems  beschreiben,  ist  ein 
Kegelschnitt,  welcher  die  Carve  der  Momeutancentra  berührt;  der- 
selbe ist  eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  L  mit 
dem  Wendekreise  zwei,  einen  oder  keinen  Punkt  gemein  hat. 

§.  15.  Man  kann  leicht  die  Krümmangsverhältnisse  der  Curyen  er- 
mitteln, welche  Enveloppen  von  irgend  welchen  Curven  des  beweglichen 
Systems  sind.    Es   seien  (Fig.   191)   c,  c    zwei  aufeinanderfolgende  Lagen 

einer  Curve  des  beweglichen  Systems.  Von 
dem  Momentancentram  C,  entsprechend  der 
Lage  c,  fällen  wir  auf  c  die  Normale  CM; 
ebenso  von  dem  folgenden  Momentancentram 
C  auf  /  die  Normale  C  M\  Die  Curve  c 
berührt  die  Enveloppe  in  M  und  hat  mit  ihr 
^  ^  die   Normale    CM  gemein;  gleiches   gilt  v<m 

c  in  Bezug  auf  M\  Daher  sind  CM,  C'Jt 
zwei  aufeinanderfolgende  Normalen  der  Enve- 
loppe der  beweglichen  Curve  c  und  mithin 
ist  deren  Schnittpunkt  K  ihr  Krttmmnngs- 
\  mittelpimkt  für  den  Punkt  M,     Snchen  wir 

^  nun  die  erste  Lage  der  Normalen  C'Jü'  aof, 

pj    j^j  so  ist  sie  eine  Normale  von  c  in  einem  dem 

Punkte  31  unendlich  nahen  Punkte  m  und 
schneidet  daher  CM  in  dem  Krümmungsmittelpunkte  k  der  beweglichen 
Curve  c  entsprechend  den  Punkt  3f,  mit  welchem  sie  die  E!nveloppe  be- 
rührt. Diese  Normale  mk  geht  aber  durch  die  Elementarrotation  des  Systems 
in  die  Normale  C'3I'  über  und  dabei  beschreibt  der  Punkt  k  ein  Bogen- 
element  kk'  seiner  Bahn.  Da  nun  die  Geraden,  welche  durch  das  Momen- 
tancentrum gehen.  Normalen  sind  für  die  Bahnen  ihrer  sänmitlichen  Punkte, 
so  folgt,  dass  Ck,  C'U  zwei  aufeinanderfolgende  Normalen  der  Curve  sind, 
welche  der  Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve  beschreibt  nnd 
da  sie  sich  in  dem  Punkte  K  schneiden,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Der  Krümmungsmittelpunkt  K  der  P]nveloppe  (-3f),  welche 
von  einer  Curve  c  des  beweglichen  Systems  erzeugt  wird,  in 
dem  Punkte,  in  welchem  c  ihre  Enveloppe  berührt,  ist  identisch 
mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn,  welche  der  ErÜm- 
mungsmittelpunkt  k  der  beweglichen  Curve  selbst  bei  der  Be- 
wegung des  Systems  beschreibt. 

Durch  diesen  Satz  kann  also  die  Untersuchung  der  Krümmung  der 
Enveloppen    anf  die   Untersuchung  der  Krümmung   der    Ponktcurven   lu- 
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rückgefUhrt  werden.  Wenden  wir  denselben  auf  die  Enveloppe  einer  Ge- 
raden an.  Der  Ejrümmungsmittelpimkt  der  Geraden  beschreibt  eine  unendlich 
ferne  Curve;  der  Punkt  (7^,  welcher  in  Bezug  auf  ihn  mit  C  auf  der  Nor- 
malen symmetrisch  liegt,  ist  daher  gleichfalls  unendlich  fem,  C  und  C^ 
mtlssen  aber  die  Entfernung /jj^  harmonisch  theilen,  daher  muss  G  in  der 
Mitte  von  J^K  liegen.  Daher  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  K  jener 
unendlich  fernen  Curve  und  damit  auch  der  Krümmungsmittelpunkt  der  En- 
veloppe der  Geraden  für  den  Punkt,  in  welchem  sie  diese  letztere  berührt, 
auf  einem  zu  dem  Wendekreise  gegen  die  Tangente  der  Curve  (C)  sym- 
metrisch liegenden  Kreise.  Da  dasselbe  von  den  Enveloppen  sämmtlicher 
Geraden  des  Systems  gilt,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen,  welche  die  Ge- 
raden eines  beweglichen  Systems  erzeugen,  liegen  für  eine  ge- 
gebene Lage  des  Systems  sSmmtlich  auf  einem  Kreise,  welcher 
die  Curve  der  Momentancentra  in  dem  der  betreffenden  Lage  des 
Systems  entsprechenden  Momentancentrum  berührt  und  mit  dem 
Wendekreise  dieser  Lage  von  gleicher  Grösse  ist,  aber  mit  ihm 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Tangente  der  Curve  der  Mo- 
mentancentra   liegt  (Wendekreis    der   umgekehrten  Bewegung). 

Man  erkennt  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  auch  direct,  wenn  man  be- 
denkt, dass  die  Normalen,  welche  man  von  C  und  C  auf  die  beiden  auf- 
einanderfolgenden Lagen  der  beweglichen  Geraden  fällt,  mit  einander  den 
Winkel  dd^  der  Elementarrotation  des  Systems  bilden  und  dass  dieser  für 
alle  Geraden  derselbe  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  der  ver- 
schiedenen Normalenpaare ,  welche  verschiedenen  Geraden  entsprechen, 
auf  einem  Kreise  liegen  müssen,  welcher  den  Winkel  dO^  als  Peripherie- 
winkel fasst  Die  nämliche  Eigenschaft;  hat  aber  der  Wendekreis  u.  s  w. 
"    Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt: 

Wenn  eine  Curve  des  beweglichen  Systems  fortwährend  eine 
feste  Curve  berührt,  so  dass  also  die  gemeinschaftliche  Normale 
beider  das  Momentancentrum  C  enthält,  und  man  bestimmt  auf 
dieser  Normalen  den  Punkt  K[^  so  dass  der  Abstand  i^üTi  dieses 
Punktes  vom  Krümmungsmittelpunkte  JT'  der  beweglichen  Curve 
gleich  dem  Abstände  CK'  des  Momentancentrums  von  K'  wird, 
Bo  ist  der  vierte  harmonische  Punkt  J^  zu  C,  K[  und  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkte IT  der  festen  Curve  die  Projection  des  Wende- 
poles  J  auf  die  gemeinsame  Normale.  Denn  der  Krümm nngsmittel- 
punkt  K  fällt  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn  zusammen,  welche 
K*  beschreibt,  indem   die  feste  Curve  die  Enveloppe  der   beweglichen  ist. 

Als  Specialitäten  dieses  Satzes  ergeben  sich  folgende:* 

Wenn  eine  Gerade  fortwährend  eine  feste  Cnrve  berührt,  so 
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liegt  C  in  der  Mitte  zwischen  K  und  «7|.  Denn  E'i  und  C  theilen 
KJ^  harmonisch,  aber  iCi  liegt  im  Unendlichen. 

Wenn  eine  Curve  des  Systems  fortwährend  eine  feste  Gerade 
berührt,  so  fftllt  J|  in  den  Krttmmungsmittelpankt  X^'  der  Cnrve. 
Denn  K  liegt  im  Unendlichen,  also  J^  in  der  Mitte  zwischen  C  und  E[^ 
d.  h.  in  K\ 

Wenn   die  feste   Curve  sich  auf  einen  Punkt  reducirt,   also 
eine  Curve   des  Systems  fortwährend  durch   einen  festen  Punkt 
geht,   so  ist  J^   vierter  harmonischer  Punkt  zum  festen  Punkte,, 
dem  Momentancentrum  und  zu  K[.    Denn  JT  f&llt  in  den  festen  Punkt 

Wenn    eine  Gerade    fortwährend    durch    einen  festen  Punkt 

geht,  so  liegt  das  Momentancentrum  in  der  Mitte  zwischen  J'^  und 

dem  festen  Punkte.    Der  feste  Punkt  gehört  dem  Wendekreis  der 

umgekehrten  Bewegung  an. 

Anwendung  des  letzten  Satzes  behufsBestimmungdesErfimmungs- 
mittelpunktes  der  Curven  der  Conchoidenbewegung  (Fig.  97,  S.  837). 
Die  Gerade,  welche  der  Punkt  B  beschreibt,  geht  durch  den  Wendepol  J  (§.  19) 
und  B  liegt  auf  dem  Wendekreise.  Da  Of  sich  um  0  dreht,  so  liegt  das  Momentan- 
centrum  C  in  der  Mitte  zwischen  O  und  J^ .  Der  Wendekreis  geht  stets  durch  Jj 
und  C;  er  kann  also  mit  Hülfe  von  drei  Punkten  construirt  werden.  Die  feste 
Gerade  g  bestimmt  auf  ihm  den  Wendepol  u.  s.  w. 

§.  16.  Man  sieht  leicht,  dass  die  Sätze  des  §.12  auf  die  Krümmungs- 
halbmesser  der  Enveloppen  ausgedehnt  werden  können. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  od  um  das  Momentancentrum  C  (s.  Fig.  191) 
können  wir  zerlegen  in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  to  und  ta"  um  die 
Krümmungsmittelpunkte  Ä,  K  der  beweglichen  Curve  c  und  ihrer  Enveloppe 
(3f ).  Dann  ist  m  =  m'  -f-  w"  und  wenn  Ck  =  r,  CK  =  r  gesetzt  wird, 
rfo'dt  =  ro/'dt  =  da  .  cos  i  oder  rw'  =  /w"  =  u  cos  t.  Indem  man  o»',  oT 

eliminirt,  folgt      -     .  = f-    t  oder  da     -  cos  i  =  CJ^  ist. 

u  cos  irr  io 

CJ^         r'^r 

Es  ist  also  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Abstände  der 
Krünimungsmittelpunkte  einer  Curve  des  beweglichen  Systems 
und  ihrer  Enveloppe  vom  Momentancentrum  G  für  denselben  zu 
beiden  Curven  normalen  Stral  von  (7  constant.  Indem  man  mit  cos  i 
multiplicirt,  ergibt  sich 

1  /l     ,     1\ 

-7-  =  1 — 7J  cos  « 

CJ       \r     '    r'J 

d.  h.  für  alle'  Stralen  des  Momentancentrums,  normal  zu  irgend 
welchen  Paaren  von  einhüllenden  und  umhüllenden  Curven  ist 
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( 1 — rjcosi  constant,  nSmlich  gleich  dem  reciproken  Werthe 

des  Durchmessers  des  Wendekreises.  Da  die  Curven  (J^,  (C)  ein 
solches  Paar  bilden,  wofür  i  «=3  0  ist,  so  wird 

l ^-  —  I  cos  t  = h  -- , 

\r         r  I  Q         Q 

welche  Gleichung  den  Namen  des  Savary^schen  Satzes  führt. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  der  Krümmungsmittelpunkte  k^  K  mit^, 
d.  h,  setzt  r  -f-  r  =  9  und  bedenkt,  dass  CJ^  -^  J^k  =^  r ^  so  gibt  die 
Elimination  von  CJ^  die  Gleichung 

r*  =  J^k  ,  9, 

welche  den  Punkt  K  bestimmt.  Sie  enthält  die  analoge  Gleichung  §.12 
für  den  Fall,  dass  die  bewegliche  Curve  sich  auf  einen  Punkt  reducirt, 
welcher  alsdann  mit  k  zusammenfällt.  Sie  liefert  zugleich  den  Beweis  des 
Hauptsatzes  von  §.  15.  Auch  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit 
derselben  für  die  verschiedenen  Fälle ,  welche  durch  die  Vorzeichen  von  r,  / 
hervorgerufen  werden.  Lässt  man  die  Enveloppe  sich  auf  einen  Punkt  redu- 
ciren,  so  fällt  derselbe  mit  K  zusammen.  Kehrt  man  die  Bewegung  um, 
80  lassen  sich  andere  leichte  Folgerungen  ziehen  u.  s.  w. 

§.  17.  Wir  wollen  xfbch  die  Beziehungen  der  Geschwindigkeiten  der 
Sjstempunkte  zum  Wendepunkte  entwickeln.  Die  Geschwindigkeit  eines 
Pimktes  M  im  Abstände  CM  vom  Momentancentrum  C  ist  t?  =  ©  .  CM. 
Nun  ist  aber  der  Durchmesser  des  Wendekreises  CJ  =  w  :  w .    Daher  also 

CM 
CJ 

Für  die  Punkte  des  Wendekreises  ist  CM  =  CJ .  cos  t ,  also  t?  =  w  cos  i . 
Für  den  Wendepol  ist  »=0,  also  v  =  u  d.  h.  die  Geschwindigkeit 
des  Wendepols  ist  gleich  der  Wechselgeschwindigkeit  u  des 
Systems  und  da  die  Bichtangen  der  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  des 
Wendekreises  und  des  Wendepols  den  Winkel  i  mit  einander  bilden,  so  ist 
die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Wendekreises  die  Pro- 
jection  der  Wechselgeschwindigkeit  u  auf  die  Tangente  seiner 
Bahn. 

§.  18.  Alle  Punkte  des  Systems,  welche  dem  Wendekreise  angehören 
passiren  die  Wendepunkte  ihrer  Bahnen,  und  beschreiben  folglich  zwei  auf- 
einanderfolgende Bogenelemente,  welche  in  dieselbe  Gerade,  die  Wende- 
tangente, fallen.  Der  Wendekreis,  welcher  der  Zeit  i  entspricht,  wird  von 
dem  Wendekreise,  entsprechend  der  Zeit  t-^-dt  in  zwei  Punkten  geschnitten. 
Jeder  dieser  beiden  Punkte  beschreibt  also,  weil  er  dem  ersten  Kreise  an- 
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gehört,  während  des  ersten  und  zweiten  auf  /  folgenden  Zeitelementes  zwei 
bogenelemente,  welche  in  dieselbe  Gerade  fallen,  während  des  zweiten  and 
dritten  Zeitelementes  ebenfalls  zwei  solche.  Es  ist  also  ein  Punkt,  welcher 
drei  aufeinanderfolgende  in  dieselbe  Gerade  fallende  Bogenelemente  durch- 
läuft. Die  aufeinanderfolgenden  Wendekreise  erzeugen  eine  Enveloppe  und 
die  beiden  Schnittpunkte  sind  die  Berührungspunkte  des  Wendekreises  mit 
der  Enveloppe.    Daher  der  Satz: 

Für  jede  Lage  des  beweglichen  Systems  gibt  es  zwei  Punkte 
desselben,  welche  drei  aufeinanderfolgende  Elemente  derselben 
Geraden  beschreiben.  Sie  sind  die  Berührungspunkte  des  Wende- 
kreises mit  der  Enveloppe  aller  Wendekreise  und  die  Geraden, 
welche  die  drei  Bogenelemente  enthalten,  sind  die  beiden  Tan- 
genten der  Enveloppe  in  den  genannten  Berührungspunkten.  Auf 
diesen  Satz  machte  zuerst  aufmerksam:  Ball,  Notes  on  applied  Mechanics. 
(Proceed.  of  the  E.  Irish.  Acad.  Vol.  I,  Ser.  IL,  p.  243;  1871). 

§.  19.  Der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  wechselt  im  Allge- 
meinen von  Moment  zu  Moment  und  zwar  sowohl  in  der  festen  Ebene,  aU 
auch  im  System,  sodass  jeden  Augenblick  ein  anderer  Systempunkt  in  den- 
selben eintritt  und  immer  an  einer  anderen  Stelle.  Der  Ort  der  Be- 
schleunigungsmittelpunkte bildet  in  der  festen  Ebene  eine  Curve,  die  Punkte 
des  Systems,  welche  in  ihn  eintreten,  im  SysteQi  eine  andere  Curve,  beide 
stehen  aber  nicht  in  einer  ähnlichen  Beziehung  zu  einander,  wie  die  Curven 
(C)  und  (r);  im  Allgemeinen  berühren  sie  einander  nicht. 

Für  u  =  0  fällt  G  mit  C  zusammen,  weil  in  diesem  Falle  zwei  Zeitele- 
mente  hindurch  die  Bewegung  des  Systems  eine  Rotation  um  dasselbe  Cen- 
trum und  mithin  die  Beschleunigung  die  dieser  Botation  entsprechende  ist 

Für  0  =  0  findet  dasselbe  statt,  nur  kann  in  diesem  Falle  blos  von 
einer  Grenzlago  des  Momentancentrums  die  Rede  sein. 

Rückt  das  Beschleunigungscentrum  ins  Unendliche,  so  werden  die 
Beschleunigungen  aller  Systempunkte  geometrisch  gleich.  Man  kann  die 
Beschleunigung  in  diesem  Falle  eine  Translationsbeschleunigung  nennen, 
darf  daraus  aber  nicht  etwa  auf  eine  Translationsbewegung  schliessen,  denn 
diese  hängt  von  der  Gleichheit  und  dem  Parallolismus  der  Geschwindigkeiten 
ab.  Im  Gegensatze  hierzu  dürfte  es  nicht  unzweckmässig  sein,  die  Be- 
schleunigung des  Systems  bei  einem  Beschleunigungsmittelpunkte  G  in  end- 
licher Entfernung  eine  Rotationsbeschleuuigung  um  diesen  Punkt  zu 
nennen. 

§.  20.  Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  und  die  Grösse 
und  den  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  o  zur  Zeit  t  ist  der  Gesohwindig- 
keitszustand  des  unveränderlichen  ebenen  in  einer  Ebene  beweglichen  Systems 
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für    diese    Zeit    bestimmt     Kommen    zu    diesen    Elementen    noch    deren 

Aenderongselemente ,  nämlich  die  Grösse  und  der  Sinn  der  Winkelbeschleu-» 

d  (0 
nigung  a  =  -—  und    die   Grösse,    Richtung   und    der  Sinn    der  Wechsel- 

at 

gesch windigkeit  u  jenes  Mittelpunktes  C,  so  f^lgt  daraus  der  Beschleu- 
nigungszustand  zu  derselben  Zeit  f,  nämlich  der  Mittelpunkt  G  der  Be- 
schleunigungen und  die  Beschleunigung  aller  Systempunkte.  Man  kann  nun 
eine  Beihe  umgekehrter  Probleme  bezeichnen,  welche  verlangen,  aus 
der  Grösse,  dem  Yerhältniss,  der  Richtung  oder  andern  Bedingungen  der 
Beschleunigung  einzelner  Sjstempunkte  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen, 
die  Winkelgeschwindigkeit,  die  Winkelbeschleunigung  und  die  Elemente  des 
Geschwindigkeitszustandes  zu  bestimmen.  Einzelne  derselben  wollen  wir 
behandeln. 

Es  seien  die  Richtungen,  der  Sinn  und  das  Verhältniss  k  der  Be- 
schleunigungen g>ay  q>b  zweier  bestimmter  Systempunkte  A^  B  gegeben.  Da 
die  Richtungen  von  q>a,  q>b  mit  den  Stralen  ÄG^  BG,  welche  die  Punkte 
Af  B  mit  dem  Mittelpunkte  G  der  Beschleunigungen  verbinden,  gleiche 
Winkel  nach  derselben  Seite  hingewandt  bilden,  so  folgt,  dass  A^  B  und 
der  Schnittpunkt  D  der  beiden  Beschleunigungsrichtungen  mit  dem  Be- 
sohleunignngsmittelpunkte  G  auf  ein  und  demselben,  nämlich  dem  dem 
Dreiecke  ABB  umschriebenen  Kreise  liegen  (s.  §.  9.).  Da  femer  die 
Beschleunigungen  der  Systempunkte  ihrem  Abstände  vom  Beschleunigungs- 
mitielponkte  proportional  sind,  so  ist  GA  :  GB  =  k  und  liegt  mithin  G 
auf  einem  zweiten  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  Verbindungslinie  A  B  der 
g^ebenen  Punkte  angehört  und  welcher  die  Strecke  AB  nach  dem  Ver- 
hüiaiiss  k  harmonisch  theilt.  Von  den  beiden  Schnittpunkten  dieser  Kreise 
ist  aber  nur  einer  Beschleuoigungsmittelpunkt.  Welcher  von  beiden  dies 
ist,  entscheidet  sich  durch  den  Sinn  der  Beschleunigungen,  der  bei  allen 
Systempunkten  nach  derselben  Seite  der  Stralen  gewandt  ist,  welche  von 
G  nach  ihnen  hinlaufen.    Hiemit  ist  die  Aufgabe  gelöst: 

Aus  dem  Verhältnisse,  den  Richtungen  und  dem  Sinne  der 
Beschleunigung  irgend  zweier  Systempunkte  den  Mittelpunkt 
der  Beschleunigungen,  die  Richtung  und  den  Sinn,  sowie  die 
GrösseUrVerhältnisse  der  Beschleunigungen  aller  Systempunkte 
zu  finden. 

Sind  die  Beschleunigungen  der  beiden  Systempunkte  A  und  B  paral- 
lel, so  wird  der  Kreis  um  ABB  unendlich  gross  imd  geht  in  die  Gerade 
AB  über.  Fallen  dabei  die  Beschleunigungen  dem  Sinne  nach  auf  dieselbe 
Seite  von  AB^  so  liegt  der  Beschleunigungsmittelpunkt  auf  dieser  Geraden 
ausserhalb  AB^  fallen  sie  auf  entgegengesetzte  Seiten,  zwischen  A  und  B, 
Sind  die  Beschleunigungen  parallel   und   gleich,    so  wird  der  zweite  der 
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obigen  Kreise  ebeofalls  unendlich  gross  nnd  llUlt  G  ins  üneiidliche,  wens 
die  Beschleanigangen  dem  Sinne  nach  anf  dieselbe,  in  die  Ifiite  swiadisii 
A  und  By  wenn  sie  auf  entgegengesetzte  Seite  fidloL  Im  letsteren  Falle 
ist  der  Schnittpunkt  beider  unendlich  grosser  Kreise  nur  dann  Beschleu- 
nigungsmittelpunlrt,  wenn  der  Winkel,  welchen  die  Beschleumgungsridiiim- 
gen  mit  ^j?  bilden,  ^i^  ^^  Sonst  existirt  überhaupt  kein  solcher  IGt- 
telpunkt.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigungen,  welche  VSngAÄB 
nach  dem  Innern  der  Strecke  AB  gerichtet  sind,  sind  als  Orenzlage  zweier 
auf  entgegengesetzte  Seite  von  AB  fallenden  Beschleunigungen  anzusehen 
und  liegt  der  Beschleunigungsmittelpunkt  fftr  diesen  Fall  in  der  Mitte  von 
AB.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigungen,  welche  nach  den 
Aussenstralen  gerichtet  sind,  liefern  keinen  Beschleunigungsmittelpunkt. 

Fügt  man  den  oben  gegebenen  Elementen  die  Lage  des  Mittelpunktes 
C  der  Geschwindigkeiten  hinzu,  so  ist  die  Normale  und  die  Tangente  der 
Curve  (C)  bestimmt,  denn  die  Bichtung  der  Beschleunigung  des  Punktes 
C  fiLllt  mit  der  Normalen  zusammen.  Da  die  Richtung  der  Beschleunigung 
der  Systempunkte  gefunden  ist,  und  sie  mit  den  StnJen  des  Beschleuni- 
gungsmittelpunktes den  Winkel  A  bildet,  dessen  Tangente  tg  X  =»  a :  o' 
ist,  so  ist  auch  dies  VerhSltniss  bekannt.  Ziehen  wir  nach  irgend  einon 
Sjstempunkte,  z.  B.  nach  A,  den  Slral  CA  und  tragen  an  diesen  den 
Winkel  X  bei  A  in  derselben  Weise  an,  wie  der  Winkel  GAB  gegen  den 
Stral  GA  liegt  und  ziehen  durch  A  eine  Gerade  in  der  Bichtung  der 
Normalen  der  Curve  (C),  so  würde  die  Beschleunigung  q>a  des  Punktes 
A^  wenn  sie  der  Grösse  nach  bekannt  wäre,  nach  dem  Schenkel  jenes  Win- 
kels, der  nicht  in  CA  föUt,  und  der  Richtung  der  Normalen  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden  können,  von  denen  die  erste  CA  .  d,  die  letztere 
wu  sein  müsste  (§.  3.).  Das  Verhältniss  derselben,  was  aber  durch  Rich- 
tung und  Sinn  von  (pa  bestimmt  ist,  ist  damit  bekannt,  und  wenn  dasselbe 

mit  n  bezeichnet   wird,  so   hat  man  CA .  ^ :  cdu  =  n,   woraus    —  folgt 

00 

—  ist  aber  der  Durchmesser  des  Wendekreises,  welcher  demnach  gleich- 

CO 

falls  construirt  werden  kann.  Hiemit  ist  aber  weiter  auch  der  Mittelpunkt 
H  der  Winkelbeschleunigung  bekannt,  denn  eine  Gerade  durch  den  Wende- 
pol und  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  bezeichnet  ihn  auf  der 
Tangente  der  Curve  (C). 

Hieraus  ergibt  sich: 

Aus  Richtung,  Sinn  und  dem  Grössenverhältniss  der  Be- 
schleunigung zweier  Systempunkte,  sowie  der  Lage  des  Mittel- 
punktes der  Geschwindigkeiten  können  die  Verhältnisse  der 
Beschleunigungen  aller  Systempunkte,  die  Lage  der  Tangente 
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und  Normalen  der  Curve  (0)  und  das  Verhftltniss  der  Wechsel - 
geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  der  Geschwindigkeiten  zur 
Winkelgeschwindigkeit  gefunden  werden. 

Sind  gegeben  der  Mittelpunkt  Q  der  Beschleunigung  und  der  Wende- 
pol J^  80  ist  der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  auf  die  Senkrechte 
beschränkt,  welche  in  G  auf  GJ  errichtet  werden  kann.  Kommt  hiezu 
noch  die  Grösse  des  Winkels  A,  d.  h.  das  Verhältniss  a  :  cd^,  so  ergeben 
sich  zwei  Punkte  für  C 


Einige  Literatur  Eur  Besohleunigung  der  ebenen  Bewegung. 

Die  Entwickelung  der  Beschleunigungstheorie  fCbr  das  ebene  System  hängt 
aufs  Engste  mit  der  Entwickelang  der  Methoden  für  die  Bestimmung  des  Krüm- 
mungshalbmessers ebener  Curven  zusammen.  A.  Transon  gab  1844  im  Institut, 
p.  673  und  später  in  Liouville,  Joum.  de  math^m.  T.  X,  p.  148  (1845)  in  einer 
Abhandlung:  „Methode  g^om^trique  pour  les  rayons  de  courbure  d'une  certaine 
classe  de  courbes*'  eine  Methode,  um  die  Krümmungshalbmesser  der  B.ouletten  zu 
finden.  Chasles  fügte  dieser  Arbeit  eine  Note  bei  und  erweiterte  in  demselben 
Bande  die  Transon'sche  Construction  für  die  Enveloppen  (Construction  du  rayon 
de  courbure  des  conrbes  d^crites  dans  le  mouvement  d^une  figure  plane  qui  glisse 
Bur  son  plan.  Liouville,  Journ.  de  math.  T.  X,  p.  204).  Stegmann  gab  in  Gru- 
nert*s  Archiv  eine  gehaltvolle  Ableitung  der  Transon'schen  Methode  (Th.  VIT, 
S.  48;  1846),  zu  der  er  sich  der  Construction  einer  Cycloide  bedient,  welche  mit 
der  gegebenen  Curve  denselben  Krümmungsmittelpunkt  hat.  Der  Radius  des 
Wälznngskreises  dieser  Cycloide  ist  der  Durchmesser  u  :  (o  des  Wendekreises. 

Tiefer  gehende  Untersuchungen  über  die  Beschleunigung  und  deren  Zusam- 
menhang mit  der  Krümmung  der  Bahnen  publicirte  1853  Bresse  (Memoire  sur 
un  th^or^me  nouveau  concemant  les  mouvements  plans  et  sur  Tapplication  de  la 
cindnaatique  ä  la.  d^termination  du  rayon  de  courbure.  Joum.  de  T^cole  polyt. 
T.  XX,  (Cah.  35),  p.  89).  In  seiner  Abhandlung  theilt  er  einige  gleichzeitige 
Arbeiten  von  Arnouz  und  Bivals  über  denselben  Gegenstand  mit.  Dieselbe 
entwickelt  zum  ersten  Male  die  Bedeutung  des  Tangentialkreises,  des  Wendekreises 
und  des  Beschleunigungsmittelpunktes.  1862  gab  Besal  in  seiner  Cin^matique 
pure  eine  ausführliche  analytische  Theorie  der  Beschleunigungen  im  ebenen  Systeme, 
welcher  sich  die  Darstellung  des  Verfassers  dieses  Buches  in  der  1.  Auflage  an- 
schloss,  die  er  aber  jetzt  durch  eine  andere  mehr  synthetischen  Charakters  ersetzt 
hat,  welche  von  ihm  zuerst  in  SchlGmilchs  Zeitschrift  f.  Methematik  und  Physik, 
Bd.  XIX,  S.  185  publicirt  wurde.    Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  noch: 

Mannheim,  Construction  des  centres  de  courbure  des  lignes  ddcrites  dans 
le  mouvement  d^une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  plan  (Joum.  de  Tdcole  poly- 
techn.  T.  XXI  (Cah.  37),  p.  177). 

Nicolald^s,  Th^rie  du  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Paris 
et  Äthanes  1863  et  1869,  sowie  verschiedene  Abhandlungen  in  seinen  Analectes 
ou  Särie  de  Mämoires  sur  les  diverses  parties  des  Math^matiques.  Äthanes 
1871  —  .  .  . 

Lamarle,  Theorie  g^omätrique  des  rayons  et  centres  de  courbure.  Bullet 
de  rAoad^mie  de  Bruxelles  T.  II  (1857),  pp.  38,  307,  628;  T.  III  (1867),  p.  295; 
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T.  V.  (1858),  p.  5;  T.  VI.  (1859),  p.  11.  Hiezu  noch:  Th^rie  des  centres  et  axes 
instantanes  de  rotation,  Bullet.  T.  V,  p.  310;  T.  VI.  pp.  23,  412;  T.  VII,  p.  7. 

Chelini,  Dei  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  spostamento  di  una  figora 
di  forma  invariabile.  (Memorie  delF  Accademia  di  Bologna.  Ser.  II,  Vol.  I, 
p.  66  (1862)). 

Gilbert,  Recherches  aar  lea  proprietds  geom^tnques  des  mouvements  plana. 
(M^m.  cour.  de  l'Acad.  de  Bruxelles.  T.  XXX,  p.  1.  (1861.) 

Dahlander,  Geometrisk  theori  för  accelerationen  vid  en  plan  figurs  förflytt- 
ning  i  dess  plan.  (Öfversigt  at  Kongl.  Vetenskaps  -  Akademiens  Förhandlingar 
1868.  Nr.  2.) 

Aronhold,  kinematische  Mittheilnngen.  (Verhandlungen  des  Vereins  z.  Be- 
förderung des  Gewerbfleisses  in  Preussen.    Berlin  1872.) 

Kittershaus,  kinematisch- geometrische  Theorie  der  Beschleunigung  für  die 
ebene  Bewegung.    (Hartig's  Civilingenieur,  B.  XXIV,  p.  1  u.  ffg.) 


XIV.  Capitel. 

Besohleunigung  der  sphärisohen  Bewegung. 

§.  1.  Für  die  sphärische  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems 
seien  co  und  (o  '\-  doD  die  Winkelgeschwindigkeiten,  entsprechend  den  Zeiten 
t  und  t  -{-  dty  mit  welchen  dasselbe  in  den  beiden  auf  die  Zeit  t  folgen- 
den Zeitelementcn  um  die  sich  im  Punkte  0  schneidenden  Axen  c  und  c 
rotirt  (Fig.  192).  Nach  dem  Satze  vom  Parallelogramm  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten ist  die  Winkelgeschwindigkeit  co  -\-  dm,  mit  welcher 
/  das  System  während  des  zweiten  Zeiteleraentes  um  die  Axe 

'   ^  c   rotirt,  aequivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit   gleich  a 

Ty  um  die  Axe  c  in  Verbindung  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 

dtS"  um  eine  in  die  Ebene  beider  Axen  fallende,  durch  0  hin- 
durchgehende Axe   h.    Diese  W^inkelgeschwindigkeit  dUf  ist 
wegen  des  unendlich  kleinen  Winkels  da,  den  die  Axen  c,  c 
V     mit  einander  bilden,  eine  unendlich  kleine  Grösse.    Die  Be- 
/  ^      wegung  des  Systems   während  der  beiden   Zeitelemente  iat 
(/ff^J  Jj^  ^  hienach  aequivalent  einer  Rotation  um  die  Axe  c  beide  Zeit- 

^K  elemente    hindurch    mit    der    Winkelgeschwindigkeit    w,    zu 

welcher    für    das  zweite  Zeitelement  eine  Rotation  mit   der 

Flg.  192. 

Winkelgeschwindigkeit  d'ST  um  die  Axe  h  hinzutritt.  Da  die 
Systempunkte  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  c  zwei  Zeitelemente 
hindurch  unveränderliche  Geschwindigkeit  w  um  diese  Axe  besitzen,  so  er- 
langen sie  durch  die  Rotation  um  c  keine  tangentiale,  sondern  blos  cen- 
tripetale  Beschleunigung  von  der  Grösse  »*,  deren  Richtung  die  Axe  c 
rechtwinklig   schneidet  und   ihrem  Sinne  nach  dieser  Axe   zugewandt  isL 


c 

Gf 


^ 


IL  Th.,  Cap.  XIV,  §.  1.    WiDkelbeschleunigung  der  sphärischen  Bewegung.         475 

Vermöge  der  Rotation  um  die  Axe  h  erlangen  die  Punkte  in  der  Einheit 
der  Entfernung  von  dieser  Axe  die  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  6? 'ST, 
senkrecht  zu  den  Ebenen,  welche  durch  sie  und  die  Axe  h  gehen.  Diese 
unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  dTJS^  welche  zu  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Q)  um  die  Axe  c  hinzutritt,  um  die  Winkelgeschwindigkeit  to  '\-  dto 
um  die  Axe  c  zu  bilden,  heisst  die  Elementarwinkelbeschleunigung 
des    Systems    zur   Zeit  t  und  h  ihre  Axe;    dieselbe  Grösse  aber,    dividirt 

dlS 
durch  das  Zeitelement  ät^  nämlich  die  endliche  Grösse  a  =  -    -  die  Win- 
de 

kelbeschleunigung  des  Systems  zur  Zeit  t  und  h  auch  ihre  Axe.  Wir 
tragen  die  Winkelbeschleunigung  a  auf  ihrer  Axe  h  gleichfalls  als  Länge 
auf  und  bezeichnen  durch  die  Pfeilspitze  an  ihrem  Ende  deren  Sinn,  wel- 
cher der  Sinn  der  Elementarwinkelbeschleunigung  dlS  =  adt  ist.  Es  ist 
die  ElementarwinkelbeschleunigTmg  das  geometrische  Differential  und  die 
Winkelbeschleunigung  die  geometrische  Derivirte  der  Winkelgeschwin- 
digkeit. 

Die  Lage    der  Axe  h  der  Winkelbeschleunigung  in   der  Ebene   {cc) 
ergibt  sich  aus  der  Propoition 

sin  cc  sin  c  h  sin  eh 

dlSf  (o  G)  -f-  ^^^ 

dieselbe  liefert  nach  gehöriger  Reduction  für  den  Winkel  y  =  (ch) 

da 


sin  y  =  (ö 


d-sr 


Mit  Hülfe  der  Wechselgeschwindigkeit  1/^  =  3-     der    Momentanaxe    c 

d  t 

und  der  Definitionsgleicbong  a  =  -—  der  Winkelbeschleunigung  geht  diese 

dt 

Gleichung  Über  in: 

(otf; 


sm  y 


a 


Aus  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  CC'Q^  welches  wir  erhalten,  in- 
dem wir  von  dem  Endpunkte  C  der  Länge  OC  =  ©  +  do)  ein  Perpen- 
dikel C'Q  auf  die  Axe  c  fällen  und  dessen  Seiten 

CC'  =  ^-25-,  CQ  =  d(o,  C'Q  =  (m  +  da)  da 

sind,    während    sein  Winkel   C'CQ  =  y  ist,    entnehmen    wir    die    beiden 
weitem  Formeln 

d  CO       ^  da 

co8y  =  --,     tgy  =  a,-, 

welche  auch  in  der  Form 
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cos  y  =  — ,       tg  y  =  — r 

geschrieben   werden  können,   wenn  —  =  g/  gesetzt  wird. 

Die  beiden  Ausdrücke  für  sin  y  und  cos  y  liefern  uns  für  die  Grösse 
a  der  Winkelbeschleunigung  die  Gleichung: 

um  die  Bedeutung  der  beiden  Glieder  {o  und  ot/;  zu  erkennen,  aus 
deren  Quadraten  das  Quadrat  der  Winkelbeschleunigung  a  sich  zusammen» 
setzt,  wollen  wir  auf  einem  etwas  anderen  Wege  zu  dieser  Formel  zu  ge- 
langen suchen.  Zu  dem  Ende  ertheilen  wir  dem  System  im  zweiten  Zeit- 
elemente zu  der  Winkelgeschwindigkeit  to  -{-  äfo^  mit  welcher  es  während 
dieses  Zeitelementes  um  die  Axe  c  rotirt,  die  beiden  entgegengesetzt  gleichen 
Winkelgeschwindigkeiten  co  +  ^m  und  —  (co  -f-  ^«o)  iin^  ^^^  Axe  c  (Fig.  193). 
Wir  können  dann  den  Vorgang  der  Bewegung  während  der  beiden  auf  i 
c      e-  folgenden    Zeitelemente    so    auffassen,    dass   wir   an- 

nehmen,  dasselbe  rotire  während  beider  Zeitelemente 
um  die  Axe  c,  während  des  ersten  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit   00,    während    des    zweiten    mit    der 
Winkelgeschwindigkeit  (o  -\-  dtn^  besitze  aber  ausser- 
dem   während    des    zweiten   Zeitelementes    noch   die 
_        beiden  Winkelgeschwindigkeiten  (q  -\-  d(o  um  c   und 
/\     —  {(ü  -\-  ÜG))    um  c.     Vermöge   der  Rotation  um  c 
erlangen  die  Systempunkte   in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung  von   dieser   Axe  die   centripetale   Beschleu- 
^^^  0~~~ör^ —      öigung  w^  und  die  tangentiale  o)',    erstere  senkrecht 

zur  Axe  c,  letztere  senkrecht  zu  den  Ebenen,  welche 
sie    mit    dieser   Axe    verbinden.     Jene    beiden   noch 
p.    jgg  übrigen  Winkelgeschwindigkeiten  co  -f-  ^w  ^iiJi  ^  und 

—  (w  -f-  ^w)  um  c  sind  zusammen  aequivalent  einer 
unendlich  kleinen  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Halbirungslinie  des  Neben- 
winkels von  dem  Winkel  ^cr,  den  die  Axen  c,  c  mit  einander  bilden  oder 
was  dasselbe  ist,  um  die  Normale  n  zur  Momentanaxe  r,  welche  in  der 
Ebene  des  Winkels  d<5  durch  den  Punkt  0  hindurch  gelegt  werden  kann. 
Die    Grösse    dieser  Winkelgeschwindigkeit  ist    (w  +  rfw)   sin  cZcy  oder  ab- 

d<5 
gekürzt   iodis,    Sie   verleiht   dem   System    die  Beschleunigung  co  --  =  oo^ 

dt 

um  die  Axe  n. 

Die  beiden  Beschleunigungen  cd'  um  c  und  otf;  um  n  sind  zusammen 
aequivalent  der  Winkelbeschleunigung  a  und  da  sie  zu  einander  rechtwink- 
lieh  sind,  so  geht  aus  ihnen  u  mit  Hülfe  eines  Rechtecks  und  der  Formel 


«r. 


V 


/ 
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0?  =  ©'*  +  (ö^ij;^  hervor.  Sie  führen  die  Namen  der  tangentialen  und 
normalen  Componente  der  Winkelbeschleunigung.  Wir  bezeichnen 
sie  mit  a<  und  a»,  so  dass  also 

ist,  und  tragen  sie  als  Länge  nach  Grösse  und  Sinn  auf  ihren  Axen  c  und 
n  auf.  Die  erstere  ertheilt  der  Winkelgeschwindigkeit  oa  die  unendlich 
kleine  Aenderung  atdt  =uidt  =  düi^  ohne  die  Axe  zu  ändern,  die  zweite, 
neigt  die  Axe  um  den  Winkel  da^  indem  sie  zu  g)  die  unendlich  kleine 
Componente  Undt  =  (ü't\fdt  hinzufügt. 

Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  auch,  indem  man  die  Elemen- 
tarwinkelbeschleunigung dlS  um  h  in  ihre  beiden  Componenten  d^i  um  c 
und  (ad(5  um  n  zerlegt  und  sie  durch  das  Zeitelement  dt  dividirt.  Wegen 
der  Aehnlichkeit  der  Figuren  erhält  man  damit  die  Componenten 

dm  ,         .  da 

at  =  — r,  =  CD      und     «n  =  w  t:  =  otl; 
dt  dt 

von  a,  wie  oben. 

Den  Inhalt  der  vorstehenden  Betrachtung  fassen  wir  in  den  Satz  zu- 
sammen: 

Der  Beschleunigungszustand  des  Systems,  welches  zur  Zeit 
t  die  Winkelgeschwindigkeit  to  um  die  Momentanaxe  c  besitzt, 
wird  durch  zwei  Beschleunigungen  charakterisirt:  die  Centri- 
petalbeschleunigung  und  die  Winkelbeschleunigung.  Die  erstere 
schneidet  die  Axe  c  rechtwinklig,  ist  dem  Sinne  nach  ihr  zu- 
gewandt und  hat  für  die  Punkte  in  der  Einheit  der  Entfernung 
von  c  den  Werth  o>^;  die  Axe  h  der  Winkelbeschleunigung  geht 
durch  den  Schnittpunkt  0  der  Axe  c  mit  der  nächstfolgenden  Axe 
c  und  bildet  in  der  Ebene  des  Winkels  da  beider  Axen  mit  c  den 

toib 
Winkel  y,   für  welchen  tg  y  =      ,  ist.  Die  Winkelbeschleunigung 

CO 

ist  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Axe  h  und  ihre  Grösse  a  wird 
durch  die  Gleichung 

2  '2     I         2  I  2 

bestimmt;  sie  kann  in  zwei  Componenten  zerfällt  werden,  die 
tangentiale  Componente  at  =  (o\  deren  Axe  die  Momentanaxe  c 
ist  und  die  normale  Componente  an  =  (o^,  deren  Axe  n  in  der 
Ebene  (ch)  im  Punkte  0  auf  c  senkrecht  steht.  Die  tangentiale 
Winkelbeschleunigungscomponente  ist  senkrecht  zu  den  Ebenen 
der  Axe  c,  die  normale  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Axe  n. 

Neigt  sich  die  Momentanaxe  c  nicht,  ist  also  da  ^=^  0,  so  verschwindet 
a«  -»  10^  und  reducirt  sich  die  Winkelbeschleunigung  auf  ihre  tangentiale 
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Componente  cr<  =  ca';  das  System  rotirt  zwei  Zeitelemente  bindurcb  um 
dieselbe  Axe  c;  bleibt  co  constant,  wübreud  die  Axe  c  wecbselt,  so  wird 
&/  =  0  und  besitzt  das  System  ausser  der  centripetalen  Bescbleuniguiig  nur 
Normalbescbleunigung  a»  =  (i)t|;. 

§.  2.    Aus  dem  vorigen  §.  erbellt  unmittelbar:  , 

Die  Bescbleunigung  eines  Systempunktes  in  den  Entfer- 
nungen r,  /  von  den  Axen  r,  /*  der  Winkelgescbwindigkeit  co  und 
der  Winkelbescbleunigung  a  bat  zwei  Componenten,  eine  den- 
tripetale  co^r,  welcbe  die  Axe  c  recbtwinklig  scbneidet  und  dem 
Sinne  nacb  ibr  zugewandt  ist,  und  eine  der  Winkelbescbleuni- 
gung  a  entsprecbende  von  der  Grösse  cir\  senkrecbt  zu  der  Ebene 
welcbe  deu  Systempunkt  und  die  Axe  h  entbSlt  und  dem  Sinne 
nacb  mit  er  übereinstimmend. 

Indem  man  die  Winkelbescbleunigung  a  um  die  Axe  h  in  ibre  tan- 
gentiale und  normale  Componente  «<  =  w'  und  a„  =  cot/;  um  die  Axen  c 
und  n  auflöst  und  den  Abstand  des  Systempunktes  von  n  mit  r"  bezeicb- 
net,  ergibt  sieb: 

Die  Bescbleunigung  des  Systempunktes  zerfällt  in  die  drei 
Componenten  w^r,  co'r,  wi/;/',  von  welcben  die  beiden  ersten  die 
centripetale  und  tangentiale  Bescbleunigung  bezüglicb  der  Axe 
c  der  Winkelgescbwindigkeit  darstellen,  wie  sie  der  Punkt  be- 
sitzen würde,  wenn  die  Axe  c  nicbt  wecbselte,  wäbrend  die  dritte 
von  der  Normalwinkelbescbleunigung  a„  herrübrt,  senkrecbt 
zu  der  Ebene  ist,  welcbe  deren  Axe  /?  und  den  Systempunkt  ent- 
bält  und  dem  Sinne  nacb  mit  «„  tibereinstimmt. 

Die  Componenten  w^r  und  wV  kann  man  zu  der  Bescbleunigung  rO 
verbinden,  wo  O*  =  }/a}*  -4-  w'",  welcbe  mit  r  in  die  zur  Axe  c  senkrecbte 
p]bene  des  Systempunktes  fällt  und  gegen  den  Stral  r  unter  einem  für 
alle  Systempuukte  constanten  Winkel  A  geneigt  ist,  für  welcben 

tg  A  =  w' :  w^ 
ist.    Sie  ist  die  Bescbleunigung,   welcbe    der  Punkt  besitzen  würde,    wenn 
die  Axe    c   nicbt  wecbselte.    Die  Componente   (o^lfr^  stellt    die  durcb  den 
Wecbsel  dieser  Axe  bedingte  Bescbleunigung  dar. 

Für  die  Punkte  eines  und  desselben  durcb  0  gebenden  Strales  sind 
die  Abstände  r,  /  dem  Abstände  von  0  proportional  und  die  Ebenen, 
welcbe  die  Punkte  mit  deu  Axen  c  und  /*  verbinden,  dieselben.  Hier- 
aus folgt: 

Für  die  Punkte  eines  durcb  0  gebenden  Strales  ist  die  Be- 
scbleunigung dem  Abstände  von  0  proportional  und  von  dersel- 
ben Bicbtung,  sodass  die  Bescbleunigungen  aller  solcber  Punkte 
in   dieselbe   Ebene   des  Strales    fallen    und   mit   ibm    denselben 
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Winkel  bilden.    Diesseits   und  jenseits   des  Punktes   0   sind  sie 
übrigens  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt. 

§.  3.  Damit  die  Beschleunigung  eines  Systempunktes  verschwinde, 
müssen  ihre  beiden  Componenten  w^r  und  ar  einzeln  Null  werden  oder 
sich  gegenseitig  tilgen.  Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  die  Axen  c  und  h 
nicht  zusammenfallen,  ihr  Schnittpunkt  0  nicht  unendlich  fern  und  weder 
CO  noch  a  Null  sei.  Dann  ist  eine  gegenseitige  Tilgung  der  Componenten 
nicht  möglich.  Denn  da  w^r  zur  Axe  c,  ar  zur  Axe  h  senkrecht  ist,  so 
könnt«  ihre  zur  Tilgung  erforderliche  gemeinsame  Richtung  nur  senkrecht 
zur  Ebene  (ch)  sein.  Da  aber  ar  zu  /  senkrecht  ist,  so  müsste  /  in 
die  Ebene  (ch)  hineinfallen  und  könnten  mithin  Punkte  yerschwindender 
Beschleunigung  nur  in  dieser  Ebene  gesucht  werden.  Es  muss  aber  die 
gemeinsame  Richtung  den  Componenten  auch  die  Axe  c  schneiden.  Daher 
könnte  dieselbe  nur  in  die  zur  Ebene  (ch)  senkrechte  durch  c  gehende 
Ebene  fallen  nnd  würden  jene  Punkte  nur  in  der  Axe  c  selbst  zu  finden 
sein.  Für  die  Punkte  von  c  ist  aber  co^r  Null  und  kann  mithin  ar  nicht 
tilgen.  Es  muss  daher  auch  die  Componente  ar  für  sich  verschwinden, 
wenn  die  Beschleunigimg  verschwinden  soll.  Da  sie  nur  für  die  Punkte 
der  Axe  h  verschwindet,  so  kann  der  Schnittpunkt  0  der  Axen  c  und  h 
allein  ein  Punkt  ohne  Beschleunigung  sein,  für  den  in  der  That  beide 
Componenten  sich  einzeln  auf  Null  reduciren. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  (o  Null  (in  welchem  Falle  die  Momen- 
Janaxe  c  nur  als  die  Orenzlage  einer  Folge  von  Rotationsaxen  verstanden 
werden  kann),  so  verschwindet  die  Beschleunigung  für  alle  Punkte  der  Axe 
h  der  Winkelbeschleunigung.  Ebenso  verschwindet  die  Beschleunigung  für 
alle  Punkte  von  c,  sobald  die  Winkelbeschleunigung  Null  ist.  In  diesen 
beiden  Fällen  besitzt  das  System  also  eine  Axe  verschwindender  Beschleu- 
nigong,  nicht  einen  einzelnen  Punkt. 

Fallen  die  Axen  c  und  h  zusammen,  d.  h.  wechselt  die  Momentanaxe 
nicht,  80  ist  die  Doppelaxe  (ch)  Axe  verschwindender  Beschleunigung. 
Werden  m  tmd  a  zugleich  Null,  so  ist  jeder  Systempunkt  ein  Punkt  ohne 
Beschleunigung. 

Fällt  0  ins  unendliche,  so  gelten  für  alle  Schnitte  des  Systems  senk- 
recht zur  Axe  c  die  Betrachtungen  des  vorigen  Capitels.  Da  alle  solche 
Schnitte  identische  Bewegungen  haben  und  jeder  solche  einen  Punkt  ohne 
Beschleunigung  besitzt,  so  enthält  das  System  in  diesem  Falle  eine  Axe 
ohne  Beschleunigung. 

Einen  Punkt  ohne  Beschleunigung  wollen  wir  einen  Mittelpunkt 
der  Beschleunigung,  eine  Axe  voll  solcher  Punkte  eine  Beschleu- 
nigungsaxe  nennen. 

Demnach  können  wir  jetzt  folgenden  Satz  aussprechen: 
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Der  Schnittpankt  0  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Momen- 
tanaxen  ist,  wenn  er  nicht  im  Unendlichen  liegt,  die  Axe  der 
Winkelbeschlennigung  nicht  mit  der  Momentanaxe  zusammen- 
fällt  und  weder  die  Winkelgeschwindigkeit  noch  die  Winkel- 
beschleunigung Null  ist,  der  einzige  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigung im  System.  In  den  besonderen  FsUen,  dass  die  Winkel- 
geschwindigkeit Null  ist,  oder  die  Axen  beider  zusammenfallen, 
oder  die  Winkelbeschleunigung  yerschwindet,  oder  der  Punkt 
0  im  Unendlichen  liegt,  existirt  eine  Beschleunigungsaxe.  Die- 
selbe fSllt  im  ersten  dieser  FSlle  mit  der  Axe  der  Winkelbe- 
schleunigung, im  zweiten  und  dritten  mit  der  Momentanaxe  zu- 
sammen, im  letzten  Falle  ist  sie  von  diesen  Axen  verschieden, 
ihnen  aber  parallel.  Verschwinden  die  Winkelgeschwindigkeit 
und  die  Winkelbeschleunigung  zugleich,  so  ist  jeder  Punkt  des 
Systems  Beschleunigungsmittelpunkt. 

Der  Schnitt  des  Systems  mit  einer  um  den  Punkt  0  beschriebenen 
Kugelflftche  ist  ein  sphärisches  System,  welches  sich  auf  der  KugelflSche 
bewegt.  Dasselbe  besitzt  im  Allgemeinen  keinen  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigung; in  den  besonderen  FSllen  verschwindender  Winkelgeschwindigkeit 
oder  Winkelbeschleunigung,  sowie  in  dem  Falle,  dass  die  Axen  c  und  h 
zusammenfallen,  gibt  es  zwei  Mittelpunkte  der  Beschleunigung,  nftmlich  die 
Punkte,  in  welchen  die  Beschleonigungsaxe  des  Gesammtsystems  die  Kugel- 
fläche schneidet.  Für  das  ebene  System,  in  welches  das  sphärische  in  dem 
Falle  übergeht,  dass  der  Punkt  0  ins  Unendliche  rückt,  existirt  stets  ein 
Mittelpunkt  der  Beschleunigung. 

§.  4.  Von  0  ziehen  wir  nach  einem  beliebigen  Systempunkt  M  den 
Stral  m,  und  verbinden  ihn  mit  den  Axen  c  und  h  durch  die  Ebenen  {cm) 
und  {lim).  Die  erster e  von  ihnen  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes 
3f;  sie  enthält  die  centripetale  Componente  a>^r  seiner  Beschleunigung; 
senkrecht  zu  der  letzteren  ist  die  der  Winkelbeschleunigung  o  entsprin- 
gende Beschleunigimgscomponente  ar\  Die  Tangente  der  Bahn  imd  die 
Richtung  von  ar  sind  daher  beide  senkrecht  zum  Strale  m  und  bilden  mit 
einander  einen  Winkel,  gleich  dem  Neigungswinkel  e  der  Ebenen  {cm)  und 
{lim).  Diesen  Winkel  zählen  wir  positiv  so,  dass  ein  von  M  nach  0  hin- 
sehender Punkt  den  Uebergang  der  Ebene  {hm)  in  die  Ebene  (cm)  im 
Sinne  der  Uhrzeigerbewegimg  erblickt,  wenn  diese  Ebene  um  m  gedreht 
wird.  Beim  Durchgang  des  Punktes  M  durch  die  Ebene  {cK)  wechselt 
der  Sinn  dieser  Drehung  und  damit  das  Zeichen  von  £.  Zerlegen  wir  die 
Componente  ttr  nach  der  Tangente  und  senkrecht  zu  ihr  in  die  beiden 
weiteren  Componenten  ar  cos  b  und  or/  sin  £  (Figg.  194  u.  196),  so  bil- 
det die  erstere  von  ihnen  für  sich  allein  die  Tangentialbeschleunigung  91 
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des  Punktes  M,  während  die  zweite,  in  die  Normalebene  fallende,  sich  mit 
tal^r  zur  Normalbeschleunigung  g>n  verbindet.    Wir  haben  daher 

<pt  =  ar  cos  e ,     [g?«]  =  [g>*^]  +  [cir  sin  e]  . 
Um    die  Besultante  von  w^r  und  ar  sin  €  zu  bilden ,   bemerken  wir, 
dass  die  Richtungen  von  r  und  a/  sin  6  in  der  Normalebene  zu  den  Stra- 

len  c  und  m  senkrecht  sind  und 
daher  den  Winkel  q  s=^  (cm)  mit 
einander  bilden.  Mit  Rücksicht  auf 
den  der  Axe  c  zugewandten  Sinn 
von  m^r  aber  ergibt  sich  für  den 
Winkel  beider  Gomponenten  bei 
positivem  s  der  Werth  n  —  q,  so 
dass 

—  2  a)*  arr  sin  e  cos  q 

wird.  Die  normale  Componente 
or"^  sin  e  wollen  wir  übrigens  weiter 

in  zwei  Gomponenten   spalten,    von  denen  die  eine  zur  Axe  c  senkrecht, 

die  andere  ihr  parallel  ist.    Dieselben  sind 

ar  sin  €  cos  (n  —  q)  =  —  (xr  sin  s  cos  q     und     ar  sin  s  sin  q. 

Die   erstere   von  diesen  bildet  mit  o'r  zusammen  die  zur  Momentanaxe  c 
senkrecht«  Gomponente  q)c  der  Normalbeschleunigung  9>„,  nämlich 

q)^  s=s  ß)*r  —  ar  sin  b  cos  q^ 
welche  positiv  im  Sinne  nach  c  hin  gerechnet  ist,  der  Werth  der  anderen 
(po  ist 


Fig  194. 


Flg.  196. 


q>c  =  ar  sm  6  sm  ^ 


Die  Quadratsumme  beider  liefert  wieder  das  obige  q>%. 

Aus  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Gomponenten  q>tt  9»,  so- 
wie auch  aus  den  drei  rechtwinkligen  Gomponenten  9^,  q>cj  q>'c  geht  die 
totale  Beschleunigung  g>  des   Punktes  3f  hervor.    Für  sie  ist  daher: 


9> 


=  (ö*r*  +  *^^**'^  —  2«*  arr  sin  f  cos  ^ . 


Die  Axen  c,  h  und  der  Stral  m  bestimmen  auf  einer  mit  der  Einheit 
als  Radius  um  0   beschriebenen  Kugelfläche   ein  sphärisches  Dreieck   chm 

(Fig.  196),  in  welchem  die  Seiten  cm^  ch  gleich  q 
und  7,  der  Winkel  hmc  aber  gleich  e  ist.  Die  Seite 
hm  wollen  wir  mit  q'  und  den  ihr  gegenüberliegenden 
Winkel  hcm  mit  O  bezeichnen.  Statt  wie  bisher  zui* 
Bestimmung  der  Lage  des  Strales  m  seine  Neigung 
Q  gegen  die  Axe  c  und  den  Winkel  s  der  Ebenen  (cm)  und  (hm)  zu  be- 
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Fig.   196. 
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nutzen,  können  wir  hiezu  auch  andere  Bestimmangselemente  ans  dem  Drei- 
eck cmh  entnehmen«  Für  das  Folgende  wShlen  wir  zweckmässig  hiezu  die 
sphärischen  Coordinaten  ^,  O.  Hiemit  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Badius- 
vector  GM  des  Sjstempunktes  mit  s  bezeichnen: 

r  =^  s  ,  Bm  Q  ,     sin  ^'  sin  f  =  sin  ^  .  sin  O 

/  =  5  .  sin  ^' ,     cos  q'  =  cos  y  cos  ^  4~  ^^  /  ^  ^  <^8  O 

cos  y  —  cos  p  cos  g'        cos  v  sin  p  —  sin  y  cos  p  cos  O 

cos  €  ■=» ~ ^  = ^^ / ^^ 

sin  p  sin  p  sin  p 

wobei  O  zugleich  mit  £  positiv  oder  negativ  wird. 

Mit  Hülfe  der  Formeln 

a  cos  y  ■=  w' ,     a  sin  y  i=  (»t/;     (§.  1) 

ergeben  sich  daher  die  folgenden  Ausdrücke  für  die  Componenten  der  Be- 
schleunigung des  Punktes  M: 

(ft  =  (co'  sin  p  —  (iOT(;  cos  p  cos  O)  .  ^ 
q>c  ■=  (co*  sin  p  —  wtf;  cos  p  sin  >&)  .  5 
g>c  "=  cotf;  sin  p  sin  O  .  5 

9i  =  («*  sin*  p  +  G>*  ^*  sin*  O  —  2  oo'  tf;  sin  p  cos  p  sin  d)  .  5* 
und  hieraus  für  q>  selbst: 

g>'  =  [(w*  +  ß>'^)  8"^*  Q  +  G>^^^  (sui*  ^  +  cos*  Q  cos*  d) 
—  2  co^  tf;  sin  p  cos  p  sin  O  —  2  oo  oo'  tf;  sin  p  cos  p  cos  ^]  .  5* . 

§.  5.  Für  die  Systempunkte,  deren  Beschleunigungscomponente  ar  in 
die  Normalebene  ihrer  Bahn  hineinfallt,  verschwindet  die  Tangential- 
beschleunigung (fty  da  die  centripetale  Componente  a>*r  stets  der  Normal- 
ebene angehört.  Da  ar  senkrecht  zu  der  Ebene  Qim)  ist,  so  wird  diese 
Bedingung  von  den  Punkten  der  Stralen  m  erfüllt,  für  welche  die  Ebenen, 
welche  sie  mit  den  Axen  c  und  h  verbinden,  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
Der  Ort  aller  Stralen  m,  in  welchem  sich  zwei  Ebenen  rechtwinklig  schnei- 
den, welche  durch  zwei  sich  in  einem  Punkte  0  schneidende  feste  Gerade 
c,  h  hindurchgehen,  ist  aber  eine  KegelflSche  zweiten  Grades,  welche  die 
Geraden  c,  h  enthält  und  von  den  Ebenen,  welche  zu  ihnen .  senkrecht  sind, 
in  Kreisen  geschnitten  wird,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ebene  (ch)  liegen. 
Denn  legt  man  eine  Ebene  E  senkrecht  zu  einer  der  Geraden  c,  A,  z.  B. 
zu  c,  welche  diese  Gerade  in  C,  die  andere  in  H  und  einen  beliebigen  der 
Stralen  m,  in  welchem  sich  (cm)  und  (Am)  rechtwinklig  treffen,  in  M 
schneidet,  so  stehen  die  Ebenen  E  und  (Jim)  beide  senkrecht  auf  der 
Ebene  (cm).  Daher  ist  ihre  Schnittlinie  HM  senkrecht  zu  CM,  d.  h.  die 
Ebene  E  trifft  die  Stralen  m  in  den  Punkten  eines  Kreises,  für  welchen 
CH  em  Durchmesser  ist.  Ebenso  für  die  Ebenen  senkrecht  zu  h.  Daher 
der  Satz: 
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Der  Ort  der  Systempunkte  verschwindender  Tangential- 
beschleunigung ist  eine  Eegelfläche  zweiten  Grades,  welche  die 
Axen  c,  h  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Winkelbeschleu- 
nigung enthält.  Ihre  Ereisschnitte  sind  senkrecht  zu  diesen 
Axen  und  je  zwei  Ebenen  dieser  Axen,  welche  durch  einen  Stral 
der  Eegelfläche  hindurchgehen,   schneiden  sich  rechtwinklig. 

In  dem  sphärischen  Dreieck  cmh^  welches  ein  Stral  m  der  Eegelfläche 
mit  c  imd  h  bestimmt,  besteht  wegen  des  rechten  Winkels  bei  m  die 
Gleichung:  tg  (cm)  =  tg  (ch)  .  cos  (mch)  oder  also,  wenn,  wie  früher  die 
sphärischen   Coordinaten   des   Strales   m  mit  q  und  &  bezeichnet  werden, 

mit  Bücksicht  auf  tg  {ch)  «=  tg  y  = 


CO 


tg  ^  =  —r  COS  O. 

CO 

Diese  Gleichung  der  Eegelfläche  ergibt  sich  auch  aus  §.  4.,  wenn  man 
den  dortigen  Ausdruck  für  q>t  gleich  Null  setzt. 

Rückt  der  Punkt  0  ins  Unendliche,  so  geht  die  Eegelfläche  in  eine 
Cjlinderfläche  über,  deren  Schnitte  senkrecht  zu  c,  A  die  Er  eise  ohne 
Tangentialbeschleunigung  der  ebenen,  in  ihren  Ebenen  beweglichen  Systeme 
liefern,  welche  in  diese  Schnitte  fallen.    (S.  Cap.  XIII^  §.  7). 

Da  die  Tangentialbeschleunigung  der  Punkte  der  Eegelfläche  yerschwin- 
det,  so  haben  dieselben  zur  Zeit  t  stationäre  Geschwindigkeit;  ihre  Be- 
schleunigung ist  blos  Normalbeschleunigung. 

Die  Eegelfläche  verschwindender  Tangentialbeschleunigung  scheidet  die 
Punkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  positiv  ist,  von  denen,  für  welche 
dieselbe  negativ  ist.  Erstere  erleiden  eine  momentane  Zunahme,  letztere 
«ine  momentane  Abnahme  der  Geschwindigkeit,  jene  gehören  dem  Aussen- 
ramne,  diese  dem  Innenraume  der  Eegelfläche  an,  wie  man  ans  der  For- 
mel 9>i  :=  a/  cos  B  ersieht. 

Für  rechtwinklige  Coordinaten,  deren  positive  z-  und  x-Aie  mit  der 
Momentanaxe  und  der  Axe  n  der  Normalbeschleunigung  zusammenfallen 
ist  tg  ^  =  r  :  jK,  cos  O  =  a; :  r,  r*  =  ic*  +  y^,  mithin  die  Gleichung  der 
Eegelfläche  ohne  Tangentialbeschleunigung 

eo'  (05*  +  y*)  —  <öT(;  a?£f  =  0 . 

§.  6.  Die  Punkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  gleich  a  ist,  ge- 
nügen der  Bedingung  ar  cos  €  «=  a  (§.  4)  und  liegen  bei  positivem  a 
ausserhalb ,  bei  negativem  a  innerhalb  des  Eegels  <pt «» 0.  Legen  wir 
durch  den  Punkt  0  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  h  der  Winkelbeschleu- 
nigung  und  bezeichnen  mit  p  den  Abstand  eines  Punktes  M  von  ihr,  so 
wird  r  ^»piig  if  und  geht  diese  Bedingung  über  in: 
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lg  g  cos  €  =  — • 

ap 

In  dem  zagehörigen  sphftrischen  Dreieck  cmh  (Fig.  196)  schneidet  die 
Seite  cm  =  Q  den  sphärischen  Kegelschnitt,  welchen  der  Kegel  verschwin- 
dender Tangentialbeschleunigung  mit  der  Kugel  gemein  hat,  in  einem  Punkte 
n,  so  dass  cn  und  hn  zu  einander  rechtwinklig  sind.    Daher  ist 

tg  p' .  cos  e  =  tg  («m) 

und  erfüllen  die  Punkte  Ton  der  Tangentialbeschleunigung  a  die  Bedin- 
gung tg  (ntn)  *=  a  :  ap,  d.  h.  f&r  die  Punkte  eines  zur  Axe  h  senkrecht 
geftihrten  ebenen  Schnittes  des  gesuchten  Ortes  ist  der  Bogen  nm  constani 
Die  Punkte  m  bilden  daher  auf  der  Kugelflftche  eine  der  Pascal'sclien 
Schneckenlinie  analoge  Curve,  welche  den  sphärischen  K^elschnitt  in  ähn- 
licher Weise  umgibt,  wie  die  Pascal'sche  Curve  ihren  Grundkreis.  Für  den 
unendlich  fernen  Schnitt  f&Ut  die  Carve  mit  dem  sphärischen  Kegelschnitt 
zusammen,  unter  Zugrundelegung  des  rechtwinkligen  Coordinatensjstems 
des  vor.  §.  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  Ausdruckes  9/  «=  (o'  sin  ^  —  cd^ 
cos  Q  cos  ^)  8  als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  von  der  Tangentialbe- 
schleunigung a: 

[cd'  (x*  +  i/)  —  a>t(;  xzf  =  a«  (x*  +  y") . 

Der  Ort  ist  mithin  eine  Fläche  4.  Grades,  welche  die  Momentanaxe 
c  als  Doppellinie  enthält.  Die  Fläche  schmiegt  sich  dem  Kegel  verschwin- 
dender Tangentialbeschleunigung  im  unendlichen  an  und  umgibt  ihn  ähn- 
lich wie  die  Pascal'sche  Schneckenlinie  ihren  Grundkreis. 

§.  7.    Die  Normalbeschleunigung  <pn  hat  die  beiden  Componenten 

q>c  =  (o^r  —  ar  sin  e  cos  q  =  (w*  sin  ^  —  cotf;  cos  ^  sin  O)  .  s 
und 

g>'c  =  ar  sin  f  sin  (>  =  cot/;  sin  q  sin  -^  .  s 

senkrecht  und  parallel  zur  Momentanaxe  c.  Sie  kann  nur  vollständig  ver- 
schwinden, wenn  beide  einzeln  sich  auf  Null  reduciren,  da  sie  zu  einander 
rechtwinklig  sind. 

Wir  fragen  zunächst  nach  dem  Orte  der  Systempunkte,  für  welche  die 
zur  Momentanaxe  c  senkrechte  Componente  <pc  verschwindet.  Die  hiefÜr  zu 
erfüllende  Bedingung  co  sin  ^  —  tf;  cos  ^  sin  ^  =  0  schreiben  wir  .unter  Ein- 
führung des  Complementes  •^'  von  O  in  der  Form 

tg  p  «=  —  cos  O  . 

CO 

Für  den  Stral  i  des  Punktes  0,   welcher   dem  Winkel  ^'«»0  oder 
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^  =  ^  TT  entspricht,   wird  tg  ^  =  tg  (ci)  =  —  und  wenn    wir  den  Winkel 

00 

{ci)  mit  /  bezeichnen,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 

aus  welcher  man  ersieht,  dass  die  Ebenen,  welche  einen  Punkt  unseres 
Ortes  mit  den  Axen  c  und  i  yerbinden,  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
Analog  der  Untersuchung  des  §.  5  erhalten  wir  daher  den  Satz: 

Der  Ort  der  Sjstempunkte,  deren  Normalbeschleunigungs- 
componente  q>c  senkrecht  zur  Momentanaxe  verschwindet,  ist 
eine  Kegelfläche  zweiten  Grades,  welche  die  Axe  c  und  eine  ge- 
wisse Axe  i  des  Punktes  0  enthält,  welche  in  der  zur  Axenebene(c/i) 
senkrechten  Ebene  gegen  die  Axe  c  unter  dem  Winkel  /  geneigt 
ist,  dessen  Tangente  durch  das  Yerhältniss  der  Wechselgeschwin- 
digkeit t|;  der  Momentanaxe  zur  Winkelgeschwindigkeit  co  an- 
gegeben wird.  Die  Ereisschnitte  dieses  Kegels  sind  senkrecht 
zu  den  Axen  c  und  i  und  ihre  Mittelpunkte  fallen  in  die  Ebene 
(ci).    Der  Kegel  berührt  daher  die  Axenebene  (ch)  längs  c. 

Die  Punkte  dieses  Ortes  besitzen  blos  Tangentialbeschleunigung  und 
Normalbeschleunigung  parallel  der  Momentanaxe.  Da  die  Normalbeschleu- 
nigung in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  f^lt,  so  sind  sie  die  Punkte, 
deren  Bahnschmiegungsebene  zur  Momentanaxe  parallel  ist. 

In  Bezug  auf  das  obige  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  Xy  y^  jer, 
wobei  wir  jetzt  den  Sinn  der  y-Aze  so  bestimmen  wollen,  dass  von  der 
positiven  ;er-Axe  aus  gesehen,  der  üebergang  von  der  positiven  rr-Axe  zur 
y-Axe  der  ührzeigerbewegung  folgt  (bisher  war  es  nicht  nöthig,  darüber 
eine  bestimmte  Annahme  zu  machen),  ist  die  Gleichung  unserer  Kegelfläche 
(pc  =  0: 

ö>  (^^  +  y*)  +  ^y^  =  0 . 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §.  gelten 
auch  hier  hinsichtlich  des  Ortes  der  Punkte  gleicher  Beschleunigungscom- 
ponente  q>e  =  h.    Derselbe  ist  die  Fläche  4.  Grades 

[«^  (x'  +  y')  +  a^^yef  =  b'  (x^  +  y') . 

Für  den  Ort  aller  Punkte,   deren  Normalbeschleunigungscomponente 

q/e  '^  ar  Bin  €  sin  p  •==  cotf; .  sin  ^  sin  O  .  5 

verschwindet,  oder  denselben  Werth  c  hat,  folgt: 

Der  Ort  der  Sjstempunkte,  deren  Beschleunigungscompo- 
nente  9c  Parallel  der  Momentanaxe  verschwindet,  deren  Schmie- 
gungsebene mithin  auf  dieser  Axe  senkrecht  steht,  ist  die  Ebene 
der  Axen  c  und  K 

Der  Ort  der  Systempunkte,    deren    Beschleunigungscompo- 
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nente  ^c  parallel  der  Momentanaxe  den  Wertb  c  hat,  ist  eine 
Ebene  parallel  zur  Ebene  {cli)  im  Abstände  c:  ooifi,  diesseits  oder 
jenseits  von  ihr,  je  nach  dem  Sinne  von  c. 

Der  Ort  der  Systempunkte,  für  welche  q>c  und  q>c  gleichzeitig 
verschwinden,  ist  die  Momentanaxe  c. 

§.  8.  Die  Punkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  q>i  und  Normalbe- 
schleunigungscomponente  q>c  senkrecht  zur  Momentanaxe  yerschwinden, 
werden  blos  parallel  zur  Momentanaxe  beschleunigt  Sie  liegen  auf  den 
beiden  Kegelflächen  9^  =  0 ,  9c  =  0 ,  d«  h. 

tg  p  =  —7-  cos  O,       tg  p  =  —  sm  ^ 

CO  CO 

zugleich.  Diese  Flächen  schneiden  sich  ausser  der  Momentanaxe,  deren 
Punkte  den  Bedingungen  nicht  genügen,  noch  in  einem  Strale  g  des  Punktes 
0,  welcher  den  fraglichen  Ort  darstellt.  Die  Lage  dieses  Strales  g  wird 
durch  die  sphärischen  Coordinaten  p^,  Oq  bestimmt,  welche  aus  yorstehen- 
den  Gleichungen  für  p,  <&  folgen,  für  welche  nämlich: 

y  CO*  +  « ^  ö> 

Da  in  den  sphärischen  Dreiecken  cgh^cgi  (Fig.  197) 
die  Winkel  bei  g  rechte  sind,  so  föUt  der  Stral  g  in 
die  Ebene  (ht)  hinein.  Er  theilt  den  Bogen  hi  so, 
dass 

COS^^  COS^i  COS^/t  G>'        yco*  +  Co'^ 

= ,    d.  n.   .  =  —  •      .         — =r* 

cos  y  cos  y  cos  ^i         (o       y^j«  »[_  ^a 

Die  Beschleunigung  im  Punkte  M  dieses  Strales  g^  welcher  die  Ent- 
fernung 8  Ton  0  besitzt,  ist 

cpc  =  G>tl;  sin  p«  sin  ^f.  ,  s  =  ~— :_ =:^  —  .  $, 

§.  9.  Mit  Hülfe  des  Strales  g  können  wir  die  Beschleunigung  der 
Systempunkte  besonders  elegant  darstellen.  Schneiden  wir  nämlich  das 
System  mit  einer  Ebene  E  senkrecht  zur  Momentanaxe  c,  so  trifft  sie 
Geraden  c,  ä,  i,  ^  in  den  Punkten  C,  H,  /,  G  und  die  Kegelflächen  ver- 
schwindender Tangentialbeschleunigung  und  zur  Axe  c  senkrechter  Normal- 
beschleunigungscomponente  in  zwei  Kreisen,  welche  sich  in  C  und  G  durch- 
schneiden und  die  zu  einander  rechtwinkligen  Strecken  CH^  CJ  zu  Durch- 
messern haben.  Die  Winkelbeschleunigung  et  um  die  Axe  h  zerlegen  wir 
nach  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  durch  den  Punkt  H  gehenden  Axen 
c ,  n ,  beide  in  der  Ebene  {cK)  gelegen,  die  erstere,  c\  parallel  zur  Momen- 
tanaxe c,  die  letztere,  n\  parallel  zur  Axe  n  der  Normalwinkelbeschleuni- 
gung.   Die  Componenten  von  a  für  diese  Axen  sind  gleich  der  Tangential- 
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winkelbeschleunigung  at  =  o/  and  der  Normalwinkelbeschleunigung  «i,  =  cDtf;. 
Die  Beschleunigung  der  Sjstempunkte  M  der  Ebene  E  zerföllt  demnach 
in  die  Componenten:  die  centripetale  oo'r,  nach  C  hin  gerichtet,  die  Com- 
ponente  a' .  HM  senkrecht  zu  HM  und  eine  dritte,  ootf; .  MQ^  wo  MQ 
das  Ton  M  auf  die  Axe  n  geföllte  Perpendikel  bedeutet,  senkrecht  zur 
Ebene  E. 

Die  beiden  ersten  Componenten  oo^  .  MC  und  o/  .  HM  stellen  den  Be- 
standtheil  der  Beschleunigung  dar,  welche  in  die  Ebene  E  fallen.  Für  sie 
ist  der  Punkt  G  Mittelpunkt  der  Beschleunigung  und  verschwinden  auf 
den  beiden  Kreisen  über  CH  und  CJ  die  in  diese  Ebene  fallenden  Tan- 
gential- und  Normalcomponenten.  Alles,  was  Cap.  XIII,  §.  4  entwickelt 
ist,  tritt  auch  hier  in  Kraft.  Insbesondere  ist  der  in  die  Ebene  E  fallende 
Antheil  der  Beschleunigung  des  Punktes  M  aequivalent  den  beiden  Com- 
ponenten  (o^ ,  M G  und  (o' .  MG^   erstere  längs   MG^  letztere  senkrecht  zu 

MG  gerichtet,  welche  sich  auch  zu  der  Beschleunigung  MG  .  }/(io*  +  ^'* 
vereinigen  lassen,  welche  unter  dem  von  der  Lage  des  Punktes  M  in  der 
Ebene  unabhängigen  Winkel  X  gegen  MG  geneigt  ist,  für  welchen  tg  Jl  =»  oo^ :  oo' 
ist.    Daher: 

Der  Stral  g  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Beschleunigung 
für  die  ebenen  Systeme,  in  welchen  das  Gesammtsjstem  von  den 
Ebenen  eines  zur  Momentanaxe  c  senkrechten  Parallelebenen- 
büschels  geschnitten  wird,  bezüglich  der  Beschleunigungsbe- 
standtheile,  welche  in  diese  Ebenen  fallen. 

Zu  der  Beschleunigung  MG  .  yto^  -f"  <»'*  ^^s  Punktes  M^  welche  in 
die  Ebene  E  des  Parallelebenenbüschels  f&Ut  und  mit  MG  den  Winkel  k 
bildet,  tritt  noch  die  Componente  oo  ^  .  MQ  senkrecht  zu  E  hinzu,  um  sie 
zur  Oesammtbeschleunigung  zu  ergänzen.  Dieselbe  ist  proportional  dem 
Abstände  des  Punktes  M  von  der  Ebene  {ch)  und  wechselt  den  Sinn  beim 
Durchgange  von  M  durch  diese  Ebene.    Daher: 

Zieht  man  durch  den  Systempunkt  M  eine  Gerade  parallel 
zur  Momentanaxe  c  und  legt  durch  sie  und  den  Punkt  G  des 
Strales  ^,  dessen  Abstand  GM  die  Axe  c  rechtwinklig  kreuzt, 
eine  Ebene  und  hierauf  eine  zweite,  welche  mit  dieser  den  Win- 
kel Jl,  dessen  Tangente  cd'  :  oo'  ist,  bildet,  dem  Sinne  der  Tan- 
gentialwinkelbeschläunigung  oo'  entsprechend,  so  enthält  letztere 
Ebene  die  Beschleunigung  des  Punktes  M. 

Die  Beschleunigungen  der  Punkte  M  einer  zur  Momentan- 
axe parallelen  Geraden  l  bestimmen  mit  dieser  die  Ebenen  eines 
Ebenenbüschels,  welcher  congruent  ist  dem  Ebenenbüschel,  des- 
sen Ebenen  die  Gerade  l  mit  den  Punkten  G  des  Strales  g  ver- 
binden, deren  Abstände  MQ  senkrecht  zu  {  sind. 
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Ziehen  wir  daroh  den  Punkt  G  eine  Axe  c  parallel  c,  so  hat  sie  für 
die  Punkte  M  der  Ebene  JE?,  welche  durch  G  senkrecht  zu  c   geführt  ist, 
in  Bezug  auf  die  Componenten  ca^  .  MG  und  m' .  MG,  welche  in  E  fallen, 
dieselbe  Bedeutung,  wie  die  Axe  c  für  alle  Punkt«  des  Systems  rücksicht- 
lich   der   Componenten   ca^r   und   a/r   (§.   2).     Die  Componente  <o^ .  MQ 
rührt  Ton  der  Normalwinkelbeschleunigungscomponente  ootf;  um  die  Axe  n 
des   Punktes   H  her.    Ertheüen   wir   nun    dem  System  um  eine  durch  G 
gehende,   zu  n    parallele  Axe  n'  die  Winkelbeschleunigung  oo^  in  ihrem 
und  zugleich  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  ergibt  sich  mtlf ,  MQ  als  aequi- 
valent  einer  zu   E  senkrechten  von  cotf;   um  n'  herrührenden  Componente 
ootf; .  itf  F,  wenn  MV  den  Abstand  des  Punktes  M  von  n'  bedeutet,  deren 
Sinn  durch  ootf;  um  n'  bestimmt  ist  in  Verbindung  mit  der  Beschleunigung 
des    Paares    («t(;,  — wif'),    deren    Werth   (O'tl;  ,  QV  dem    Abstände    des 
Punktes  G  von  der  Ebene   (c/i)  proportional  ist.    Diese  letztere  Beschleu- 
nigung  ist   gleich    der   Beschleunigung  des    Punktes  G,    Indem  man  die 
Winkelbeschleunigung  cotf;  um  n'  mit  der  Tangentialbeschleunigung  m'  um 
c    zusammensetzt,    erhält    man    die  Winkelbeschleunigung  a  um  eine  zur 
Axe  h  parallele,   durch  G  hindurchgehende  Axe.    Hierin  erkennt  man  den 
folgenden  Satz: 

Die  Beschleunigung  des  Punktes  M  eines  zur  Momentanaxe 
c  senkrecht  geführten  Schnittes,  welcher  den  Stral  g  im  Punkte 
G  trifft,  kann  erhalten  werden,  indem  man  in  Bezug  auf  zwei 
den  Axen  c  und  h  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Winkel- 
beschleunigung parallele  Axen  c\  K  des  Punktes  G  die  centri- 
petale  und  die  der  Winkelbeschleunigung  entsprechende  Be- 
schleunigungscomponente  w^  .  MG  und  a  .  MK  (wo  MK  den 
Abstand  von  H  bedeutet)  bildet  und  ihnen  die  Beschleunigung 
des  Punktes  G  als  eine  allen  Punkten  des  Schnittes  gemein- 
schaftliche Componente  zufügt. 

Ist  z  der  Abstand  des  Schnittes  vom  Punkte  0,  so  erhält  man 

CII  =  ;er  tg  y,     CJ  >=^  z  ig  y 
d.  h. 

CH  =  jfcoi/;  :  «',     CJ  =  £^t(;  :  CO 

und  wenn  C'  den  Punkt  bezeichnet,  in  welchem  die  auf  c  nächstfolgende 
Momentanaxe  den  Schnitt  trifft,  CG'  ^^  zd<5.  Für  die  Bewegung  des  Schnit- 
tes in  seiner  Ebene  würden  C,  C  zwei  auf  einanderfolgende  Momentan- 
centra  und  CG'  i  dt  ^^  u  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancentrums 
sein.  Daher  wird  ««  =  ;ertf;  und  hiemit  CE  =  com  :  co',  CJ  =  u  :  co,  über- 
einstimmend mit  Cap.  Xniy  §  4.,  wobei  zu  bemerken,  dass  oo'  die  Stelle 
des  dortigen  a  vertritt  CH  und  CJ  sind  die  Durchmesser  des  Tangen- 
tialkreises  und  des  W^idekreises  des  ebenen  Schnittes» 
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Aus  den  obigen  Betrachtungen  ergeben  sich  noch  die  leichten  Fol- 
gerungen: 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  der  Ebene  {cg)  ist  parallel 
zur  Ebene  (ci).  Denn  die  Ebene  {cg)  bildet  mit  (et)  einen  Winkel  Oo, 
wofür  tg  O'o  =  cotg  Oq  =  cö' :  CO*  =  tg  A ,  daher  ist  die  Componente 


welche  mit  MG  den  Winkel  X  bildet,  parallel  {c%)\  die  Componente  cot/;  *  MQ 
ist  aber  parallel  zur  Momentanaxe. 

Die  Bescbleunigung  der  Punkte  der  Ebene  {hi)  ist  parallel 
der  Ebene  {ch).  Denn  MG  fällt  in  HG  und  HG  bildet  mit  CH  den 
Winkel  X  u.  s.  w. 

§.  10.  Da  die  Beschleunigung  eines  Systempunktes  M  eine  Compo- 
nente  (01/;  .  MQ  parallel  der  Momentanaxe  c  besitzt,  währerd  die  zu  dieser 

Axe  senkrechte  Componente  MG  V'o*  +  ^'^  ist,  so  hat  man  für  den  Win- 
kel I,  unter  welchem  die  Richtung  der  Beschleunigung  gegen  die  Momen- 
tanaxe geneigt  ist,  die  Gleichung 


^^       MQ  (o^ 

Für  die  Punkte  M  einer  zur  Axe  c  senkrechten  Ebene  £,  deren  Be- 
schleunignngsrichtung  mit  c  denselben  Winkel  bildet,  ist  daher  das  Yer- 
hältniss  ihrer  Abstände  Tom  Punkte  G  und  der  Ebene  (ch)  eine  Constante. 
Diese  Punkte  liegen  daher  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen  G  ein  Brenn- 
punkt und  die  Sohnittlinie  von  E  mit  der  Ebene  (ch)  die  diesem  zuge- 
hörige Directrix  ist.  Die  sämmtlichen,  derselben  Bedingung  genügenden 
Kegelschnitte,  welche  den  verschiedenen  Parallelebenen  E  angehören,  sind 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  und  ihre  Scheitel  liegen  in  zwei  Stralen  des 
Punktes  0,  welche  der  Ebene  des  Neigungswinkels  des  Strales  g  gegen 
die  Ebene  (ch)  angehören.    Hieraus  folgt: 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  mit  der 
Momentanaxe  denselben  Winkel  £  bildet,  ist  eine  Kegeliläche 
2.  Ordnung.  Ihr  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  0;  der  Stral  g  ist  der 
Ort  der  einen  Brennpunkte  aller  Kegelschnitte,  in  welchen  die 
Fläche  von  den  zur  Momentanaxe  senkrechten  Ebenen  geschnitten 
wird,  und  die  Ebene  (c/<)  ist  der  Ort  aller  zugehörigen  Directricen. 

Für  1  =  0  zieht  sich  die  Kegelfläche  auf  den  Stral  g  zusammen,  dessen 
Punkte  blos  Beschleunigung  parallel  der  Momentanaxe  haben.  Für  ^  =  ^7t 
reducirt  sich  dieselbe  auf  die  Ebene  (ch)- 

Mit  Hülfe  des  entwickelten  Satzes  kann  man  leicht  die  Beschleunigung 
der  sämmtlichen  Punkte  einer  Ebene  beurtheilen.  Es  gibt  in  derselben  nur 
einen  einzigen  Pimkt,  dessen  Beschleunigung  parallel  zur  Momentanaxe  ist, 
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nämlich  dieser  Punkt  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  dem  Strale  ^;  es 
gibt  in  der  Ebene  eine  Gerade,  deren  Punkte  Beschleunigung  senkrecht  zur 
Momentanaxe  besitzen,  nämlich  die  Gerade,  in  welcher  die  Ebene  von  der 
Ebene  (ch)  geschnitten  wird.  Eine  Kegelfläche,  welche  ff  zu  einer  Brenn- 
punktslinie und  (ch)  zur  zugehörigen  Directorebene  im  obigen  Sinne  hat, 
schneidet  die  Ebene  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Pimkte  Beschleunigungen 
von  gleicher  Neigung  gegen  die  Momentanaxe  besitzen.  Da  die  Geraden, 
welche  yon  0  aus  unter  demselben  Winkel  £  gegen  c  gezogen  werden  kön- 
nen, eine  Kegelfläche  2.  Grades  bilden,  so  sind  die  Beschleunigungsrichtun- 
gen der  Punkte  jenes  Kegelschnittes  die  Erzeugungslinien  eines  einfachen 
Hyperboloids. 

§.11.  Um  die  Stralen  von  0  zu  finden,  deren  Beschleunigung  eine 
gegebene  Richtung  hat,  bedenke  man,  dass  diese  Richtung  mit  der  Axe  c 
eine  Ebene  e  bestimmt  und  mit  dieser  Axe  einen  gewissen  Winkel  |  bildet. 
Man  lege  nun  durch  irgend  einen  Punkt  G  des  Strales  g  eine  Ebene  senkrecht 
zu  c  imd  bestimme  in  ihr  den  Kegelschnitt  aller  Punkte,  deren  Beschleunigung 
mit  der  Axe  c  den  Winkel  £  bilden.  Man  ziehe  hierauf  durch  G  die  beiden 
Geraden  dieser  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  e  den  Winkel  l  bilden,  dessen 
Tangente  o/  :  co^  ist.  Nur  die  eine  von  ihnen  kommt  hier  in  Betracht,  näm- 
lich diejenige,  für  welche  der  Winkel  X  so  liegt,  wie  es  mit  dem  Sinne  von 
a  harmonirt.  Diese  Gerade  trifft  den  genannten  Kegelschnitt  in  zwei  Punk- 
ten My  deren  Beschleunigung  der  gegebenen  Richtung  parallel  ist,  denn  sowohl 

die  Componente  MG  j/o)*  -f'  co'*,  als  auch  die  Componente  MQ  .  cot/; 
ist  parallel  der  Ebene  b  ;  daher  ist  auch  die  Beschleunigung  dieser  Pankte 
selbst  parallel  zur  Ebene  s  und  da  sie  mit  der  Axe  c  den  Winkel  §  bildet, 
so  genügt  M  der  Forderung.  Die  beiden  Punkte  M  besitzen  Beschleunigung 
derselben  Richtung,  aber  von  entgegengesetztem  Sinne.  Denn  da  ihre  Ver- 
bindungslinie durch  G  geht,  so  sind  die  Componenten  MG  )/cö*  -}-«'*  ihrer 
Beschleunigung  entgegengesetzten  Sinnes  and  da  G  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnittes ist,  so  liegen  beide  Punkte  M  auf  derselben  Seite  des  Directrix, 
welche  in  der  Ebene  (ch)  sich  findet.  Daher  bat  die  Componente  MQ  .  (o^ 
für  beide  Punkte  denselben  Simu  Hieraus  folgt,  dass  die  Gesammtbeschleu- 
nigimg  selbst  für  beide  Punkte  entgegengesetzt  ausfällt.  Zieht  man  von  0 
nach  den  beiden  Punkten  M  die  Stralen  OM,  so  sind  sie  der  Ort  aller 
Systempunkte,  deren  Beschleunigung  die  verlangte  Richtung  hat. 

Es  gibt  also  im  System  nur  zwei  Stralen  des  Punktes  0, 
deren  Beschleunigung  einer  gegebenen  Richtung  parallel  ist. 
Sie  liegen  mit  demStrale^  in  einer  Ebene  und  sind  die  Schnitt- 
linien dieser  Ebene  mit  dem  Kegel  aller  Pankte,  deren  Beschleu- 
nigung mit  der  Momentanaxe  denselben  Winkel  bildet  in  der 
gegebenen  Richtung. 
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In  einer  Ebene  des  Systems  gibt  es  also  nur  zwei  Punkte  von  ge- 
gebener Beschleunigungsricbtung,  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit 
den  beiden  Stralen,  welche  den  Ort  für  die  Punkte  dieser  Beschleonigungs- 
richtung  bilden. 

Insbesondere  sind  in  jeder  Ebene  nur  zwei  Punkte  vorhanden,  deren 
Beschleunigung  senkrecht  zu  der  Ebene  ist. 

§.  12.  Die  Normalcomponente  q>n  der  Beschleunigung,  welche  wir 
früher  aus  q>c  und  q>c  zusammensetzten,  kann  auch  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  9«  senkrecht  zum  Strale  m  ist,  während 
die  andere  9«  die  Richtung  von  m  hat  Die  Werthe  derselben  entnehmen 
wir  aus  Fig.  195  unmittelbar,  so  dass  9  durch  die  drei  rechtwinkligen 
Componenten  9« ,  9^  und  die  Tangentialbeschleunigung  tpt  repräsentirt  werden 
kann,  nämlich: 

(p,  =  co^r  cos  Q  —  ar  sin  « ,     9I  =  w^r  sin  ^ ,     q>t  =  ctr  cos  e 

oder  durch  d-  und  q  ausgedrückt: 

9>«  =  (g>*  sin  Q  cos  q  —  coif;  sin  ^)s ,     g>'s  =  w^  sin^^  .  s , 
q>t  =  (w'  sin  ^  —  cotf;  cos  O  cos  q)s . 

Für  den  Ort  9,  =  0 ,  d.  h.  für  die  Punkte  ohne  Beschleunigung  senk- 
recht zu  m  ist  (0  sin  ^  cos  q  —  t^  sin  ^  =  0 .  Der  Ort  ist  eine  Eegelfläche 
dritten  Orades.    Mit  Hülfe  des  Coordinatensystems  §.  7^  wo 

sin  ^  =  r  :  5,     cos  q  =  0  :  s  y     sia  &  =  y  :  r 

wird  ihre  Gleichung 

(a,«  +  y»)r  _  1  y(x*  +  y«  +  ^«)  =  0  . 

Sie  enthält  die  Axen  c  und  n  und  schneidet  die  Fläche  9,  =  0  d.  h.: 

00'  sin  ^  —  CO  t/;  cos  &  cos  ^  =  0 
in  drei  Stralen,  deren  Punkte  blos  Beschleunigung  in  der  Richtung  MO 
besitzen.  Da  für  die  Stralen  der  Kegelfläche  sich  die  Normalbeschleunigung 
q>n  auf  q>s  reducirt,  so  haben  die  Stralen  m  derselben  die  Richtung  der 
Krümmungshalbmesser  ihrer  Punkte.  Die  Krümmungskreise  sind  für  sie 
grösste  Kreise  der  Kugeln,  auf  denen  sie  sich  bewegen,  die  Krümmungs- 
halbmesser ^d  ein  Maximum. 

Für  den  Winkel  ß,  welchen  die  Ebene  der  Beschleunigungen  eines 
Strales  m  mit  der  Normalebene  bildet,  hat  man 

q>t        co'  sin  ^  —  cotf;  cos  ^  cos  q 

q)g        (o^  sm  Q  cos  q  —  eotf;  sin  ^ 
Denn  die  Ebene  von  g>t  und  q>s  enthält  den  Neigungswinkel  ß  beider  Ebenen. 
Für  die  Neigung  t  der  Beschleunigung  gegen  den  Stral  m  ist 

9# 
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Diese  Formeln  geben  Aufschluss  über  mancherlei  specielle  Stralen  des  be- 
weglichen Systems. 

§.  13.  Die  Systemponkte,  deren  Beschletmignng  denselben  Werth  x 
hat,  genügen  nach  §.  4  der  Bedingung  . 

9*  =  [(co'  sin  ^  —  cotf;  cos  q  cos  &)^  +  (®*  s^^  Q  —  *»^  cos  q  sin  fr)* 

+  co^tf;*  sin*^  sin^O]  .  s*  =  x* . 

Wählt  man  die  Momentanaxe  c  zur  ;er-Axe,  die  Axe  der  Normalwinkel- 
beschleunigung zur  Axe  der  x  und  die  zu  beiden  senkrechte  Gerade  zur 
^-Axe,  sodass  der  Uebergang  von  der  positiven  x-Axe  zur  positiven  y-Axe 
mit  dem  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  co  harmonirt,  so  ist 

rsinfr  =  —  y,  rcosfr  =  a:,  5.sin^  =  r,  5.co8^=jer,  i^=a;*-|-y*- 
Hiemit  geht  die  Bedingungsgleichung  9  =  x  über  in 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systems  von  der  Beschleunigung  9)=x  ist  daher 

eine  Fläche  zweiter  Ordnung,   welche  den  Punkt  0  zum   Mittelpunkt  hat 

Man  sieht  leicht,  dass  dieselbe  ein  Ellipsoid  ist.    Denn  sie  kann  keine  im- 

endlich  fernen  Punkte  enthalten,  weil  deren  Beschleunigung  unendlich  gross 
ist.    Die  cubische  Gleichung,  von  deren  Wurzeln  B  die  Hauptaxen  abhängen, 

kann  auf  die  Form 

12(0)*  +  w  *  +  (i)>*  —  Bf  =  co>* 
gebracht  werden.    Ihre   Wurzeln   sind  alle  positiv   und  liegen  zwischen  0 
und    G}"*  +  co'^,    zwischen    co*  +  ^'^    ^^^    ^^  +  ^'^  "t"  o>*t(;^    \md    zwischen 

G)*  +  G>'*  +  ^^'^^  ^^^  +  ^• 

Der  Stral  ^,  für  dessen  Eichtungscosinusse 

a  =  sin  Qq  cos  ^q  ,     /3  =  —  sin  ^q  sin  fr^ ,     y  =  cos  Qq 

man  mit  Hülfe  von  §.  8  findet:  a  :  coo'tf;  =  ß  :  —  co^tp  =  y  :  (w*  +  ®'*)» 
ist  conjugirt  zur  Ebene  (ch)  und  c  und  h  sind  conjugirte  Diameter  des 
Schnittes  des  EUipsoids  mit  der  Ebene  {ch).  Daher  sind  Cy  g,  h  drei  con- 
jugirte Diameter  des  EUipsoids.  Die  Längen  der  in  diese  drei  Stralen  fal- 
lenden Semidiameter  ergeben  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Punkte 
dieser  Stralen  resp.  nur  Beschleunigung  haben,  herrührend  von.  der  Winkel- 
beschleunigung, parallel  zu  c  und  centripetale  Beschleunigung  und  die  Grösse 
darstellen,  welche  proportional  der  Entfernung  von  0  ist,  einzeln  gleich 
X  setzt. 

Lässt  man  x  variiren,  so  erhält  man  eine  Schaar  concentrischer,  ähn- 
licher und  ähnlich  liegender  Ellipsoide.  Eine  Ebene  wird  von  einem  EUip- 
soide  dieser  Schaar  berührt  und  von  allen  übrigen  in  einem  System  con- 
centrischer ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen  geschnitten.  Für  die 
Punkte  jeder  Ellipse  ist  die  Beschleunigung  dieselbe,  für  den  Berührungs- 
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puokt    ist    sie  ein  Minimum.     Wir    stellen  die   Hauptresultate  dieser  Be- 
trachtung in  dem  Satze  zusammen: 

Der  Ort  der  Sjstempunkte  gleicher  Beschleunigung  97  «=  x 
ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Rotationsmittel- 
punkte 0  zusammenfällt.  Die  sämmtlichen,  den  verschiedenen 
Werthen  von  x  entsprechenden  Orte  bilden  eine  Schaar  ähnlicher 
und  ähnlich  liegender  Ellipsoide,  für  welche  die  Ebene  {cli)  der 
Axen  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Winkelbeschleunigung 
dem  Strale  g^  dessen  Punkte  blos  Beschleunigung  parallel  zur 
ersteren  dieser  beiden  Axen  besitzen,  conjugirt  ist  und  für  welche 
die  Axen  c,  g,  h  ein  Tripel  conjugirter  Diameter  bilden.*) 

§.  14.  Projicirt  man  das  Dreieck  OCC  (Fig.  192)  auf  irgend  eine  Axe,  so  folgt, 
daes  die  Projection  von  der  Elementarbeschleunigung  da  gleich  dem  Di£Perentiale 
der  Projection  o^  von  co  ist,  so  dass,  wenn  X  die  Neigung  von  da  gegen  die  Axe 

bezeichnet,  dta  .  cos  l  =s  dm^  wird.    Dividirt  man  mit  dt,  ^0  wird 


a  cos  X 


dcD^ 
~dt 


oder     a_  =s 


doD 

a 

It 


wenn  a^  die  Projection  von  a  ist,  d.  h.   die  Projection  der  auf  ihrer  Axe 

h  als  Länge  aufgetragenen  Winkelbeschleunigung  «  auf  eine  Axe  ist 
die  Derivirte  der  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um  diese 
Axe.  Für  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  der  x,  y^  z  des  Punktes  O  bat  man 
daher   für   die  Winkelbeschleunigung  ce,    ihre  Componenten  a^,  «  ,  a^  und   ihre 

Neigungen  X,  fi,  v  gegen  die  Axen 


y 


cos  X       cos  fl 


dm^  dcD 

dt  '    "v  ^   dt 

cos  V         1 


dm^ 
~di 


cc. 


€C. 


a 


«J  +  «2  +  «?  • 


§.  15.    Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  X,  Y,  Z  der  Beschleunigung  eines 
Systempunktes   in   Bezug   auf  drei   rechtwinklige,   sich  im  Botationscentrum  0 

schneidende  Axen  darstellen.  Sie  setzen  sich  aus 
den  Bestandtheilen  zusammen,  welche  von  der  cen- 
tripetalenBeschleunigungscomponente  o'r  herrfihren 
und  anderen,  welche  die  Winkelbeschleunigung  a 
veranlasst.  In  Bezug  auf  die  ersteren  seien  (Fig. 
198)  ff,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  Momentanaxe, 
X,  fl,  V  die  für  ilf  P  und  x^  y^  z  die  Coordinaten 
des  Systempunktes  M .  Man  hat  dann  für  die  Com- 
ponenten von  dV 
Flg.  198.  o)*r  cos  X  ,    o)*r  cos  fi ,    <o*r  cos  v 

und   indem   man   den  Linienzng  OMPO  auf  die  Axen  projicirt 


*)  Der  Verfasser  hat  obigen  Satz  kurz  nach  Vollendung  des  Druckes  der 
1.  Auflage  dieses  Buches  (1870)  für  die  sphärische  Bewegung,  wie  für  die  Windungs- 
beweguog  gefdnden  und  seit  1871  alljShrlich  in  seinen  Yorletangen  entwickelt. 
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X  -}-  r  cos  l  —  OP  cos  a  SB  0 , 
y  +  r  cos  fft  —  OP  cos  (3  =  0, 
z  -{-  r  cos  y  —  OP  cos  y  =»  0 . 

Indem  man   mit  Hülfe  der  Projection  des   Zuges   der  x,y^  z^  MP^  PO  auf  die 
Bichtnng  OP  die  Linie  OP  darstellt,  nämlich 

0  P  =  a;  cos  a  +  y  cos  ß  -^  z  cos  y , 
ergeben  sich  weiter: 

r  cos  i  =  (a;  cos  a  -\-  y  cos  (3  +  ^  cos  y)  cos  a  —  a; , 
r  cos  (i  =>  {x  cos  a  +  y  cos  ß  -\-  z  cos  y)  cos  ß  —  y , 
r  cos  V  =  (a;  cos  a  +  y  cos  ß  -\-  z  cos  y )  cos  y  —  ;Ef . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  oo'  und  ersetst  co  cos  a ,  id  cos  ^ ,  o  cos  y 
durch  00^,  co  ,  o^,   so   stellen  sich  die  gesuchten  Bestandtheile  von  tp^^  tp  ,  <p, 

unter  der  Form  dar 

<o*r  sin  >l  =  ca^  (a;  co^  +  y  «>  +  ^  <"',)  —  *"'^ » 
©«r  cos  fi  =  Wy  (a:  ©^  +  y  ©  y  +  £?  CO,)  —  «'y , 
©*r  cos  V  ^  o)^  (x  to ^  -}-  y  CD    -{-  z  Og)  —  <o^z . 

Durch  die  Componenten  der  Winkelbeschleunigung  a  erlangt  das  System  um 
die  Azen  die  unendlich  kleinen  Winkelgeschwindigkeiten 


adt 


äca^,     a  dt  =  dcD   y    a^dt  =b  dm 


y 


(Componenten  der  Elementarwinkelbeschleunigung)  und  diese  ertheilen  dem  System- 
punkte {xyz)  nach  Cap.  VI,  §.  8  die  Elementarbeschleunigungen  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen : 


et       OL 


\  cc,   a„ 

ct^  a 

dt, 

1     '     ' 

dt, 

X      y 

1     Z     X 

X    y 

dt, 


indem    an    die   Stelle    der    dortigen    p^,    g  ,    r^   hier  ct^dt,  f^ydt,  ct^di  treten. 

Durch  Division  mit  dt  erhält  man  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  System- 
punktes,  herrührend  von  der  Winkelbschleunigung  selbst,  nämlich 


«y    «, 

a     cc 

cc    cc 
**x     y 

y  ^ 

y 

Z     X 

» 

X    y 

Die  Gesammtbeschleunigung  des  Systempunktes  hat  also  folgende  Componenten: 

X  =  (o^{X(o^  +  ycoy  +  jef©J  —  to^x  + 

r  =«  G)y(a;Q)^  +  y©y  +  r©,)  —  ©»y  + 

Z  =  ©,  (a;©^  +  y©y  J^  z(o^  —  (o^z  + 


% 

«, 

y 

e 

«* 

«:r 

z 

X 

CL       CC 
X      y 

X    y 


Wählt  man  insbesondere  die  Momentanaxe  zur  Axe  der  z  und  zwar  so,  dass 
der  Sinn  von  ©  mit  dem  positiven  Sinne  der  z  übereinstimmt;  ferner  zur  a;jer-Ebene 
die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (0)  und  {F)  und  zwar  so,  dass  der 
positive  Sinn  der  a;-Axe  mit  dem  Sinne  der  Normalbeschleunigung  übereinstimmt, 
so  sind 


©. 


©. 


0,     ©, 


© .     cc 


dto  dm       ^fQ 


di 


dt       dt 
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und  erhält  man  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Systempunktes  xyz 
die  ein&cheren  Ausdrücke: 

X  =  —  m^x  —  a'y,     F  =  —  ©'y  +  ®'^  ~  a)ipz,    Z  =  aii/>y . 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  zu  den  Resultaten  der  §§.  1—15  gelangen. 
So  liegen  die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  der  gemeinsamen  Tangenten- 
ebene der  Kegel  (C)  und  (r)  parallel  ist,  in  der  Ebene  Y  =■  0 ,  d.  h. 

03)  '  X  —  oa^y  —  miff  2?  =  0  • 

Für  die  Punkte,  deren  Beschleunigung  senkrecht  zur  Momentanaxe  ist,  wird  ^»0, 
sie  liegen  daher  in  der  Ebene  y  =s  o ,  d.  h.  in  der  Tangentenebene  der  beiden 
Kegel.  Alle  Punkte,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Momentanaxe  ist,  genügen 
den  Bedingungen  X  =  0,   Y  =»  0  zugleich.    Sie  liegen  in  der  Geraden 

m^x  -\-  (oy  =s  0 ,    (o  X  —  co'y  —  totpz  =  0  . 

Die  Coordinaten  x^^  y^,  z^  des  Beschleunigungsmittelpunktes  genügen  den  drei 
Bedingungen: 

Da  diesem  Gleichungssystem  im  Allgemeinen  durch  a^i  =  yi  =■  ^i  =■  0  genügt 
wird,  so  folgt,  dass  das  Beschleunigungscentrum  immer  existirt,  aber  mit  dem 
Botationscentrum  des  Systems  zusammenfällt.  In  besonderen  Fällen  gibt  es  eine 
continuirliche  geradlinige  Folge  solcher  Beschleunigungscentra,  oder  eine  Be- 
schleunigungsaxe.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  cd  =»  0  ist;  denn  dann  ist  die  dritte 
Gleichung  von  selbst  erfallt  und  liefern  die  beiden  andern  a;^  »  y,  =s  o ,  d.  h.  die 
Beschleunigungsaxe  fällt  mit  der  Momentanaxe  zusammen.  Wenn  ip  t=M  o  ist,  d.  h. 
wenn  die  Momentanaxe  nicht  wechselt,  liefert  das  Gleichungssystem  07^  «■  y^  «■  0 , 
d.  h.  gleichfalls  die  Momentanaxe  als  Beschleunigungsaxe. 

Der  Abstand  des  Systempunktes  von  der  Momentanaxe  sei  r;  die  Richtung 
desselben  in  dem  Sinne  von  dem  Schnittpunkte  mit  der  Momentanaxe -nach  dem 
Systempunkte  hin  genommen   bildet   mit   den   Coordinatenaxen   Winkel,    deren 

XV 

Cosinusse  — ,  — ,  0  sind.  Daher  liefern  X,  Y  in  dieser  Richtung  den  Bestand- 
theil  der  Normalbeschleunigung  q>^ 

r  r  r 

Hierzu  tritt  aber  noch  Z  =^  oarpy  als  weiterer  Bestandtheil  von  tp^,  da  es  recht- 
winklig zur  Geschwindigkeit  ist.    Daher  ist 

n  =-  ^  («»•*  +  Vfy^y  +  ö)»t/;»y> . 

Die  Tangentialbeschleunigung  wird  erhalten,  indem  man  die  Oomponenten  von  X 

und  Y  in  der  Richtung   der  Geschwindigkeit   vereinigt    Die  Richtungscosinusse 

v      X 
der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  gegen  die  Coordinatenaxen  sind  —  —  ,  — ,  0; 

T        T 

daher  wird 

Die  Syatemponkte,  welche  keine  BeMhleanigang  in  der  Biohtnng  Ton  r,  also 


X 

t 

XB 

r 

M=M  to  r 
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nur  NormalboBchleunigang  parallel  zur  Momentanaze  besitzen,  genügen  der  Be- 

f/2r 

dingung  co'r  -\-  (oip  —  !=  0 ;  Bie  liegen  auf  dem  Kegel  zweiten  Grades 

£r  enthält  die  Momentanaxe  und  berührt  die  Kegel  (C)  und  (F)  längs  ihr. 

Die  Systempunkte,  deren  Normalbeschleunigung  senkrecht  zur  Momentanaxe 
ist,  genügen  der  Bedingung 

atpy  =  0 

und  sind  also,  wenn  nicht  m  oder  ip  verschwindet,  die  Punkte  der  gemeinsamen 
Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (F). 

Die  Systempunkte,  deren  Normalbeschleunigung  vollständig  verschwindet,  ge- 
nügen den  beiden  Bedingungen 

^{^^  +  y*)  +  ^y^  =  0 ,    (oipy  =  0 

zugleich.    Ist  nun  o  nicht  Null,  so  sind  sie  die  Punkte  der  Momentanaze;  ist  aber 

Q)  <»  0 ,  so  sind  beide  Bedingungen  für  alle  Systempunkte  erfüllt  und  besitzen  in 

demselben  Momente  alle  Punkte  des  Systems  nur  Tangentialbeschleunigung. 

Die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  verschwindet,  welche  also 

im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Geschwindigkeit  besitzen,  ge- 

X  z 
nügen    der  Bedingung   car  —  (d i^  —  =  0;   sie   liegen   auf  dem  Kegel  zweiten 

r 

Grades 

a{x^  +  y")  —  (o'tffxz  =  0 . 

Die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (F)  ist  für  ihn  eine  Haupt- 
ebene; er  schneidet  daher  den  vorigen  Kegel  rechtwinklig,  für  welchen  die  yg- 
Ebene  eine  Hauptebene  ist. 

§.  16.  Die  Ebene,  welche  den  Systempunkt  itf  mit  der  Momentanaxe  c 
verbindet,  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes  M\  sie  enthält  die 
Normalbeschleunigung  q)n ,  deren  Richtung  die  Richtung  der  Hauptnormalen 
oder  des  Krümmungshalbmessers  ist.  Die  Ebene,  welche  durch  diese  Rich- 
tung und  die  Tangente  der  Bahn  bestimmt  wird,  ist  die  Schmiegungsebene. 
Da  g>n  in  die  beiden  Componenten 

q>c  =  (ö)^  sin.  Q  —  001/;  cos  q  sin  d^s     und     g/c  =  wi/;  sin  ^  sin  ^  •  5 

zerfällt,  von  denen  die  erstere  senkrecht,  die  letztere  parallel  zu  c  ist,  so 
bildet  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  mit  der  Axe  c  den  Winkel  f*, 
für  welchen 

cpc        ö)  sin  p  —  il;  cos  p  sin  0         w      1 
(pc  1/;  sin  0  sm  q  i/;  sm  ^ 

ist.  Der  Punkt  M  beschreibt  eine  sphärische  Curve,  deren  Krümmungskreis 
der  Schnittkreis  der  Kugel ,  welcher  die  Bahn  angehört ,  mit  der  Schmiegungs- 
ebene ist.  Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  R  die  Projection  des 
Kugelradius  OM  ^=^  8  auf  die  Richtung  der  Hauptnormalen,  und  mithin 
jB  -B  5  cos  (fi  —  q)  (Fig.  199).    Ebenso  gnt  kann  B  erhalten  werden  mit 
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Hülfe   der  Formel  9>n  =  ^  '^  '    Auf  die  eine,  wie  auf  die  andere  Art 

erhält  man: 


scD  sin^Q 
li  == 


y©^  sin^Q  —  2(01/;  sin  q  cos  ^  sin  ^  +  i/;^  sin*  ^ 

Die  Gerade  OK,  welche  den  Punkt  0  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  K 

verbindet,  ist,  weil  sie  in  JT  senkrecht  zur  Schmiegungs- 
ebene  ist,  die  £jrümmungsaze  der  Bahn.  Sie  bildet 
mit  c  den  Winkel  ^n  —  fi. 

Aus  der  obigen  Formel  für  tg  fi  folgt,  dass  die  Punkte, 
deren  Krümmungsaxe  die  Momentanaxe  rechtwinklig 
schneidet,  der  Bedingung  fi  =  0  genügen.  Diese  Gleichung 

1/; 

ist,    entwickelt   tg  o  =  —  sin^,    d.  h.   der  Ort  der 

ÜO 

Sjstempunkte,  deren  Krümmungshalbmesser  der  Momentanaxe  c 
parallel  sind,  ist  die  Kegelfläche  zweiten  Grades  ohne  Normal, 
beschleunigungscomponente  q>c. 

Für  die  Punkte,  deren  Krümmungsaxe  in  die  Momentanaxe  fUllt,  deren 
Schmiegungsebene  und  Krümmungshalbmesser  diese  Axe  rechtwinklig  schnei- 
den^ ist  |[c  =  ^Tt,  d.  h.  ^  =  0.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Krüm- 
mungshalbmesser die  Axe  c  rechtwinklig  schneiden,  ist  daher  die 
Ebene  (ch)  der  Momentanaxe  und  der  Winkelbeschleunigungsaxe. 

Die* Punkte,  deren  Schmiegungsebene  durch  0  geht,  welche  also  die 
Stelle  ihrer  Bahn  passiren,  an  welcher  der  Krümungshalbmesser  ein  Maxi- 
mum,  nämlich   gleich  s  ist,   liegen  auf  der  Kegelfläche  fi  =  Q,  d.  h. 

V'S  Q  +  cotg  ^)  sin  0  =  —     oder     sin  p  cos  ^  =  ~  sin  ^ . 

Die  Gleichung  dieses  Kegels  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  des  §.  13. 
wird  i/;(a;^  "{-  y^  -\-  z^)y  -{-  oi{x^  -\-  i/)z  =  0  ,  Er  ist  vom  dritten  Grade 
und  enthält  die  Momentanaxe. 

§.  17.  Die  Kegelfläche  q>c  =  0,  deren  Punkte  keine  Normal beschleu- 
nigung  senkrecht  zur  Momentanaxe  haben,  spielt  in  der  Theorie  der  Krüm- 
mung der  sphärischen  Bahnen  eine  ähnliche  Rolle,  wie  der  Wendekreis  für 
die  ebenen  Bahnen ;  doch  kann  von  Wendepunkten  hier  nicht  die  Bede  sein, 
da  der  Krümmungshalbmesser  einer  sphärischen  Bahn  nicht  unendlich  gross 
werden  kann.  Die  Haupteigenschaft  dieser  Fläche,  welche  im  vorigen 
Paragraphen  sich  ergab,  nämlich,  dass  sie  der  Ort  der  Punkte  ist,  deren 
Bahnkrümmungsaxen  die  Momentanaxe  c  rechtwinklig  schneiden, 
wollen  wir  zunächst  direct  ableiten. 

SoHUtL,  M«olumik.   L  .   32 
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Fig.  200. 


Durch  die  Momentanaxe  c  (Fig.  200)  legen  wir  eine  Ebene  e  und 
ziehen  in  ihr  durch  0  einen  Stral  k  senkrecht  zu  c.  Durch  ihn  und  die 
folgende   Momentanaxe   c    ist    eine  Ebene  s^   bestimmt.     Jede    der    beiden 

Ebenen  e ,  e^  ist  Normalebene  der  Bahnen  aller  ihrer 
Punkte,  c  fttr  die  Zeit  t,  b^  für  die  -Zeit  t  +  dt. 
Legen  wir  durch  c  eine  weitere  Ebene  b\  welche  mit 
s  den  unendlich  kleinen  Winkel  dd^  bildet,  gleich  der 
Elementaramplitude  der  Rotation  des  Systems  um  c 
und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  e'  die  der  Zeit  t  -j-  dt 
entsprechende  Lage  von  s  darstellt.  Die  Ebene  i 
schneidet  e^  in  einem  Strale  h  des  Punktes  0,  dessen 
Lage  zur  Zeit  t  in  der  Ebene  b  der  Stral  i^  sei. 
Fttr  «1,  ii  ist  Winkel  (cij)  gleich  Winkel  (ctl).  Für 
die  Punkte  des  Strales  i^  ist  die  Schnittlinie  Je  der  Normalebenen  e,  /  die 
Erümmungsaxe,  d.  h.  die  Gerade,  welche  im  Krümmungsmittelpunkte  auf 
der  Schmiegungsebene  senkrecht  steht.  In  jeder  Ebene  des  Ebenenbüschels, 
dessen  Axe  c  ist,  liegt  ein  Stral  t^;  die  Erümmungsaxen  Je  für  alle  solche  . 
Stralen  liegen  in  der  zu  c  senkrechten  Ebene  des  Punktes  0 .  Wir  suchen 
den  Ort  aller  Stralen  i^  oder,  was  genügt,  den  Ort  aller  Punkte  tj  auf 
einer  um  0  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kugelfiäche.  Setzen  wir  ct|e=^, 
so  ist  das  Bogenelement  i^ti  ^=  d^  ,  sin  q  ,  Bezeichnet  femer  dt  den  Con- 
tingenzwinkel  der  Curve  i^,  d.  h.  den  Winkel  ckc\  der  Normalebenen  in 
den  Punkten  i^  und  «i ,  so  ist  wegen  (kc)  =  ^n  zugleich 

t^ii  =  dx  sin  (^n  -{-  q)  =  dr  cob  q  , 

Durch  Oleichsetzung  beider  Ausdrücke  für  i^i'i  wird  daher 

dd"  sin  Q  =  dt  cos  q  . 

Bildet  nun  die  Ebene  s  mit  der  zu  c  c  senkrechten  Ebene  der  Momentanaxe 
den  Winkel  X  und  fällt  man  von  c  ans  cq  senkrecht  auf  kc\  so  wird 

dr  =  cg  =  cc' .  cos  A  =  dtf  .  cos  A 

dd^  da 

und  hiemit   geht   die    vorige   Gleichung,    wenn   wieder  -77  =  »»  t;  =^ 

gesetzt  wird,  Über  in 

tg  ^  =  —  cos  A . 

09 

Diese  Gleichung  drückt  aber  die  Kegelfläche  97^  =  0  ohne  Normalbeschlen- 
nigung  senkrecht  zu  c  aus  (§.  7.,  wo  Q^'  statt  l  gesetzt  ist).  Der  Stral  t| 
ist  die  rechtwinklige  Projection  des  Strales  %  (§.  7.)  auf  die  Ebene  e. 

§.  18.  Um  die  Erümmungsaxe  k  der  Bahn  irgend  eines  Punktes  in 
(es  genügt,  einen  Punkt  der  Eugelflftche  vom  Radius  1  um  0  zu  betraehten) 


II.  Th.,  Cap.  XIV,  §.  18. 


Krümmung  der  Bahnen. 
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zu  finden  (Fig.  201),   sei  m    dessen  Lage  zur  Zeit  i '\-  di  und  cni  =  ^. 

Die  Normalebenen  in  in  und  wi  ^  welche 
diese  Punkte  mit  den  Axen  c,  c  verbinden, 
schneiden  sich  in  der  Krümmungsaxe  h , 
'  welche  aber  im  Allgemeinen  nicht  senkrecht 
zu  c  sein  wird.  Man  hat  daher,  wenn 
((^Ä;)  =  ^  und  A  der  Winkel  ist,  den  die  Nor- 
malebene von  m  mit  der  zu  cc  senkrechten 
Ebene  bildet: 

d^  .  sin  ^  =  sin  (^  -}"  ^')  ^^> 
d  T  .  sin  ^'  =  dtf  .  cos  "k . 


Hieraus  folgt 


sm  p  sm  p         tl; 

\-  =  —  cos  il . 


sin  (p  +  pO         w 
Setzen  wir  den  sphärischen  Badiusvector,   welcher  c  mit  dem  Punkt 

\  des  vor.  §.  verbindet,   gleich  p^,   so  ist  ~  cos  A  =  tg  (ctj)  ==  tg  p^    und 

09 

daher  gibt  diese  Gleichung 

cotg  p  +  cotg  p'  =  cotg  pj 

d.  h.  für  alle  Stralen  Om  des  Punktes  0  in  einer  Ebene  e  der 
Momentanaxe  c  ist  die  Summe  der  Cotangenten  der  Winkel  p, 
p^  weche  Om  und  die  Krümmungsaxen  der  Bahnen  der  Punkte 
des  Strales  m  mit  der  Momentanaxe  c  bilden,  eine  Constante, 
nämlich  gleich  der  Cotangente  des  Winkels  p^,  welchen  der  Stral 
der  Kegelfläche  g^c  "=  0,  der  in  die  Ebene  6  fällt,  mit  der  Momen- 
tanaxe bildet. 

Die  Constante  p^  wechselt  von  Stral  zu  Stral.  Dieser  Satz  ist  das 
Analogon  zu  dem  Satze  Cap.  XIII,  §.  15.  (Vgl.  auch  S.  269.)  Legen  wir 
im  Schnittpunkte  c  der  Momentanaxe  mi£  der  Kugel  um  0  vom  Badius  1 
eine  Tangentenebene  an  die  Kugel  und  sind  itf,  JT,  J^  die  Schnittpunkte 
der  Stralen  tu,  \  i^  mit  ihr,  wo  J^  auf  dem  Kreise  liegt,  in  welchem  der 
Kegel  97«;  «=  0  von  der  Tangentenebene  geschnitten  wird,  so  geht  die  vor- 
stehende Gleichung  über  in 

1.1  1     ' 


+  7;^  = 


CM    '    CK 

und  gilt  also  in  der  Tangentenebene  dieselbe  Betrachtung  wie  Cap.  XIII, 
§.  15,    wofür    der    genannte   Kreis  die  Stelle   des    dortigen  Wendekreises 

spielt  und  insbesondere  MJ ^  =»  MC .  MK  isi  Es  können  daher  alle  dor- 
tigen Constructionen  mit  Leichtigkeit  auf  die  hier  vorliegenden  Probleme 
übertragen  werden. 

82* 
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§.  19.  Die  Ebene  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Momentanaxen  c, 
c  ist  die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (C),  (F),  von  denen  der 
zweite,  dem  beweglichen  System  angehörige  auf  dem  ersten  während  der 
Bewegung  rollt.  Ersetzt  man  sie,  wie  Cap.  VI,  §.  6  durch  ihre  Schmie- 
gungskegel,  deren  halbe  Oe&ungen  A,  "^  seien,  so  ist,  wie  dort  gezeigt 
wurde 


—  =  cotg  X  +  cotg  A'  =  cotg  ^1. 


Daher  ist 


cotg  ^  -f-  cotg  ^  =  cotg  X  -j-  cotg  A' 

welche  Gleichung  gleichfalls   in   der  genannten  Tangentenebene  ihre  Inter- 
pretation finden  kann. 


XV.  Capitel. 

Besohletinigung  der  Windungsbewegnng  des  unveränderlichen 

Systems. 

§.1.  Es  seien  c  die  Momentanaxe  des  Systems  zur  Zeit  t  und  (cö,ro) 
die  Elemente  des  Geschwindigkeitszustandes  zu  derselben,  nämlich  die  Win- 
kelgeschwindigkeit um  c  und  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems 
parallel  zu  c;  es  seien  ebenso  c  und  (w  +  ^ß^?  ^'o  "I"  ^^o)  ^^®  Momentan- 
axe und  die  Elemente  des  Geschwindigkeitszustandes  zur  Zeit  i  -^  di\  end- 
lich seien  (u,  tj;)  die  Elemente  der  Wechselgeschwindigkeit  der  Momentan- 
axe, nämlich  die  Orthogonalgeschwindigkeit  m  =  — -  =  -—  und  die  Win- 

di         dt 

d<s  _, 

kelgeschwindigkeit  tf;  =  —  >  wo  0,  (/  die  Fusspunkte  des  kürzesten  Abstandes 

der  Axen  c,  c  und  da  der  unendlich  kleine  Winkel  beider  Axen  ist 
(Fig.  202).  Die  Momentanaxe  erleidet  beim  Uebergang  aus  der  Lage  c  in 
die  Lage  c  die  Elementarrotation  d<s  um  die  Bichtungslinie  des  kürzesten  Ab- 
standes 0(y  und  die  Elementartranslation  e2e  =  0(X  parallel 
derselben.  Die  Winkelgeschwindigkeit  cd  -{-  d  cd  um  c  ist 
aequivalent  (o  -\-  dvi  um  die  zu  c  parallele  Axe  c'  des 
Punktes  0  in  Verbindung  mit  einem  Paare  vom  Momente 
(ö)  -}-  dfo) .  OO',  gebildet  aus  cö  -f-  d  w  um  c  und  —  (w  +  dta) 
um  c  Dies  Paar  ist  gleichbedeutend  mit  einer  unendlich 
kleinen  Translationsgeschwindigkeit  (oudt,  deren  Bichtung 
senkrecht  zur  Ebene  der  Momentanaxe  c  und  des  kür- 

Kiff    202 

zesten  Abstandes  ist    Durch  dt  dividirt  erhalten  wir  aus 
ihm  die  Beschleunigungscomponente  oou,  welche  allen  Systemponkten  ge- 
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meinsam  ist.    Die   Winkelgeschwindigkeit   cn  -\-  dca  um  c'  ist  aequivalent 

(Cap.  XIV,   §.  l)    00  um  c  und   der  Elementarwinkelbeschleunigung    dW 

um    die    Axe   h,    deren  Neigung  y   gegen   die  Momentanaxe   c  durch  die 

cot!; 
Gleichung  tg  y  =  — j-  bestimmt  ist.    dtST  durch  dt  dividirt,  gibt  die  Win- 

kelbeschleunigung  a  =  -—-  um   dieselbe    Axe  h.    Diese  Winkelbeschleuni- 

dt 

gung  kann  in  ihre  tangentielle  Componente  at  =  a/  und  ihre  Normalcom- 
ponente  cotlf  aufgelöst  werden,  erstere  um  c,  letztere  um  die  Axe  n,  senk- 
recht zu  c  in  der  Ebene  (cc").  Von  der  Rotationsbewegung  des  Systems 
rühren  denmach  die  Beschleunigungsbestandtheile  her:  1.  die  centripetale 
Componente  »*,  die  Axe  c  rechtwinklig  schneidend,  (wie  Cap.  XIV,  §.  l), 
2.  die  Winkelbeschleunigung  a  um  h  oder  statt  ihrer  die  Componenten 
cit  =  (o  und  ckm  =  (Dif;  um  die  Axe  c  und  n  und  3.  die  allen  Punkten 
gemeinsame  Translationsbeschleunigung  tau  parallel  der  Axe  n.  Um  die 
von  der  Translationsbewegung  des  Systems  herrührenden  Beschleunigungs- 
bestandtheile zu  finden,  seien  (Fig.  203)  von  einem  Punkte  0  aus  die 
Translationsgeschwindigkeiten  t?^,  Vq  +  dv^  aufgetragen,  ihre 
geometrische  Differenz  ist  die  Elementarbeschleunigung  und  gibt 
durch  dt  dividirt,  die  Beschleunigung  h  der  Translationsgeschwin- 

dv 
digkeit  v^.    Sie  zerfällt  in  die  Componente  vq  =  -ry    parallel 

der  Momentanaxe  c  und  die  Componente  Vq  —  oder  t^^tf;  senk- 

recht    zu    c    und   parallel    der    Ebene    (cc')   d.   h.  parallel  n. 

Demnach  können  wir  für  einen  Systempunkt  M  im  Abstände 
r  von  der  Momentanaxe  und  /  von  der  Axe  h  den  Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  eines  Systempunktes  hat  folgende  Com- 
ponenten: 1.  Die  Centripetalbeschleunigung  oo^r,  die  Momentan- 
axe c  senkrecht  schneidend  und  dem  Sinne  nach  ihr  zugewandt; 
2.  die  von  der  Winkelbeschleunigung  et  herrührende  Compo- 
nente ar  senkrecht  zu  der  Ebene  durch  die  Winkelbeschleu- 
nigungsaxe  h  und  den  Systempunkt,  welche  in  die  Componenten 
(oV^  senkrecht  zur  Ebene  der  Axe  c  durch  den  Systempunkt  und 
füt\}r"  senkrecht  zur  Ebene  der  Axe  der  Normalwinkelbeschleuni- 
gung durch  denSystempunkt  zerfällt  werden  kann;  3.  die  beiden 
Componenten  ou  und  t;Qtf;,  welche  allen  Sy/stempunkten  gemein- 
schaftlich und  beide  der  Axe  n  parallel  sind,  so  dass  sie  nur 
in  Summe  Giu -^^  v^n^f  auftreten  und  4.  die  Componente  Vq^  gleich, 
falls  allen  Punkten  gemeinsam  und  parallel  zur  Axe  c. 

Die  Componenten  v^i^  und  vo  unter  Nr.  3.  und  4.  können  in  die  Ge- 
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sammtcomponente  [k\  =  [v!)\  +  [vq'^]  zusammengezogen  werden,  welche 
parallel  zur  Ebene  {ch)  ist  und  mit  der  Axe  c  einen  Winkel  bildet,    des- 

sen  Tangente  -^  ist.  —  Die  unter   1.  und  2.  aufgeftlhrten  Componenten 

Vq 

sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  sphärischen  Bewegung  um 
den  Punkt  0;  die  Componenten  3.  und  4.*  rühren  von  dem  Wechsel  der 
Momentanaxe  her. 

§.  2.  Wie  in  Cap.  XIV,  §.  2.  werfen  wir  auch  hier  zunftcbst  die 
Frage  auf,  ob  es  zur  Zeit  t  im  System  Punkte  gebe,  deren  Beschleunigung 
Null  ist.  Um  sie  zu  beantworten,  legen  wir,  wie  dort,  durch  einen  System- 
punkt M  eine  Ebene  E  senkrecht  zur  Momentanaxe  c  und  stellen  die  Be- 
schleunigungscomponenten  o'r,  ar  welche  von  der  sphärischen  Bewegung 
des  Sy8t.ems  herrühren,  durch  die  Componenten  pd"  und  m^q  dar.  Die 
Ebene  E  schneidet  nämlich  die  Axen  c  und  h  in  den  Punkten  C,  H  und 
den  Stral  ^,  welcher  in  Folge  der  genannten  Componenten  blos  Beschleu- 
nigung  parallel    zur   Momentanaxe   haben    würde    in  Q  (Fig.   204).     Der 

Punkt  M  besitzt  dann,  wenn  seine  Abstände  von  G 
und  CH  mit  p  und  q  bezeichnet  werden,  die  Be- 
schleunigungscomponenten  pd^  um  &,  geneigt  gegen 
^M  p  unter  dem  Winkel  ^,  wofür  tg  iL  fi=  co' :  oo*  ist,  in 
jener  Ebene  und  die  Beschleunigungscomponente  o>tf;g 
senkrecht  zu  derselben,  dem  Sinne  der  Normal  Winkelbeschleunigung  fl)t|; 
entsprechend.  /  Zu  diesen  Componenten  treten  noch  die  allen  Punkten  ge- 
meinsamen Componenten  caü  -{-  VqiI^  parallel  CH  und  vq  parallel  zur  Axe 
c  hinzu.  Die  Componente  o)tf;g  ist  constant  auf  einer  Ebene  Q  parallel  der 
Ebene  (ch)  und  wechselt  den  Sinn  beim  Durchgang  durch  die  Ebene  (ch). 
Daher  kann  man  den  Abstand  q  diesseits  oder  jenseits  von  (ch)  so  be- 
stimmen ,  dass  sie  die  Componente  vo  tilgt,  d.  h.  dass  o)if;g  <=  t;o  wird, 
welcher  Bedingung  alle  Punkte  einer  zu  (ch)  parallelen  Ebene  genügen, 
so  dass  sie  blos  Beschleunigung  (ou  -{-  VQifß  und  pd"  besitzen.  Eine  weitere 
Ebene,  welche  den  Stral  g  mit  der  Axe  h  verbindet,  schneidet  Q  in  einer 
Geraden  §,  parallel  zur  Axe  /»,  für  deren  Punkte  die  Beschleunignngs* 
componente  pd-  parallel  CH  ist  und  im  Schnittpunkte  von  §  mit  g  den 
Sinn  wechselt.  Daher  kann  man  den  Abstand  0^  der  Ebene  E  von  0  so 
bestimmen,  dass  pd'  =  cou  +  Vq^  wird.  Die  hiedurch  bestimmte  Ebene 
schneidet  den  Stral  $  in  einem  Punkte  G^  dessen  Beschleunigung  NuU  ist 
Um  gj^  zu  finden,   bedenke  man,   dass  0^  :  CH  =  cotg  ^^  werden  muss  und 

CH  =  GH :  cos  A  =  (p  +  -— j  :  cos  k  =  (p  Qm  X  -{-  q)  :  siak  cos  X  ist. 

Den  Punkt  G^  ohne  Beschleunigung  nennt  man  den  Mittelpunkt  der 
Beschleunigungen.    Da  G^^ff  senkrecht  zu  CG  und  zur  Axe  c  ist,  so 
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ist  G^G  senkrecht  zur  Ebene  (cg),  mithin  senkrecht  zum  Strale  ^;  eine 
Ebene  parallel  zur  Ebene  (cg)  im  Abstände  (oou  -j-  VqI/;)  :  &  von  ihr,  auf 
der  Seite,  nach  welcher  die  Beschleunigungscomponente  cau  -j-  ^0*4^}  welche 
die  Bichtung  der  Axe  n  hat,  hinzeigt,  enthält  daher  den  Mittelpunkt  G^ 
der  Beschleunigungen.  Diese  Ebene  schneidet  die  Ebene  Q,  da  beide  der 
Axe  c  parallel  sind,  in  einer  zu  c  parallelen  Geraden  und  da  GG^  senk- 
recht zu  ihr  ist,  so  ist  diese  Linie  der  kürzeste  Abstand  beider.  Wir  er- 
halten hiemit  den  Satz: 

Im  unveränderlichen,  in  Windungsbewegung  begriffenen 
System  existirt  zu  jeder  Zeit  i  ein  Punkt  Gj^  ohne  alle  Beschleu- 
nigung, der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen.  Eine  Ebene 
parallel  der  Ebene  (ch)  der  Axen  c  und  h,  der  Geschwindigkeiten 
und  der  Winkelgeschwindigkeit  im  Abstände  g  =»  t;o  :  coif;  enthält 
denselben;  eine  andere  Ebene,  parallel  zur  Ebene  (cg)  der  Axe 
c  und  des  Strales  g,  dessen  Punkte  in  Folge  der  sphärischen 
Üomponente,  der  Bewegung  blos  parallel  der  Axe  c  beschleunigt 
werden,  im  Abstände  (cou -|- VQtf;):^  von  ihr  auf  der  Seite  von  (c^) 
liegend,  nach  welcher  die  Beschleunigungscomponente  mu  -j"  ^o^ 
hinzeigt,  enthält  denselben  gleichfalls.  Beide  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  zur  Momentanaxe  c  parallelen  Geraden;  der  Fuss- 
punkt  ihres  kürzesten  Abstandes  vom  Strale  g  ist  der  Mittel- 
punkt Gl  der  Beschleunigungen. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  G^  nur  dann  unbestimmt  werden  kann, 
wenn  der  Stral  g  parallel  der  Axe  c  wird  und  dass  in  diesem  Falle  eine 
Beschleunigungsaxe  existirt,  d.  h.  eine  Gerade,  deren  Punkte  sämmtlich 
Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  sind,  parallel  zur  Axe  c.  Dies  tritt 
z.  B.  bei  der  Bewegung  des  Systems  parallel  einer  Ebene  ein.  Jeder  Paral- 
lelschnitt zu  dieser  Ebene  hat  einen  Beschleunigungsmittelpunkt  und  alle 
diese  Mitt-elpunkte  fallen  in  eine  zur  Ebene  Senkrechte  Beschleunigungsaxe. 

§.  3.  Betrachtet  man  die  Axe  n  der  Normalwinkelbeschleunigung,  die 
Linie  des  kürzesten  Abstandes  der  aufeinanderfolgenden  Momentanaxen  c,  c 
und  die  Momentanaxe  c  als  Axen  der  x,  y^  z  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems ,  positiv  im  Sinne  der  Normalwinkelbeschleunigung,  der 
Orthogonalgeschwindigkeit  und  der  Winkelgeschwindigkeit,  so  erhält  man 
die  Coordinaten  x^^  y^^  e^  des  Mittelpunktes  der  Beschlennignngen,  wie 
folgt.    Es  ist  (Fig.  204) 

Xj  =  C^  =|)  :  cos  ^  +  g  tg  ^,      yj  =  —  g  = -, 

'  sm  A  cos  A 

oder  entwickelt 
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§.  4.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  Beschleunigungen  der  System- 
pnnkte  um  den  Mittelpunkt  G^  der  Beschleunigungen  sich  gmppiren. 
Ziehen  wir  durch  G^  eine  Axe  c^  parallel  zur  Momentanaxe  c  und  seien  r 
und  p  die  Abstände  eines  Systempunktes  M  von  c  und  c^,  so  können  wir 
die  Centripetalbeschleunigung  o'r  zerlegen  in  zwei  Componenten,  von  denen 
die  eine,  col^p  die  Axe  q  rechtwinklig  und  ihr  zugewandt  schneidet,  wäh- 
rend die  andere,  co^r^,  wo  r^  den  Abstand  der  Axen  c,  C|  bedeuten  soll, 
geometrisch  gleich  der  centripetalen  Beschleunigung  des  Punktes  G^  ist, 
(vgL  Cap.  XIV,  §.  2).  Ziehen  wir  femer  durch  G^  eine  Axe  h^  parallel 
zur  Winkelbeschleunigungsaxe  h  und  bezeichnen  die  Abstände  des  Punktes 
M  von  h  und  h^  mit  /  und  p\  den  Abstand  der  Axen  h^  h^  aber  mit  ri, 
so  wird  die  Winkelbeschleunigung  a  um  A  aequivalent  derselben  Winkel- 
beschleunigung a  um  h^  in  Verbindung  mit  einer  Translationsbeschleu- 
nigung  gleich  dem  Momente  ar'i  des  Paares  (a,  — a)  und  in  Folge  dessen 
die  von  der  Winkelbeschleunigung  herrührende  Componente  der  Beschleu- 
nigung ar  des  Punktes  M  aequivalent  €q/  in  Verbindung  mit  der  Traus- 
lationsbeschleunigung  arl,  welche  der  Componente  der  Beschleunigung  des 
Punktes  G^  geometrisch  gleich  ist,  welche  von  a  herrührt.  Die  Compo- 
nente ap'  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  M  mit  h^  verbindet;  dem- 
nach zerflült  die  Beschleunigung  des  Punktes  M  in  o)*^,  ap\  ca^r^,  arl, 
wozu  noch  die  allen  Systempunkten  gemeinsamen  Componenten  vo  parallel 
c  und  0)1*4'  ^o''/^  parallel  n  sich  gesellen.  Da  die  vier  Componenten  w^rl 
ccri,  voy  (ou -\- Vq^p  geometrisch  gleich  den  Componenten  der  Beschleu- 
nigung des  Punktes  G^  sind,  dessen  Beschleunigung  Null  ist,  so  tilgen  sie 
sich  am  Punkte  Jf ,  ebenso,  wie  an  G^  und  bleiben  dem  Punkte  M  blos 
üD^Pj  ap\    Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Die  Beschleunigung  eines  Systempunktes  M  kann  dnrch 
zwei  Componenten  (o^p  und  ap'  dargestellt  werden.  Die  erste 
derselben  schneidet  die  der  Momentanaxe  c  parallele  Axe  c^  des 
Beschleunigungsmittelpunktes  G^  rechtwinklig  zugewandt  und 
ist  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  dieser  Axe;  die 
letztere  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  die  zur  Winkel- 
beschleunigungsaxe h  parallele  Axe  h^  des  Punktes  G^  mit  dem 
Punkte  M  verbindet,  ist  proportional  dessen  Abstand  p'  von 
dieser  Axe  und  harmonirt  dem  Sinne  nach  mit  a.  Behufs  Bestim- 
mung der  Beschleunigung  kann  man  also  mit  Unterdrückung  der  Compo- 
nenten vq  und  mu  •}-  v^^  den  Satz  Cap.  XIV,  §.  2.   über  die  sphftrische 
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Fig.  205. 


Bewegung  fdr   den  Punkt  G^    anwenden,   d.  h.   sie  so  bestimmen,   als  ob 
Cji,  i^  Momentanaxe  imd  Winkelbeschleunigungsaxe  w&ren. 

§.  5.  Zerlegt  man  (Fig.  206)  sowohl  die  Componente  vq,  welche  paral- 
lel  Cf    als  auch  cou  -f-  t^Qif;,  welche  parallel  n  ist,   in  zwei  Componenten) 

parallel  und  senkrecht  zur  Axe  h  des  Punk- 
tes 0,  so  erhält  man  durch  die  Summe  der 
ersteren,  nämlich 

Vo  cos  y  +  (cou  +  ^o"*^)  ^^^  y 
=  [vqü/  -|-  (cdu  -f"  ^o'^)  ^'^^  '  ^ 
und  die  Differenz  der  letzteren 

Vo  sin  y  —  (tou  -\-  v^t/;)  cos  y 

zwei  allen  Punkten  des  Systems  gemein- 
same Componenten,  von  denen  die  letztere, 
zu  h  senkrechte,  zu  einer  Verlegung  der  Axe  h  dienen  kann«  Man  sieht 
leicht,  dass  auf  der  Bichtung  00'  je  nach  dem  Zeichen  der  letztgenannten 
Componenten  diesseits  oder  jenseits  von  0  ein  Punkt  K  gefunden  werden 
kann,  so  dass  [t;o«'^  —  (ß>w  +  VQ^li)  a]:  a  =  OK .  a  wii*d.  Zieht  man  durch 
diesen  Punkt  eine  Axe  k  parallel  h  und  ertheilt  dem  System  um  sie  die 
geometrisch  entgegengesetzten  Winkelbeschleunigungen  a  und  —  er,  so  tilgt 
das  Paar  (a,  — a)  die  zu  h  senkrechte  Componente  und  wird  der  Be- 
schleunigungszustand dargestellt  durch  die  Centripetalbeschleunigung  col^, 
senkrecht  zu  c  und  die  Winkelbeschleunigung  a  um  k  und  die  Trans- 
lationsbeschleunigung [voü/  -}-  {oDU  -}-  VQ'iji)  catlf]  :  a  parallel  k.  Wir  wollen 
die  aus  a  um  k  und  der  zur  Axe  k  parallelen  Beschleunigungscomponente 
entspringende  Beschleunigung  die  Schraubenbeschleunigung  des  Systems  und 
k  deren  Axe  nennen.    Daher  können  wir  den  Satz  aufstellen: 

Der  Beschleunigungszustand  der  Windungsbewegung  eines 
unveränderlichen  Systems  kann  repräsentirt  werden:  1.  durch 
die  Centripetalbeschleunigung  gegen   die  Momentanaxe  c  gleich 


or  in  der  Einheit  des  Abstandes  von  c,  2.  durch  die  Schrauhen- 
beschleunigung  um  die  Axe  /b,  parallel  der  Axe  h  der  Winkel- 
beschleunigung und  im  Abstände  OK  =  [vicoi/;  —  (com  +  ^o'^)^']  '  ^^ 
von  ihr,  deren  Botationscomponente  in  der  Einheit  des  Abstan- 
des gleich  a  und  deren  Translationscomponente  die  allen  System- 
punkten gemeinsame  Beschleunigung  [viw'  +  (cou  +  Voi/;)«-«;;] :a  ist. 

§.  6.  Aus  §.  4.  folgern  wir,  dass  die  Sätze  über  die  Beschleunigung 
der  sphärischen  Bewegung  mit  geringen  Aenderungen  auf  die  Beschleu- 
nigung der  Windungsbewegung  übertragen  werden  können ;  an  die  Stelle 
der  dortigen  Momentanaxe  tritt  hier  die  Axe  c^  die  dortigen  Tangential- 
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und  Normalcomponenten  sind  hier  Componenten  senkrecht  zu  den  Ebenen 
der  Axe  c^  und  Componenten  in  diesen  Ebenen  etc.  Insbesondere  folgt 
aber:  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  gleicher  Beschleunigung 
k  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der  Beschleunigungs- 
mitlielpunkt  ist  und  dessen  Hauptaxen  der  Richtung  und  Grösse 
nach  blos  von  co,  a  und  k  nicht  aber  von  u  abhängen.  Die  sSmmt- 
liehen,  den  verschiedenen  Werthen  von  k  entsprechenden  Ellip- 
soide  sind  ähnlich  und  ähnlich  liegend. 

In  jeder  Ebene  des  Systems  gibt  es  einen  Punkt,  dessen 
Beschleunigung  ein  Minimum  ist;  er  ist  der  Mittelpunkt  einer 
Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen,  welche  die 
Orte  constanter  Beschleunigung  für  die  Ebene  sind. 

In  jeder  Geraden  des  Systems  gibt  es  einen  Punkt  kleinster 
Beschleunigung.  Nach  beiden  Seiten  von  ihm  sind  die  Beschleu- 
nigungen in  gleichen  Abständen  gleich  gross.  Der  Punkt  des  Mini- 
mums ist  der  Berührungspunkt  mit  einem  Ellipsoid  der  Schaar. 

§.  7.  Das  Bogenelement,  welches  ein  Systempunkt  M  (Fig.  206)  im 
Abstände  r  von  der  Momentapaxe  c  in  dem  auf  die  Zeit  t  folgenden  Zeit- 
elemente beschreibt,  ist  gegen  c  unter  dem 
Winkel  a  geneigt,  dessen  Tangente  &r:vQ 
ist.  Die  Normalebene  ist  daher  unter  dem 
Winkel  in  —  a  gegen  c  geneigt.  Wir  be- 
stimmen jetzt  die  Tangential-  und  Nor- 
malcomponenten der  Beschleunigung,  in- 
dem wir  die  Projectionen  aller  Beschleu- 
nigungscomponenten  auf  die  Tangente  und 
die  Normalebene  sammeln. 

Der  Punkt  M  hat  die  Beschleunigungs- 
componenten  w^r,  er/,  Vq^  wu  -\-  v^'^fß.  Die 
Componente  ar  zerlegen  wir  wie  Cap.  XIV,  §.  4.  in  die  Componenten 
(ö)'  sin  ^  —  wt/;  cos  q  cos  &)  s  senkrecht  zur  Ebene,  welche  c  und  M  ver- 
bindet, —  0)1/;  cos  ()  sin  '9' .  5  in  der  Richtung  von  r  und  o)  tf;  sin  ^  sin  p  .  5 
parallel  c.  Die  Componente  cot*  +  VqiI»  spalten  wir  in  (cou  -\-  VQtj^)  cos  d 
in  der  Richtung  von  r  und  —  (au  -\-  VqI/;)  sin  d"  senkrecht  zur  Ebene  (cM). 
Demnach  hätten  wir 

1.  (ö^r  —  carjß  cos  Q  sm  ^  ,  s  -}-  {(Oll  -{-  Vq'ijj)  cos  d"  in  den  Richtungen  r,  posi- 

tiv c  zugewandt 

2.  (go'  sin  ^  —  cötfi  cos  q  cos  &)  s  —  (»  m  +  v^tf;)  sin  d"  in  der  Richtung  senk- 

recht zur  Ebene  (c,  M), 

3.  vq  -\-  cD'iff  sia  Q  Bm  ^  .  8  parallel  c. 

Die  Componente  1.  gehört  der  Normalbeschleunigung  an,  die  Compo- 


jrr 


Fig.  206. 


II.  Th.,  Cap.  XV,  §.  7.    Tangential-  u.  Normalcomponente  der  Beschleunigung.    507 

nenten  2.  und  3.  aber  spalten  wir  noch  weiter  in  tangentielle  und  nor- 
male Bestandtheile.  Die  Componente  2.  liefert  durch  Multiplication  mit 
ein  a  eine  tangentielle  Componente  und  durch  Multiplication  mit  cos  (it  —  a) 
eine  normale  Componente  senkrecht  zu  r,  nämlich 

[(©'  sin  p  —  001/;  cos  q  cos  &)  s  —  (ww  -(-  r^t/;)  sin  O]  sin  a  tangentiell, 
—  [(a>  sin  ^  —  «ötj;  cos  q  cos  d)  s  —  (oow  -j-  VqIj;)  sin  O]  cos  a    normal    und 
insbesondere  senkrecht  zu  r. 

Ebenso  liefert  die  Componente   3.  durch  Multiplication  mit  cos  a  und 
sin  a  einen  tangentiellen  und  einen  normalen  Bestandtheil ,  nämlich 

(vo  +  w^  sin  Q  sin  O  .  s)  cos  a  tangentiell, 

(vo  -{-  (0'^  sin  ^  sin  ^  .  5)  sin  a  normal  und  senkrecht  zu  r. 

Daher  erhalten   wir  für  die  Tangentialbeschleunigung  971,  wenn   wir 

cos  a  =  VqI  yoo'r*  +  v] ,    sin  a  =  »r  :  )/cö*r^  +  vj  einfügen : 


Vw^r*  +  *^J  •  9P<  =  [(«>'  sin  ^  —  wif;  cos  q  cos  ^)  s  —  (wu  -f-  Vq-«;;)  sin  -^J  cor 

-|-  [vo  +  Mt/;  sin  ^  sin  -d- .  5]  2;q  . 

In  Bezug  auf  die  Normalbeschleunigung  vereinigen   wir  zunächst  die 
Componenten  senkrecht  zu  r  zu  einer  Componenten  N^,  wofür 


YüD^r^  +  vj  .  ^1  =  [vo  +  ootf;  sin  ^  sin  &  .  5]  cor 

—  [(»'  sin  Q  —  coip  cos  ^  cos  ^)  s  —  (»m  +  Votfi)  sin  ^]  Vq 

und  fügen  hinzu  die  Componente  N^  welche,  hiezu  senkrecht,  in  die  Rich- 
tung von  r  fällt,  nämlich 

^2  =  ^^^  —  coif;  cos  ^  sin  ^  ,  5  -}"  (oJti  +  v^rj/)  cos  ^ . 
Wegen  der  BechtwinkJigkeit  von  N^  und  N^  erhalten  wir  dann  für 
die  gesanmite  Normalbeschlemnigung 

Unter  Zugrundelegung  des  §.  3  gebrauchten  Coordinatensystems,  d.  h. 
indem  wir  5.  sin  ^=»r,  5  .  cos  q^=z^  r  sin  ^  =  y,  r  cos  ^  =  a;,  r*  =  a;*+y* 
setzen,  nehmen  diese  Beschleunigungscomponenten  die  Form  an: 


yoö'r*  +  v\  .  q>t  =  ooooV*  —  (o^tlfXZ  —  cö*uy  +  vvq 
=  CO»'  (a?*  +  y^)  —  oi^'^xe  —  m^uy  +  v^Vq  . 


und  weiter 


«=-  CD*  (ä*  +  y*)  —  <»^ .  yxf  +  (»^  +  ^o'^f')  ^  • 

§.  8.    Für  die  geometrischen  Orte  aller  Punkte,  deren  Tangential- 
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beschleunigung  verschwindet,  die  also  zur  Zeit  t  eine  stationäre  Geschwin- 
digkeit (Maximum  oder  Minimum  derselben)  besitzen,  ist  daher  9/  =  0,  d.  h. 


oder 


oder 


(x^  +  f) Txz -y  +  -^,  =  0 

o  CO  00 

\  W/  CO  COCO  \G)    / 

X^  +  y^ rXZ  +  '^-i;  l-r)    =  0, 

W  CO  o  \co   / 


CO  M 

wenn  der  Ort  auf  den  Mittetpunkt  (a;  =  0 ,  y  =  i  — r  ?    jer  =  0)  als  Ur- 

co 

Sprung  bezogen  wird. 

Der  geometrische  Ort  aller  Systempnnkte  ohne  Tangential- 
beschleunigung ist  eine  Fl&che  zweiter  Ordnung,  deren  Mittel- 
punkt auf  der  Bichtungslinie  der  Orthogonalgeschwindigkeit  im 

cotl;  __ 

Abstände  —  4 — ^  von  0  liegt.  Die  Fläche  wird  von  Ebenen  senkrecht 

CO 

zur  Momentanaxe  in  Kreisen  geschnitten;  die  Ebene  (ch)  ist  paral- 
lel einer  Hauptebene  und  die  Richtung  der  Orthogonalgeschwin- 
digkeit   die   einer  Hauptaxe.     Die   Fläche  ist  ein  einfaches  oder 

doppeltes  Hyperboloid,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  -^—7  —  1  ( — ;- )  ; 

COOO  \  CO   / 

sie  kann  in  ein  Paraboloid  und  in  einen  Kegel  degeneriren. 
Auf  die  Hauptaxen  bezogen,  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

CO  CO 

Von  den  Hauptaxen,  welche  in  die  a:;er- Ebene  fallen,  bildet  die  eine  mit  den 
Axen  der  x  und  z  Winkel,  deren  Cosinusse  das  Verhältniss  haben 

Für  co'  =  0  rückt  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  und  wird  die  Fläche 

ein  hyberbolisches  Paraboloid,  für  -^  —  1  ( — ,  )   =  0  wird  sie  ein  Kegel. 

coco  \co  / 

Die  System  punkte ,  für  welche  N^  =  0  ist,  welche  also  keine  Nor- 
malbeschleunigung senkrecht  gegen  die  Momentanaxe  c  besitzen,  genügen 
der  Bedingung 

x^  +  y'-^-y^  +  i--^ '4)^  =  0; 

CO  \a)  CO*  / 

sie  liegen  also  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,    deren  Mittelpunkt  auf 
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der  Richtung  der  durch  den  Punkt  0  gezogenen  Winkelbeschleunigungsaxe 

im  Abstände  ^  i 1 — ^  j  von  0  liegt.   In  Bezug  auf  diesen  Mittelpunkt 

bei  denselben  Axenrichtungen,  wie  bisher  wird,  die  Gleichung 

CO  NO)  CO     / 

Senkrecht  zur  Momentanaxe  wird  die  Fläche  in  Kreisen  geschnitten.  Die 
a;-Axe  ist  eine  Hauptaxe;  von  den  beiden  andern  Hauptaxen,  welche  paral- 
lel   zur  Ebene   (cu)   sind,    bildet  die  eine  mit  der  ^  und  iS^-Axe   Winkel, 

deren  Richtungscosinusse  das  Verhftltniss  t(;  Ya^  +  '^^  '  ^^  haben.  Auf  die 
Hauptaxen  bezogen  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

a:«  +  (o,  +  j/^ä-+lp)y8  +  (ö,  -  y«*T^  <^  =  ^y'  +  ~)  ' 
Sie  stellt  ein  einfaches  Hjperboloid  dar. 

Der  geometrische  Ort  der  Punkte  ohne  Normalbeschleu- 
nigung senkrecht  zur  Momentanaxe  ist  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, dessen  Mittelpunkt  auf  der  Axe  n  des  Punktes  0  liegt. 
Dasselbe  wird  von  Ebenen  senkrecht  zur  Momentanaxe  in  Krei- 
sen  geschnitten  und  ist  die  Axe  n  eine  Hauptaxe  desselben.  Die 
Schmiegungsebenen  der  Bahnen  der  Punkte  des  Ortes  sind  paral- 
lel der  Momentanaxe. 

Der  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die  Normalbeschleunigungscompo- 
nente  ^^  =  0  wird,  ist  eine  Fläche  dritten  Grades 

Der  Ort  aller  Punkte  ohne  alle  Normalbeschleunigung  ist  wegen  der 
Rechtwinkligkeit  von  N^  und  j^j,  in  Folge  deren  dieselben  einzeln  ver- 
schwinden müssen,  eine  Curve  6.  Grades,  nämlich  die  Durchschnittslinie 
der  ebengenannten  Fläche   dritten  Grades  mit  dem  Hyperboloide  N^  =  0. 

§.  9.  Unter  Beibehaltung  desselben  Coordinatensystems  kann  man  leicht  die 
Componenten  X^  Y,  Z  der  Beschleunigung  eines  Systempunktes  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen  bestimmen.  Die  Componenten  der  centripetalen  BeschleuniguDg  o'r 
sind  nämlich  —  oa^x,  —  eo*!/,  0.  Die  von  der  Winkelbeschleunigung  a  herrühren- 
den ergeben  sich  aus  den  Formeln  Cap.  XIV,  §.  15.  wenn  man  a^  =»0^,  a  ==  0 , 
a,  =^  td  setzt,  nämlich 


y    z 


^  —  (oy, 


eis      ^x 

e     X 


m  X  —  toiffZ  f 


U  tt 

X  y 

X       V 


=  torjfy . 


Die  Componente  Vg  hat  die  Richtung  der  r-Aze,  die  oau  -\-  Vq^I;   die  der  A;-Aze. 
Demnach  sind 

A'  =»  —  (o^x  —  (o'y  +  (ou  +  Vo'V»»     y  ="  fox  —  co'y  —  mipz ,    Z  =  co^y  +  «^0 
Setzt  man  diese  Grössen  s&mmtlich  gleich  Null,  so  hat  man  für  die  Coordinaten 
^0 » 2/0 »  ^0  ^^B  Beschleunigungamittelpunktes  (7^ 
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woraus  die  Formeln  des  §.  3.  folgen.  Der  Beschleunigungsmittelpunkt  erscheint 
hier  als  der  Durchschnittspunkt  dreier  Ebenen,  deren  Bedeutung,  wie  man  leicht 
sieht,  mit  der  Construction  des  §.  2.  für  den  Punkt  G^  harmonirt.  Die  erste  ist 
parallel  zur  Momentanaxe  im  Abstände  (cou  —  t^o'V')  *  ^»  ^^  zweite  zu  ihr  senk- 
recht durch  den  Ursprung  geführt,  die  dritte  ist  die  Ebene  parallel  {ch)  im  Ab- 
stände —  t^Q  :  (Dt/f . 

Subtrahirt  man  die  Gleichungen  für  (ro-von  denen  für  X,  Y,  Z  und  setzt 
a;  —  üJo  =  I,  y  —  y^j  =  i;,  ^j  __  ^r^  «  f  ^  so  dass  J,  ?y,  J  Coordinaten  des  System- 
punktes werden  für  ein  dem  ursprünglichen  paralleles  Coordinatensystemes  mit  dem 
Ursprünge  in  G^ ,  so  erhält  man 

Hierin  erkennt  man  die  Darstellung  der  Beschleunigung  durch  die  Componenten 
o'p,  ap  des  §.  4. 

Quadrirt  und  addirt  mau  die  Ausdrücke  für  X,  Y,  Z  in  der  einen  oder  der 
andern  Form,  so  erhält  man,  indem  man  die  Quadratsumme  gleich  einer  Con- 
stanten setzt,  die  Gleichung  des  Ellipsoids  §.  6,  bezogen  auf  0  oder  G^  als  Urspi-ung. 

Um  X,Y,Z  auf  die  Richtung  von  r  zu  projiciren,   hat  man   sie  mit  — ,  -^,  0 

zu  multipliciren ,  wenn  als  positiv  der  Sinn  von  der  Aze  c  abgewandt  g^lt;  dies 
liefert 

r  r 

Auf  die  Richtung   von  tor  senkrecht  zur  Ebene  (er)  werden  X,  Y,  y?  projicirt 

\i      sc 
durch  die  Multiplication  mit  —  -^ ,  — ,  0  j  dies  liefert 

r      r 

T=  Y—  -X^; 
r  r 

endlich  in  der  Richtung  parallel  zur  Momentanaxe  hat  man  blos  Z.  Um  die  Tan- 
gentialbeschleunigung fp^  zu  bilden,   hat  man,   wenn  a  der  Winkel  ist^  den  die 

Tangente  der  Bahn  mit  der  Axe  c  bildet, 

fp^x=  Z  cos  a  —  T  sin  a  . 

Um  die  Normalbeschleunigung  zu  erhalten,  hat  man 

^2  =  (;^  sin  a  —  T cos  a)*.+  S^ , 
Die  Substitution  der  Werthe  für 


S,  T,  X,  r,  Z,  cos  a  =  To  :  Yto^r^  +  t?2 ,  sin  a  =  cor  :  T/eo'r«  +  »J 

führt  zu  den  Ausdrücken  in  §.  7. 

§.  10.  Man  kann  die  bisher  geführten  Untersuchungen  auch  rein  analytisch 
in  grösster  Allgemeinheit  behandeln.  Es  sei  hierfür  ein  festes  Coordinatensystem 
der  X,  y,  s  und  ein  bewegliches  der  x\  y\  z\  welches  mit  dem  System,  um  dessen 
Bewegung  es  sich  handelt,  fest  verbunden  ist.  Man  hat  dann,  wie  früher  die 
Transformationsformeln 

X  ^^  x^  -\-  ax  +oy  +a  z 
y  —  yo  +  2»a;'  +  h'y  -f  h*' z 

C«    +  C  y    +   C    iET  , 
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worin  0*0,  y^y  Zq  die   Coordinaten   des  beweglichen   ürsprnngd,   den  wir  auf  der 

Momentanaxe  im  Fusspunkte  ihres  kürzesten  Abstandes   von  3er  folgenden  Mo- 

mentanaxe  annehmen  wollen,  a,  5,  c;  a,  h\  c  ;  a\  h'\  c"  aber  die  Bichtungs- 

cosinusse  der  Axen  x\  y\  z  gegen  die  festen  Axen  bedeuten.    Differentiirt  man 

diese  Gleichung  zweimal  und  bedenkt,  dass  x,  y\  z'  von  der  Zeit  nicht  abhängen, 

sondern  die  unveränderliche  Lage  des  Systempunktes  im  System  bestimmen,  so 

d^x    d^v    d^  z 
erhält  man  für  die  Componenten  -r— ^,  -r-^,  ^^rj  der  Beschleunigung  9  des  System* 

Punktes  parallel  den  festen  Axen  die  Gleichungen 

d^x d'agp    ,     ,  d^a   ,     ,  d'a    ,     ,  d'^a" 

^  -  ^'yo  ,    .dn      ,dn'      .dn" 
dt^      dt^  "^     ä««  "^  y  dt^  '^     dt*  * 

dt^         dt*  "^  ^  dt*  "*"  ^    dt*^^    dt*  ' 

Die  Coordinaten  a^j ,  y^,  z^  des  Beschleunigungsmittelpunktes  genügen  den  Bedin- 
gungen 


d*x,        ^       d*y,        ^       d*z, 

L   s=s   0  =^   =   0  -   sss   0 

dt*       "'      dt*  '      dt*  ' 


seine  Lage  im  System  wird  daher  durch  die  Gleichungen 

"         dt*  ^  ^'  dt*  ^  ^'    dt*  ^  ^'    dt* 


^  dt*^  ^'    dt*    ^  ^'     dt*    ^  ^» 


d*r 

dt* 


^       d*Zo    ,     .  d*t   ,     ,  d*c    ,     ,  d*c 


dt*  '  '^^  dt*  •  ^»  dt*  y  "'  dt* 

bestimmt.  Subtrahirt  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen,  für  die  Componenten 
der  Beschleunigung  angestellten,  so  erhält  man  diese  Componenten  etwas  ein- 
facher dargestellt,  falls  man  den  Beschleonigungsmittelpirnkt  zum  Ursprünge  der 
Coordinaten  6  =  ä'  —  a;'^  ,  ij  =  y  —  y'i  ,  f  =  /  —  /j  wählt,  nämlich 

d*x       .  d*a   ,      d*a    ,    ,  d^o] 
HW^^di^'^'^ldi^'^^  li*^ 

d*y        t  ^  _,      ^ft'    ,    V  ^ 
dt*  '^^dt*  '^^  dt*  ^  ^  dt* 

'd*z       t^i^it  ^ 
dt*  ^^dt*  ~^^  dt*  ^  ^  dt*  ' 

Nachdem  man  die  Coordinaten  a/|,  ^^,  s^^  des  Beschleunigungsmittelpunktes  im 
System  gefunden,  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  zu  Anfiang  des  Paragraphen  auf- 
gestellten Gleichungen  auch  dessen  Coordinaten  o?},  y^,  z^  im  absoluten  Räume. 

Die  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  9^,  9,  eines  Systempunktes  ergeben 

sich  auf  folgende  Weise.    Der  Contingenzwinkel  de  der  Bahn  eines  Punktes  (wenn 

wir  die  Differentiationen  alle   auf  die  Zeit  t  als  unabhängige  Variabele  beziehen 

,  dx         ,    dy        ,    dz        ,    da        ,      .  ,,         *•   1     '•   1     '« 

und^  —  a;,  -|  —  y,  j^— ^«,  Tt*^^    Betzen,   woraus  » »  —  ä  *  +  y  *  +  «  * 

und  wenn  zwei  Accente  eine  zweimalige  Differentiation  nach  t  bedeuten, 

8  8   f^  X  X    +  y  y    -f-  se 
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folgen)  ist  gegeben  dorch  die  Gleichung 

und  folglich  ist  nach  Ansf&hmng  der  Differentiationen: 

=  (^''  +  2/'»  +  ^'*)  (^"*  +  y"*  +  i?"*)  -  (^'^"  +  y  y"  +  zz^ 

a;y    — a;y)*  +  (i/i;    — y-?  )■  +  (;?  a;    — a:r)*. 
Da  der  Krümmungshalbmesser  ^  durch  die  Gleichung 

de 

bestimmt  wird ,  so  hat  man  zufolge  der  vorstehenden  Relationen  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  der  zur  Abkürzung  gebrauchten  Schreibweise 

9' 


(^^(dxd^_dy  d^^y   ,   (äyd*j  _  dz  d^y  ,    (dz  d^  _  dx  d»jr\« 
p«  ""  \dt  dt*        dt   dtV    "^  \dt  dt*     '  dt  dt*l    "^  \dt  dt*        dt  dt*) 


ds 
Da  aber-T-  =  t;,  so  stellt  dieser  Ausdruck  das  Quadrat  von 
dt 

V* 

—  •  V  ^=  Wn  •  V 

Q 

dar,  wodurch  tpn  als  gefunden  zu  betrachten  ist.     Femer  ergibt  sich  durch  Dif- 
ferentiation von 


(^y--(^y+ßi')'+(«)" 


die  weitere  Gleichung 

dv dx  d*x  i^dy  d*y       dz  d*z 

^  di^^'^^'^di  d^'^dtdi*  '^  dtdT*' 

Hiermit  erhält  man  für  die  geometrischen  Orte   der  Systempunkte  ohne  Normal- 
beschleunigung und  ohne  Tangentialbeschleunigung: 


*)  Sind  nämlich  a,  6,  c  die  Richtungscosinusse  einer  Geraden  in  einer  ersten 
Lage,  80  sind  a  -{-  da^  h  -\-  dh^  c  -\-  de  die  Richtungscosinusse  für  ihre  nächst- 
folgende Lage  und  wenn  wir  mit  dieser  Geraden  in  beiden  Lagen  durch  den 
Ursprung  Parallele  legen  und  auf  ihnen  vom  Ursprünge  aus  Strecken  gleich  der 
Längeneinheit  auftragen,  so  stellen  jene  sechs  Grössen  die  Coordinaten  der  End- 
punkte dar.    Daher  ist  die  Länge  dB  der  Verbindungslinie  der  Endpunkte 


dB  =  Yda*  +  dh*+  de*. 
Ittt  die  in  beiden  Lagen  betrachtete  Linie  die  Tangente,  so  wird 

a  =  da? :  d«  =  a;'  :  s' ,    6  =  y  :  «  ,     c  =^  z'  :  s' 
und  daher  der  Contingenzwinkel 


..=vt(,.  ::)■+(..?)■+(..  :,)•]. 
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d^x    dx       d^    dy       d*ß    de 
di*  '  Ti^  di^  '  Tt^  J?'  TV 

dx    d^x   ,   dy    d^y   .   dz    d^z 
dt     li*'^  dt     Jt^'^di    dt*' 

der  erste  Ort  ist  stets  eine  Curve,  der  zweite  eine  Fläche. 

In  den  Ausdrücken  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  kommen  die 
ersten  und  zweiten  Derivirten  der  Cosinusse  a,  a,  a";  h,  b\  6";  c,  c,  c"  vor.  Um 
dieselben  zu  entwickeln,  bedenken  wir,  dass 

a  =-  cos  (XX'),    a  =.  cos  (X  Y'),    a '  =  cos  (XZ') 

die  Coordinaten  eines  Punktes  P  sind  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  dem 
beweglichen  Ursprünge  0,  dessen  Badiusvector  0  P  parallel  der  a;-Axe  ist,  in  Be- 

zug  auf  das  bewegliche  Coordinatensystem  x\  y\  z' .    Daher  sind  -r-  ,  -r^,  —rr 

die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  bezüglich  dieser 
Azen.  Zerlegt  man  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  o  um  die  Momentanaxe  in 
ihre  Componenten  o>^,  m  ,  o>^  parallel  den  Azen  der  x^  y\  z\  so  sind 

die  Componenten  jener  relativen  Geschwindigkeit,  also 

da  ,  „ 

5i    -«".'-«  ",-. 

dci 


SB  a  o  '  — '  acD  t 


da 


*f 


I 


atü^j  —  a  m^f . 


dt  y       ^  -« 


Hieraus  ergibt  sich 


und  in  ähnlicher  Weise 


d*a  ,  ^^M'        ,,  ^«y'    ,  da'  da" 

dt^  ="  "   -IT  "^    "dT  +  "'*'  ?F  ""  %'  "df 

d«a      d»a 


/# 


dt«  '    dt« 


d^  X      d«  1/      d^  z 
In  jenen  Ausdrücken  kommen  auch  die  Grössen  — r4 ,  -r^  ,  — r;!-  vor,  welche 

a  V      a  V        a » 

die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Coordinatenursprungs  dar- 
stellen. Wir  wollen  auch  diese  zweckmässig  umformen.  Der  Punkt  Xq,  ^q*  ^o 
besitzt  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 

dF       *^*    <D  '     dt        ^^   «  »    'dt        ^'''^ 

parallel  der  Momentanaxe  und  erlangt  von  Seiten  der  Translationsgeschwindig- 
keit  des  Systems  die  Elementarbeschleunigungscomponenten 


'(■'.?).  ^  (••?).  ^(-t)- 


Durch  die  Rotation  um  die  folgende  Momentanaxe,  deren  kürzester  Abstand  von 
der  ersteren  de  sei,  erlangt  er  aber  weitere  Elementarbeschleunigungscomponen- 
ten,  nämlich  wenn  X,  fi,  v  die  Cosinusse  der  Richtungswinkel  von  de  gegen  die 
beweglichen  Axen  sind 

(f*  .  00^'  —  V  .  «  .)  d« ,    (v  •  cDjp.  —  X  .  <D^.)  de ,    (X  .  Oy'  —  f*  .  «^»)  de . 
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Daher  sind  seine  Beschleunigungscomponenten  überhaupt: 

d^x,        d  (     «x\    ,    ,  .de 


dt^        dt  V  °    (ö  7    •    '^        -  •    !/'  dt 

de 
dt 

d^z^        d   /      «y\    .     ,.  .de 


?  "  dt  K'    a>  j  +  (^  •  ^'  -  f*  •  ^x') 


dt^      rfe  \  °  ö>  /  '   '       y      ' "  dt 

Bisher  Hessen  wir  die  Wahl  der  Coordinatenaxen  ganz  frei;  nehmen  wir  aber 
jetzt  an,  dass  die  Axe  der  z'  mit  der  Momentanaxe  und  die  Axe  der  x'  mit  der 
Richtung  des  kürzesten  Abstandes  de  zusammenfalle,  sowie  dass  zu  Anfang  des 
Zeitelementes  dt  die  Richtungen  der  beweglichen  Axen  in  den  Richtungen  der 
correspondirenden  festen  Axe  liegen,  durch  die  Bewegung  des  Systems  aber  aus 
dieser  Lage  herausgehoben  werden.  Dann  erhält  man  folgendes  System  von 
Werthen  für 

^o^o^o)    ^f^^i    tttt  a  )    ob  0  y    cc  c 
und  ihre  Derivirten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung: 

dx^  _  dy^  dZo 


dt          *      dt  '      dt 

a  =-  1  a  =  0  a"  =  0 

ft  =  0  2>'  =  1  6"  =  0 

c  =  0  c  =  0  c"  =  1 


/* 


(?a  rZtt'  da" 

dt-""  -dt--""  -zr  =  ^ 

d6  dl/        ^  dh"        ^ 

rf^  </i  dt 

de       ^  de        ^  de' 


a  a 


r/e^  *"  '  dt^  dt  '  rff-*  rf* 

d^b ,  d^ dj^  a^  ^  dw^ 

dt''^        "  '  dt^    ""  dt   '  dt^  dt 

d^c  _  d^c  dco^  d'2c'        dco^ 


dt^  ""  rf*^  dt  '      r/<*  f/t 

^/«ar,        V,  da>^       a-y,       V,  dm^j  de       d'z,  __  dv^ 


(O 


0 


dt^         (ü    dt  '       dt'         ta    dt  dt'      dt'  dt 

dx'  dy  ,         dz' 

dt^-^y^   -iF-""'    dt-"" 

df  df  dt  ■'  ^    dt 


<i*v'  <i'% 


(o^y 


dto^  dca , 

T  Z    -\-   —rr^ 


dt'  dt'  ^  dt         '     dt 

dW  _        dj_z^  _    ^    '    I   1^    ' 

7ä^"~         rf(«  '    dt  "^   "^    dt   '^  ' 

welche  Ausdrücke  für  die  weitere  Verfolgung  eines  Problems  in  die  obigen  Glei- 
chungen einzuführen  sind. 
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§.11.  An  die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Beschleunigungen 
der  Windungsbewegung  lassen  sich  weitere  über  die  Krümmungsverhält- 
nisse der  Bahnen  der  Systempunkte,  der  Systemgeraden  und  sonstigen 
Syst-emcurven  anschliessen,  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  für  die  Beschleu- 
nigung der  ebenen  Bewegung  Cap.  XIII,  §.  12  und  ffg.  und  der  sphä- 
rischen Bewegung  Cap.  XIV,  §.16  und  ffg.,  gethan  haben.  Dieses  um- 
fangreiche Gebiet  der  Geometrie  der  Bewegung  hat  noch  verhältnissmässig 
wenige  Bearbeiter  gefunden.  Für  weniger  allgemeine  Fragen  dieser  Theorie, 
wie  z.  B.  die  Krümmungsverhältnisse  der  Bahnen  gewisser  Punktgrappen 
sind  ausgezeichnete  Forschungen  vorhanden,  insbesondere  von  Mannheim. 
Wir  wollen  einige  der  hieher  gehörigen  Sätze  entwickeln. 

Wir  haben  früher  bewiesen,  dass  wenn  eine  Gerade  g  in  der  Ebene 
sich  bewegt,  die  Tangenten  der  Bahnen  aller  ihrer  Punkte,  entsprechend 
irgend  einer  bestimmten  Lage  derselben,  eine  Parabel  berühren  (Cap.  lY, 
§.  3)  und  dass  die  Krümxnungsmittelpunkte  derselben  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  (Cap.  XIU,  §.  14,  Nr.  4).  Ebenso,  dass  die  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  einer  sich  im  Baume  bewegenden  Geraden  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid  erfüllen  (Cap.  VII,  §.  4,  Nr.  1).  Wir  knüpfen  hieran 
an  und  beweisen  folgende  Sätze : 

Die  Krümmungsaxen  der  Bahnen  der  Punkte  einer  Geraden 
^,  welche  eine  Windungsbewegung  besitzt,  erfüllen  ein  ein- 
faches Hyperboloid.  Die  Ejümmungsaxe  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
ist  die  Gerade,  welche  im  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  Schmiegungs- 
ebene  senkrecht  steht.  Die  Normalebenen  der  Bahnen  der  Punkte  A  von 
g  schneiden  sich  alle  in  der  zu  g  conjugirten  Geraden  g^  des  durch  die 
Elementarschraubenbewegung  bestimmten  Complexes.  Sie  bilden  also  um  g^ 
als  Axe  einen  Ebenenbüschel,  dessen  Ebenen  durch  die  Punkte  A  gehen.  Ebenso 
schneiden  sich  die  Normalebenen  der  zu  den  Punkten  A  homologen  Punkte  A' 
der  folgenden  Lage  g'  der  Geraden  g  in  der  zu  g'  conjugirten  Geraden  g^  und 
bilden  um  g^  einen  Ebenenbüschel,  dessen  Ebenen  durch  die  Punkte  A 
auf  g'  gehen.  Da  die  Punktreihe  (A)  congruent  der  Punktreihe  (A')  ist, 
so  sind  die  Büschel  projectivisch.  Daher  schneiden  sich  die  entsprechenden 
durch  A  und  Ä  gehenden  Paare  von  Normalebenen  in  den  Erzeugungs- 
linien eines  Hyperboloids,  welches  g^  und  g^  enthält  und  also  den  Ort  aller 
conjugirten  Graden  berührt. 

Auf  der  Geraden  g  gibt  es  nicht  nothwendig  Punkte  A,  welche 
eben  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren.  Denn  das  genannte  ein- 
fache Hyperboloid  hat  keine  unendlich  fernen  Geraden  und  kann  mithin 
der  Krümmungsmittelpunkt,  welcher  der  Schnittpunkt  der  Krümmungsaxe 
mit  der  Schmiegongsebene  ist,  im  Allgemeinen  nicht  ins  unendliche  rücken. 
Damit  dies  eintrete,  mnss  das  Hyperboloid  in  ein  hyperbolisches  Parabolc^v^ 
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degeneriren,  d.  h.  es  müssen  alle  Krümmungsaxen  einer  Ebene  parallel  und 
mithin  alle  Schmiegnngsebeuen  zu  dieser  Ebene  senkrecht  sein.  Die  Schmie- 
gungsebenen  müssen  also  einen  CyUnder  berühren  oder  zusammenfallen. 
Da  das  hyperbolische  Paraboloid  nur  zwei  unendlich  ferne  Geraden  besitzt, 
so  kann  es  auf  einer  Geraden  höchstens  zwei  Wendepunkte 
geben. 

Die  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  der  Bahnen  der 
Punkte  einer  Geraden  g  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
Denn  der  Mittelpunkt  der  Schmiegungskngel  einer  Curve  ist  der  Schnitt- 
punkt zweier  auf  einanderfolgender  Krümmungsaxen.  Nun  ist  der  Ort 
aller  ersten  Krünmiungsaxen  ein  erstes  Hyperboloid,  der  aller  folgenden 
Krümmungsaxen  das  folgende  Hyperboloid.  Beide  Hyperboloide  enthalten 
daher  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln.  Sie  haben  aber  die 
Gerade  ^^  gemein,  da  das  erste  durch  ^^,  g^^  das  zweite  durch  g^  und  die 
folgende  conjugirte  Gerade  g^  hindurchgeht,  g^  ist  aber  nicht  Krümmungs- 
axe,  weil  sonst  die  Bewegimg  nicht  Windungsbewegung  sein  könnte.  Da- 
her ist  der  übrige  Theil  des  Schnittes  beider  Flächen,  d.  h.  eine  Raum- 
curve  dritten  Grades  der  gesuchte  Ort  der  Mittelpunkte. 

Auf  der  Geraden  g  gibt  es  höchstens  drei  Punkte,  deren 
Schmiegungsebenen  stationär  sind.  Denn  soll  die  Schmiegungsebene 
für  zwei  Lagen  ihres  Berührungspunktes  mit  der  Curve  dieselbe  sein,  so 
müssen  die  Krümmungsaxen  beider  Lagen  parallel  sein,  es  muss  also  der 
Mittelpunkt  der  Schmiegungskngel  ins  Unendliche  rücken.  Die  Curve  drit- 
ter Ordnung  hat  aber  höchstens  drei  unendlich  ferne  Punkte.    Daher  etc. 

Die  Systempunkte,  für  welche  die  Schmiegungsebene  sta- 
tionär ist,  erfüllen  eine  Fläche  dritter  Ordnung:  Denn  auf  einer 
Geraden  liegen  höchstens  drei  Punkte  stationärer  Schmiegungsebene.  Da 
eine  Fläche  dritter  Ordnung  höchstens  27  Gerade  enthält,  so  erhellt,  dass 
es  in  jedem  Moment  höchstens  27  Gerade  im  System  gibt,  deren  Punkte 
stationäre  Schmiegungsebene  besitzen. 


Einige  Literatur  über  die  Beschleunigiing  der  Windungsbewegong. 

Resal,  Memoire  sur  las  propridt^s  g^omötriques  du  mouvement  le  plus  g^n^- 
ral  d'un  corps  solide.  Journ.  de  TEcole  polytechn.  T.  XXI  (37"»«cah.),  p.  227—271 
und  Traitd  de  cinömatique  pure,  p.  197  et  sqq.  Auf  ein  Versehen  in  der  Theorie 
Resar»  machte  aufmerksam:  Sabin  ine,  sur  Taccdläration  normale  ä  la  irajectoire 
d'un  point  d'un  Systeme  invariable  mobile  dans  son  mouvement  le  plus  g^o(5ral. 
Nouv.  Annales  de  Mathöm.  II°>«.  S^rie,  T.  12,  p.  257  (1873). 

Jordan,  sur  le  mouvement  des  figares  dans  le  plan  et  dans  Tespace.  Bul- 
lethi  de  la  soci^tä  mathäm.  de  France,  T.  1,  p.  144  (1873).  In  dieser  Abhandlnng, 
welche  in  grosser  Allgemeinheit  der  Analjrte  alle  Ordnungen  der  Beflchleaoigoii- 


IL  Th.,Cap.  XVI,  §.  1.    Beschleunigung  der  relativen  Bewegung.  517 

gen  umfasst,  sind  das  Ellipsoid  constanter  Beschlennigang  und  die  übrigen  Orte 
ausgezeichueter  Beschleunigung  behandelt  Das  Ellipsoid  wurde  bereits  1870  von 
dem  Verfasser  dieses  Buches  sehr  bald  nach  volleudetem  Drucke  der  1.  Auflage 
desselben  gefiinden  und  alljährlich  in  seinen  Vorlesungen  über  theoretische  Mecha- 
nik entwickelt.  Die  Mittheilung  von  Liguine,  Sur  le  lieu  des  points  d'un 
Systeme  invariable  mobile  d'une  mauiäre  g^n^rale  dans  Tespace,  dont  les  acc^lä- 
rations  du  premier  ordre  sont  constantes  (Bullet,  de  la  soci^t^  math^m.  de  France 
T.  1,  p.  162)  ist  identisch  mit  einem  Theile  dessen,  was  der  Verfasser  vorliegen- 
den Buches  über  diesen  Gegenstai^d  vorzutragen  pflegte. 

So m off,  Theoretische  Mechanik,  a.  d.  Russischen  übers,  v.  Ziwet,  Cap.  XV, 
§.  16Ö,  p.  347  u.  ffg. 

Besonders  wichtige  Abhandlungen  von  Mannheim:  1.  Determination  du  plan 
osculateur  et  du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  quelconq^ie  d^une 
droite  que  Ton  d^place  en  Tassujettissant  ä  certaines  conditions  (Compt.  rend.  de 
TAcad.  des  sc.  T.  70,  p.  1215  (1870).  2.  Construction  de  Taxe  de  courbure  de  la 
surface  d^veloppable  enveloppe  d'un  plan  dont  le  d^placement  est  assujetti  a 
certaines  conditions  (Cpt.  r.  T.  70,  p.  1259).  3.  Sur  les  trajectoires  des  points 
d'une  droite  mobile  dans  Tespace  (Cpt.  r.  T.  76,  pp.  551  et  635  (1873).  4.  Sur 
les  surfaces  trajectoires  des  points  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  le  d^- 
placement  est  asstgetti  k  quatre  conditions  (M^m.  des  savants  ^tr.  T.  XXII,  Nr. 
12.  et  Rapport  des  MM.  Bertrand,  Bonnet,  Chasles;  Cpts.  r.  T.  76,  p.  752  (1873)). 


XVI.  Capitel. 

Die  Besobleunigung  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes 

im  unveränderlichen  System. 

§.  1.  Bereits  im  III.  Cap.,  §.  15.  wurde  gezeigt,  dass  die  absolute 
Geschwindigkeit  eines  Punktes  die  Resultante  seiner  relativen  Geschwindig- 
keit und  der  Geschwindigkeit  des  Sjstempunktes  ist,  welcher  eben  mit  ihm 
zusammenfällt.  Hier  soll  nun  untersucht  werden,  in  welcher  Weise  die 
Beschleunigung  der  absoluten  Geschwindigkeit  von  den  Beschleunigungen 
der  relativen  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  der  Geschwindigkeit 
des  Systempunktes  abhängt  Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  erstere  nicht 
blos  aus  den  beiden  letzteren  allein  sich  bildet,  sondern  dass  zu  diesen 
noch  eine  dritte  Componente  hinzutritt,  die  zusammengesetzte  Centripetal- 
besobleunigung. 

Es  sei  V  die  absolute  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  M 
zur  Zeit  t;  sie  ist  die  Resultante  seiner  relativen  Geschwindigkeit  Vr  im 
System  und  der  Geschwindigkeit  v,  des  Systempunktes  w,  der  zur  Zeit  t 
mit  ihm  zusammenfällt.  Ebenso  seien  v\  v'r^  v\  die  absolute  und  relative 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  i  -{-  dt^  zu  welcher  er 
die  absolute  Lage  M'  hat,  sowie  die  Geschwindigkeit  des  Systempuhktes 
m\  der   zur   Zeit  i'\'  di  mit  ihm  zusammentrifft.    Auch   hier  ist  v   die 
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Resultante  von  Vr,  v\.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  0 
des  Raumes  (Fig.  207)  zwei  Gerade  0  F,  OY'  geometrisch  gleich  den  ab- 
soluten Geschwindigkeiten  v,  v\  so  stellt  Y  Y'  die  Elementarbeschleunigung 

du  der  absoluten  Bewegung  zur  Zeit  i  dar. 
,j^'  Ziehen  wir  ebenso  durch  0  zwei  andere  Ge- 
rade OYr^  OY'r  gleich  parallel  und  von  glei- 
chem Sinne  mit  den  Geschwindigkeiten  tv,  tv 
der  relativen  Bewegung,  so  würde  Yr  Y'r  =  dri^ 
die  Elementarbeschleunigung  dur  der  relativen 
Bewegung  sein,  wenn  die  relative  Bahn  ruhte 
und  nicht  selbst  in  Folge  der  Elementarsehrau- 
benbewegung  des  Systems  eine  Lagenftndemng 
erlitte  und  dadurch  eine  Richtungsänderung  der 
relativen  Geschwindigkeit  herbeigeführt  würde.  So  aber  zerföUt  dr]^  in  zwei 
Componenten,  von  denen  nur  eine  die  relative  Elementarbeschleunigung 
ist;  während  die  zweite  eine  ganz  andere  Bedeutung  hat.  Zwei  Gerade 
endlich  durch  0,  geometrisch  gleich  den  Geschwindigkeiten  y,,  Vg  der  System- 
punkte m  und  m  zu  den  Zeiten  f  und  t  -^  dt^  nämlich  0  F,,  OY's  liefern 
eine  dritte  unendlich  kleine  Beschleunigung  YsY^g  =  dtj2,  welche  zwar  nicht 
unmittelbar  die  Elementarbeschleunigung  dus  des  Systempunktes  w»  zur 
Zeit  t  darstellt,  wohl  aber  durch  diese  und  die  Elemente  der  Bewegung 
des  Systems  zu  dieser  Zeit  ausdrückbar  ist.  Durch  parallele  Üebertragung 
der  Linienelemente  dfji,  dri2  an   YY'  zeigt  sich,  dass 

\rv']  =  [Vr  Vr\  +  [r,v:]  d.  h.  [du]  =  [rf»,j  +  [dr,,] 

ist. 

Die  Componente  dij^  ist  das  geometrische  Differential  der  relativen 
Geschwindigkeit  Vr,  J.  b.  die  unendlich  kleine  Aenderung  der  Linie  OYr 
nach  Grösse  und  Lage  im  Räume  und  zerHillt  in  zwei  Componenten,  von 
denen  die  eine  von  der  Bewegung  auf  der  relativen  Bahn  und  die  andere 
von  der  Bewegung  der  relativen  Bahn  selbst  herrührt.  Die  erste  ist  die 
relative  Elementarbeschleunigung  dur^  wie  sie  sich  ergeben  würde,  wenn 
die  relative  Bahn  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  Theil  nehmen  würde 
und  welche  Vr  nach  Grösse  und  Richtung  so  abändert,  dass  die  Richtung 
in  die  folgende  Tangente  der  relativen  Bahn  in  der  Lage  dieser  Bahn 
zur  Zeit  i  übergeht.  Die  zweite  Componente  ist  die  Aenderung  der  Lage 
von  tv  im  Raum,  welche  durch  die  Elementarschraubenbewegung  des 
Systems  um  die  Momentanaxe  herbeigeführt  wird. 

Durch  die  Translationsgeschwindigkeit  tritt  zu  Vr  keine  Elementar- 
beschleunigung hinzu,  da  ihre  Grösse  überhaupt  nicht  durch  die  Schrauben- 
bewegnng  des  Systems,  ihre  Richtung  aber  blos  durch  die  Rotationscom- 
ponente  dieser  geändert  wird.    Die  Rotation  um  die  Momentanaxe  ist  aber 
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sohle unigung  ilor  relativen  Bewegui;g. 
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äquivalent  derselben  Rotation  tun  eine  durch  >»  gehende,  ihr  parallele  Axe  ' 
nud  einer  Translation.  Letztere  übt  auf  die  relative  Geschwindigkeit  eben- 
so wenig,  vrie  die  eben  erwähnte,  einen  v  er  lindem  den  Einfluüä  aus.  Die  ge- 
sachte lieschtemiigungscompönente  hängt  also  blos  von  der  Winkelge  ach  win- 
digheit u  nni  die  durch  m  gehende  Axe  ab.  Nun  beschreibt  aber  der 
Endpunkt  von  r,  in  Folge  dieser  einen  unendlich  kleinen  zur  Ebene,  welche 
durch  IV  und  die  Momenlanase  geführt  werden  kann,  senkrechten  Kreis- 
bogen im  Sinne  von  co,  dessen  Grösse  gleich  lodl  multiplicirt  mit  dem  Ab- 
stände dieses  Endpunkteü  von  der  Rotationsaxe  ist.  Dieser  4'>^^"<^  <^^ 
IV  sin  te,  wenn  a  den  Winkel  zwischen  v^  und  der  Ase  bedeutet  und  gleich 
der  Projectiou  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine  zur  Momeotaiiaxe 
senkrechte  Ebene.    Die  gesuchte  Beschleunigungscomponente  ist  daher 

(OJV  sin  a  dl 
und    senkrecht    zu    der    durch    die    relative    Geschwindigkeit    parallel    zur 
iUomeutanaxe  geführten  Ebene,  dem  Sinne  nach  barmonirend  mit  to.    Dem- 
nach bildet  sieb  dij,  aus  du,  und  mvr  &\u  a  dt ,  so  dass 
[J-,,]  -  [J,.,]  +  [»ivi»  »  .  .11] 

Um  die  Componente  rii/j  zu  bestimmen,  legen  wir  durch  0  eine  Ge- 
rade OH  geometrisch  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  zur  Zeit 
t,  nämlich  des  Systempunktes,  welcher  zur  Zeit  i  -|-  dl  mit  dem  Punkte 
M  zusammenftlllt.  Dann  ist  HV",  die  Elementarbeschlennigung  der  Be- 
wegung des  Systempuuktes  tn'  zur  Zeit  / ,  die  wir  d  ii,  nennen  wollen ; 
T,H  aber  wird  eine  unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente  darstel- 
len, welche  zur  Geschwindigkeit  des  Punktes  i»i,  welcher  zur  Zeit  /  mit  M 
zusammenfUllt,  hinzutreten  muss,  um  ans  derselben  in  die  Geschwindigkeit  des 
folgenden  Svstempunktes  in  für  dieselbe  Zeit  t  zu  bilden,  welcher  zur  Zeit 
(  -\-  <ll  mit  -1/  zusammentrifft.  Diese  Componente,  welche  in  die  Unter- 
suchung dadurch  eintritt,  dass  der  Punkt  M  im  System  vom  Punkte  m 
zum  Punkte  m  wandert,  ist  also  das  geometrische  Differential  zwischen 
den  GeschwindigkeUen  der  Funkte  m  und  ni  zu  eiu  und  derselben  Zeit  t. 
Nnn  haben  beide  Fimkto  eine  Gescbw in digkeits componente  parallel  der 
Momentanaxe  gemein  j  in  ihre  Iticbtung  Mit  mithin  kein  Bestandtheil  unserer 
gesuchten  Componente.  Sie  haben  aber  beide  auch  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  rra,  r'a  senkrecht  zu  den  Ebenen,  welche  man  durch  sie  und  die 
Momentanaxe  legen  kann,  unter  r,  r  ihre  Abstfinde  von  dieser  Aze  ver- 
staudeu.  Stellt  daher  die  Ebene  der  Fig.  20ä  die  Projectionen  von  m ,  , 
m',  r,  r'  auf  eine  zur  Momentanaie  senkrechte  Ebene  dar  vmd  zieht  man 
zu  Bi,  r  =  rw  noch  die  Linie  m^V"  geometrisch  gleich  m\V'  =  r'ta^  so 
bedeutet  I'  l"  die  gesuchte  unendlich  kleine  Grüsse.  Ans  der  Aebulicbkeit 
und  Ow^m[  ergibt  sich  aber  sofort 
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Satz  von  Coriolis. 
yy  \  reo  =^nnfni  :r, 
d.  h.   VV'  =  m,m[,a,.    Nun  wandert  der  Punkt  3f  im  System  von  m  nach 
m   und  ist  m,m,   die   Projection   seines  Elementarweges  in   demselben  auf 

die  Ebene  senkrecht   zur  Momentanaxe.     Daher  stellt 

niim'i 

—^  die  Projection  Vr  sin  a  seiner  relativen  Geschwin- 

digkeit  auf  dieselbe  Ebene  dar  und  wird  folglich 

VV  =  tovr  sin  a  .  dt . 

Diese  Componente  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche 
durch  die  relative  Geschwindigkeit  parallel  zur  Momen- 
tanaxe gelegt  werden  kann  und  ihr  Sinn  stimmt  über- 
ein mit  dem  Sinne  von  o .  Aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  niiVV  und  Om^miy  von  denen  zwei  Seiten- 
paare zu  einander  rechtwinklig  sind,  folgt  nämlich, 
dass  VV  senkrecht  ist  zu  m^fn'i. 
Demnach  wird 

[^^^2]  "^  [^^«]  "f"  [^ ^'»-  ^^^  €1 .  dt]. 

Indem  wir  die  für  dti^  und  dri2  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Formel 
[du]  =  [dfii]  -{-  [(?%]  einsetzen,  die  ganze  Gleichung  mit  dt  dividiren, 


6i<;,^faNr 


Fig.  208. 


du 
dt 


=  9> 


dUr 

'df 


q>r ,   CO  tv  sm  a  =  9)« 


setzen  und  bedenken,  dass  — -*  in  der  Grenze  in  die  Beschleunigung  9,  ==  — - 

dt  dt 

des  Systempimktes  m  übergeht,  erhalten  wir 

w\  =  Wr]  +  [9J  +  r^«^]  • 

Diese  Gleichung  spricht  den  folgenden,  zuerst  von  Coriolis,  wenn 
auch  in  etwas  anderer  Form,  auf  analytischem  Wege  gefundenen  Satz  aus: 

Die  Beschleunigung  <p  der  absoluten  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  M  hat  drei  Componenten:  1.  die  Beschleunigung  q>r  der 
relativen  Geschwindigkeit,  2.  die  Beschleunigung  9«  des  System- 
punktes m,  mit  welchem  eben  M  zusammentrifft  und  3.  eine 
Beschleunigung  910  =  2Got;r  sin  a,  an  Grösse  gleich  dem  doppel- 
ten Produkte  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentan- 
axe und  der  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine 
zur  Momentanaxe  rechtwinklige  Ebene,  der  Richtung  nach  senk- 
recht zu  der  Ebene,  welche  durch  die  relative  Geschwindigkeit 
zur  Momentanaxe  parallel  geführt  werden  kann  und  dem  Sinne 
nach  mit  co  übereinstimmend. 
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Die  Componente  <pto  heisst,  freilich  wenig  passend,  die  zusammen- 
gesetzte Centripetalbeschleunigung  des  Punktes  M  und  wenn  sie 
in  umgekehrtem  Sinne  genommen  auftritt,  die  zusammengesetzte  Centri- 
fugalbeschleunigung,  von  der  wir  bald  reden  werden.  Sie  ist  aus  zwei 
gleichen  Bestandtheilen  gebildet,  von  denen  der  eine  aus  dem  Fortschreiten 
des  Punktes  im  System,  der  andere  von  der  Rotation  der  relativen  Bahn 
um  die  Momentanaxe  entspringt. 

§.  2.  Besitzt  das  System  blos  eine  Translationsgeschwindigkeit  d.  h. 
ist  Q)  =  0,  so  ist  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschleunigung  ^q,  =  0. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  der  bewegliche  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe 
befindet,  d.  h.  wenn  f;^  =  0,  oder  wenn  Vr  der  Momentanaxe  parallel  Iftuft, 
d.  h.  a  =  0  ist. 

Ist  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  unver- 
änderlichen System  aus  zwei  anderen  relativen  Bewegungen  in 
demselben  Systeme  zusammengesetzt,  so  ist  die  zusammen- 
gesetzte Centripetalbeschleunigung  derselben  die  Resultante 
aus  den  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigungen  jener 
in  Beziehung  auf  dasselbe   System.    Sind  nämlich  Vr,   v'r  die  beiden 

Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  Vr 
des  beweglichen  Punktes  M  (Fig.  209),  so 
ziehe  man  durch  M  eine  Gerade  parallel  der 
Momentanaxe  des  Systems  und  lege  durch  sie 
und  die  Richtungen  der  drei  Geschwindigkeiten 
drei  Ebenen.  Diese  liefern  die  Projectionen 
Vr  sin  ay  v'r  sin  u\  tv  sin  a  derselben  auf  eine 
zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  und  es  sind  die  letzteren  drei  Linien 
die  Seiten  und  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  die  Projection 
des  Parallelogramms  der  drei  ersteren  auf  dieselbe  Ebene  darstellt.  Zu 
diesen  drei  Ebenen  senkrecht  sind  die  drei  zusammengesetzten  Centripetal- 
beschleunigungen 9^  "»  2o)t;r  sin  a',  ^!'ta  *=  ^iav'r  sin  u\  (pa  =  2 cj  tv  sin  a\ 
sie  bilden  untereinander  dieselben  Winkel,  wie  die  drei  Ebenen,  auf  denen 
sie  senkrecht  stehen  und  also  auch  dieselben  Winkel,  welche  tv  sin  a 
v'r  sin  a\  iv  sin  a  unter  einander  bilden.  Da  sie  nun  zugleich  diesen  drei 
Grössen  proportional  sind,  so  ist  9»  die  Diagonale  eines  über  tp'oj  und  g>a 
construirten  Parallelogramms ,  mithin  die  Resultante  dieser  beiden.  Der 
Satz  Iftsst  sich  auf  beliebig  viele  Componenten  erweitem. 

Zerfällt  die  Winkelgeschwindigkeit  co  des  Systems  um  die 
Momentanaxe  in  zwei  Componenten  o',  o''  um  zwei  andere  Axen, 
so  ist  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschleunigung  der  Be- 
wegung eines  Punktes  M  in  Bezug  auf  die  Winkelgeschwindig- 
keit CD  des  Systems  die  Resultante  der  beiden  zusammengesetz- 


r^^tnee 


Fig.  209. 


r 


i^jnmtr 
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Fig.  210. 


ten  Centripetalbeschleunigungen,  entsprechend  den  Winkelge- 
schwindigkeiten (o\  (o\  Zerlegt  man  nUm- 
lich  (Fig.  210)  die  relative  Geschwindigkeit  Vr 
des  Punktes  M  in  zwei  Componenten  Ur;  ti^,  von 
denen  die  erstere  senkrecht  zur  Ebene  des  Azen- 
Parallelogramms  der  co  ist,  während  die  letztere 
in  diese  Ebene  hineinföllt,  bezeichnet  man  ferner 
die  zusammengesetzte  Oentripetalbeschleunigung, 
welche  irgend  einer  relativen  Geschwindigkeit  v 
in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Systems  um  eine  Axe  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit Q)  entspricht,  mit  fp^^  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze: 

Da  tir  auf  der  Ebene  der  drei  Axen  senkrecht  steht,  so  f^lt  es  mit 
seinen  Projectionen  auf  drei  durch  M  gehende  zu  diesen  Axen  senkrechte 
Ebenen  zusammen.  Paher  fallen  die  drei  zusammengesetzten  Centripetal- 
beschleunigungen 


J«r) 


fr 


in  die  Ebene  der  drei  Axen,  stehen  senkrecht  auf  diesen  und  bilden,  da 
sie  G),  (a\  iü"  proportional  sind,  die  Diagonale  und  Seiten  eines  Parallelo- 
gramms, aus  welchem  folgt: 

Da  femer  u'r  in  die  Ebene  der  Axen  w,  co',  w"  fällt,  so  sind  seine  Pro- 
jectionen auf  drei  zu  diesen  Axen  senkrechte  Ebenen  den  drei  Perpendikeln 
i^>  Vi  p'  gleich,  welche  von  dem  Endpunkte  von  Ur  auf  diese  Axen  ge- 
fällt werden  können  und  fallen  die  drei  zusammengesetzten  Centripetal- 
beschleunigungen 


fr     // 


sämmtlich  in  die  Richtung  von*Wr.  Die  Grössen  cop^  ^  p\  (o''p"  stellen 
aber  die  Momente  der  Seiten  w,  w',  w"  des  Axenparallelogramms  in  Be- 
zug auf  den  Endpunkt  von  u'r  dar  und  ist  daher 

(op  =  (ap  -j^  CO  p   . 
Daher  wird 

Durch  Substitution  der  Ausdrücke  für  g?!^'*^  und  9^"'*^  in  die  erste  der 
Aeqnivalenzen  ergibt  sich 
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%.  3.  Nach  Cap.  V,  §.  2  und  Cap.  VII,  §.  15.  kann  man  die  rela- 
tive Bewegung  eines  Punktes  M  auf  eine  absolute  reduciren,  indem  man 
dem  Syetem  jedea  Augenblick  die  entgegengesetzte  Elementarbewegung 
von  derjenigen  ertheilt,  die  es  besitzt  und  den  beweglicben  Pankt  an  die- 
ser Bewegung  Theil  nehmen  laset.  Zu  der  absoluten  Gescbwindigkeit  [ff] 
tritt  daun  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  —  [i,]  des  STstempunUes 
hinzu,  welcher  eben  mit  M  zusammeuftlüt  und  aus  beiden  geht  die  rela- 
tive Geschwindigkeit  [vr]  als  Resultante  heiTor;  zu  der  absoluten  BcHchleu- 
nigung    9  aber   gesellt    aioh   ansaer   der  entgegengesetzten  Beschleunigung 

—  [q:>,J  des  Systempuuktes  noch  die  der  zusammengesetzten  Centripetal- 
beBcbleunigung  [^Jl  entgegengesetzte  zusammengeeetzte  CentrifiigalbeBchlen- 
nigung  —  [vw],  um  mit  jenen  beiden  zusammen  die  relative  Beschleuni- 
gung [(pr]  als  ihre  Besnltante  zu  bilden.  Man  erkennt 
dies  insbesondere  deutlich,  wenn  man  (Fig  211)  zu 
dem  Parallelepipede  aus  [tp,],  [ip,],  [ipa]  als  Eckkan- 
ten, dessen  Diagonale  [ip]  ist,  dies  Parallelepiped  aus 
[y],  —  [9,],  —  [ipa]  als  Kauten  conatruirt,  als  des- 
sen Diagonale  die   relative  Beschleunigung  [tpr]   auf- 

Fig.  iii.  ifijt     jijjj,    ij^t   daher   den    wichtigen,    von   CorioUs 

(Mi'-moire  stii-  Ics  ('qualions  du  mmivement  rtlatif  des  systimes  de  corps. 
Journ.  de  l'ecole  polytechn^  T.  XV.  Cah.  XXIV,  p.  142)  aufgestellten  Batz: 

Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  M  in  Bezug  auf 
ein  beweglichea  System  £  hat  drei  Componenten:  1.  die  abso- 
lute Beschleunigung  des  Punktes,  2.  die  entgegengesetzt  ge- 
nommene Beschleunigung  des  mit  ihm  zusammenfallenden  System- 
punktes und  3.  die  zusammengesetzte  Centrifugalbescbleuni- 
gung,  welche  letztere  der  zusammengesetzten  Centripetalbe- 
schleunigung  geometrisch  entgegengesetzt  gleich  ist. 

In  Folge  dieses  Satzes  kann  die  relative  Beschteunigung,  wie  eine  ab- 
solute Beschleunigung  behandelt  werden.  Alle  Lehren,  welche  in  vorher- 
gehenden Capiteln  Über  die  absolute  Bewegung  eines  Punktes  aufgestellt 
worden  sind,  gelten  auch  für  die  relative  Bewegung,  sobald  der  Beschleu- 
nigung der  absoluteu  Bewegung  des  Punktes  die  beiden  Beschleunigungen 

—  \<p,]  und  —  [g>a,]  zugeiUgt  werden. 

Gin  beobachtender  Punkt,  welcher  dem  Systeme  angehört  und  die 
Bewegung  des  Systems  nicht  bemerkt,  sieht  die  relative  Bewegung  als 
eine  absolut«  anj  fBr  ihn  sind  —  [91,],  —  [9«]  Beschleunigungen,   welche 
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ihm  der  bewegliche  Paukt  wirklich  zu  besitzen  scheint.  Sie  heissen  des- 
halb auch  „scheinbare  Beschleunigungen^^ 

Der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  in  relativer  Ruhe,  sobald  Vr  =  0 
und  9^  =  0  ist;  da  —  [<pco]  in  diesem  Falle  verschwindet,  so  tritt  dies 
ein,  sobald  die  absolute  Beschleunig ang  [q>]  der  Beschleunigung  [9«]  des 
Sjstempunktes  geometrisch  entgegengesetzt  gleich  wird. 

Die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  längs  des  Elemen- 
tes ds  der  relativen  Bahn  heisst  die  relative  Elementararbeit;  sie  ist  zu- 
folge Cap.  VIII,  §.11  die  Summe  der  Elementararbeiten  der  absoluten 
Beschleunigung  q> ,  der  Beschleunigungen  —  f^J  und  —  [9«]  längs  dieses 
Elementes.  Da  —  [^J  senkrecht  ist  zur  Richtung  der  relativen  Geschwin- 
digkeit, so  ist  die  Elementararbeit  der  zusammengesetzten  Centrifugal- 
beschleunigung  Null.  Bezeichnen  also  a  und  ß  die  Winkel,  welche  die 
absolute  Beschleunigung  (p  und  die  Beschleunigung  q>s  des  Systempunktes 
mit  der  Tangente  der  relativen  Bahn  bilden,  sodass  n  —  ß  der  Winkel 
ist,   den  —  [9J  mit  ihr  einschliesst,  so  ist 

q>  cos  ccds  —  q>t  cos  ß  ds 
die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  q>r  und  folglich  nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft,   welches  nach  der  obigen  Bemerkung  jetzt 
auch  für  die  relative  Bewegung  Gültigkeit  hat, 

d  .  \  vi  =  <p  cos  a  ds  —  9,  cos  ß  ds , 

und  weiter  unter  Anwendung  bekannter  Bezeichnungen: 

^  t'r  ^  (VrY  =    I  (f  COS  a  ds  —    ¥  <pa  cos  ß  ds  . 

Besitzt  das  System  blos  eine  Rotation  von  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit (0,  so  ist  9,  =  ca^r,  — [<pj  reducirt  sich  auf  die  blose  Centnfugal- 
beschleunigung  und  man  hat 


<B  S 


—    /  9,  cos  ß  ds  =  I  CD^r  dr  =  ^  ca^  (r^  —  rj)  , 


S  =  .«o 


da  ds  cos  ß  =  dr  wird,  wenn  r  den  Abstand  des  beweglichen  Punktes  von 
der  Momentanaxe  des  Systems  angibt.    Daher  wird  in  diesem  Falle 


\v\—  \  [Vrf  =   j  (p  coü  a  ds  +  ^  w^  (r^  —  r])  . 
0        J 

Die  Erde  ist  ein  System  der  Art;  fllr  einen  fallenden  Punkt  hat  man  da- 
her, wegen  der  ausserordentlich  kleinen  Differenz  zwischen  r  und  Tq  und 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Beschleunigung  q>  =  G  der  Schwere  für 
die  ruhend  gedachte  Erde  vertikal  und  constant  ist, 
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0 

wenn  h  die  Fallhöhe  bezeichnet. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  der  relativen  Beschleunigung  parallel 
dreien  mit  dem  System  beweglichen  Coordinatenaxen ,  deren  Ursprung  O'  heissen 
mag,  darstellen.  Die  relativen  Coordinpten  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  dieses 
CoordinateDBjbtem  seien  x\  y\  z\  die  Componenten  der  absoluten  Beschleunigung 
von  M  parallel  denselben  Axen  seien  X\  Y\  Z\  die  der  Beschleunigung  des  mit 
ihm  zur  Zeit  t  zusammenfallenden  Systempunktes  X\^  Y^ ,  Z'^  und  X^ ,  Y^ ,  Z^ 

die  der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigung.  Die  Componenten  der  ent- 
gegengesetzten Beschleunigung  des  Systempunktes  und  der  zusammengesetzten 
Centrifugalbescbleunigung  ergeben  sich  aus  diesen  durch  Vorsetzung  des  Zeichens 
(— )  und  da  die  zweiten  Derivirten  der  relativen  Coordinaten  x\  y\  z  die  Com- 
ponenten der  relativen  Beschleunigung  gleichfalls  darstellen,  so  erhalten  wir  zu- 
nächst folgende  Gleichungen  für  die  relative  Bewegung  des  Punktes  Jlf ,  wenn  auch 
noch  in  unentwickelter  Form: 

(^  X  Y»  Y'  V 

-^  =  A    —  A,  —  A^ 

**    y     -y»   -yi    -yt 

Was  die  Componenten  X',  Y\  Z*  betrifiPt,  so  erhält  man  sie  durch  Projection 

der  entsprechenden  Componenten  X,  Y,  Z  der  absoluten  Beschleunigung  parallel 

dreien  festen  Axen   auf  die  beweglichen.     Sind  nämlich  wie  früher  abc^  ab'c\ 

ä'  b"  c*   die   Richtungscodinusse    der   beweglichen   Axen   gegen   die    festen,   so 

ergibt  sich: 

X'  =  a  X-ffe    Y-fc  Z, 

Y'  =  a  X-f  6'  Y-f  c  Z, 

Z'  =  a"X-f  6"Y  +  c"Z. 

Da  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  M  und  die  Bewegung  des  Systems 
bekannt  sind,  so  sind  in  diesen  Formeln  X,  Y,  Z,  a,  6,  c;  a,  b\  c;  d\  6",  c" 
gegebene  Functionen  der  Zeit  und  können  insbesondere  die  neun  Cosinusse  durch 
die  drei  Euler' sehen  WinkeK(s.  S.  278)  ausgedrückt  werden. 

Die  Beschleunigungscomponenten  des  Systempunktes  in  Bezug  auf  die  festen 
Axen  seien  X^,  Y^,  Z^;  sie  werden  durch  zweimalige  Differentiation  der  Trans- 
formationsformeln 

ax  -^  a  y  -^  a  z  j 

y  ^  Vi  +  b  X  +  b'y  -f  b"z  , 

+        01     00t     00  0 
ex  +cy  -j-c  z 

erhalten,  wenn  darin  x\  y\  z'  als  nicht  von  der  Zeit  abhängig  angesehen  werden, 
unter  welcher  Voraussetzung  sie  und  x^  y^  z  die  Coordinaten  des  Systempunktes 
für  das  bewegliche  und  für  das  feste  Coordinatensystem  darstellen,  während 
^1 }  Vxy  ^\  ^i^  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs  als  gegebene  Functionen 
der  Zeit  anzusehen  sind.    Man  erhält: 

» "■  iW  ""  dt*  "^  ^  dt*  ■*■  ^    </««  ■*■  *    di*  • 
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'  ~  df  ~  dt*  ^    dt^  ^  ^  df  ^     dt*  ' 


ff 


d'^z  _il^  Z\    y      ,  d^c         f  d*  c         f  d*  c^ 

"^^  ^  dt'  ~~dl^'^^  dt*  '^  ^  'W^^   di^ 

und  liiermit  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  Componenien  X\  Y\  Z' : 

Y;  =  a  X.  +  b-  Y,  +  c  Z, 
Z',  =  a'X,+  c'Y,  +  c-Z,. 

Will  man  übrigens  die  als  bekannt  anzusehende  Lage  der  Momentanaxe  benutzen, 
so  kann  man  X^,  Y^,  Z'^  auch  unmittelbar  darstellen.  Man  löst  dann  die  Be- 
wegung des  Systems  in  die  Translation  des  Ursprungs  0'  und  die  Rotation  um  die 
zur  Momentanaxe   parallele   durch   0'  geführte  Axe   auf.    Sind  (o^.^  ca  .,  m^-  die 

Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axen  der  x\  y\  z\  so  erhält  man, 
wie  Cap.  XIV,  §.  15: 

dm  •  d(o^. 

d<o>  dta,. 

S  f  X 

Tt         ^  ~dt 
da»  >  den  ' 

^i  =  '^z'  +  2^'  "öff  ""  ^'  "rff  +  ^^*'  ^'  +  ^y  y  +  '"''^')  '"^'  ""  ®*^' ' 

worin  '^  >,  '^  .,  t^^.  die  Componenten  der  Beschleunigimg  des  Punktes  0'  parallel 

den  beweglichen  Axen  bedeuten. 

Um    die    Componenten    der    zusammengesetzten    Centripetalbeschleunigung 
q)^  =2SIU^  parallel  den  beweglichen  Axen  zu  finden,   zerlegen  wir  v^  in  ihre 

d  X      du      dz 
drei  Componenten     ,— ,    j*^-,  -y-  und  2a)  in  die  ihrigen:'  2©  .,  2a)  .,  2a)  .  und  be- 

at      dt      dt  ^  X         y  » 

stimmen  die  Beschleunigungsbestandtheile ,   welche  diese  sechs  Componenten  für 

doc 
den  Punkt  M  veranlassen.    Die  Componente  -    -  liefert  mit  0^»  keinen  Beschleu- 

nigungsbestandtheil ,  weil   ihre  Protection    auf  die   zur  Axe  von   (o  ,   senkrechte 


^i  =  ^y'  -^^ -AT  —  ^'  -;rr  +  K'^'  +  %'y  +  ®i'^')%'  —  «*s/' 


X 


d  sß  dm 

y'/ -Ebene  Null  ist,  mit  oa.  und  m>  aber  liefern  sie  —  2  a)  -  -^rr  %  2©  •  ^  -  in  den 

y  '  y    dt  '    dt 

d  v 
Richtungen  der  z'-  und  y'-Axe.    Ebenso  liefert       -   mit  <o^,  und  w^.  die  Bestand- 

d  z 

theile    —  2a)..  — -^  ,  2(0'    J^  in  den  Richtungen  der  x'-  und  2'- Axe,  endlich  -rr 
"     dt  '       "^    dt  ^  '  dt 

dz  dz 

mit  0)^'   und  o)  .   die  Bestandtheile  —  2  a)^»  -,- ,  2  m  >  -=-  in   den  Richtungen   der 

y-  und  rc'-Axe.     Sammelt  man  die  denselben  Axen  entsprechenden  Bestandtheile, 
so  findet  man: 

«        \y  dt        '  dt) 

v/        « /       dx  d  z\ 

r'   =.  2  ( (o.  -7-  —  0)  .    -  -  ) 

^  \  '     dt  ""   dt  J 
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Auch  kann  man  diese  Componenten  auf  folgende  Art  finden.    Es  seien  Z,  /ia,  y 
die  Richtungswinkel  von  9^  gegen  die  beweglichen  Azen;  dann  bestehen  vermöge 

des  Senkrechtstehens  von  9^  auf  der  Richtung  der  Momentanaxe  und  der  relativen 

Geschwindigkeit  die  Gleichungen: 

dx  dy  dz' 


woraus 


l 


dz*  dy  dx'  dz*  dy  dx         jL  * 

(0   •    — .r—     CO  f  — ; —  (D  '  — : —   —   (0   »   0)   »    — ö)   »  -      — 

'J    dt  'dt  '    dt  '   dt  '    dt  'J  dt 

wo 

T,        /       dz  dy'Y   ,    /      dx  d/y   ,    /      dy  dx'\* 

^  =  ["y  dt  -  "'■  -dt)  +  ("''  m -  "'■  dt)  +  ("»x  -dj  -  ">>■  -dl) 

dx'    ,  dy'  dz'\^ 

"-'  -57  +  "/  dt"  +  "'  di) 

=  (0^0^  —  ö)*v2  co8*(ö),  v^)  =  [<ov^  sin  (w,  v^)]*  =  co'm^  =  iv^»* 

Daher  hat  man 

dz'  ^  d  y^ 


-(' 


■xr  e.  (       dz  dy\ 


(U 


9>u,  -y  = 

wie  oben. 

Mit  Hülfe  der  entwickelten  Ausdrücke  fär  X,  Y',  Z*;  X;,  Y;,  Z;?  X^,  Y^,  Z[ 

können  die  zu  Anfang  des  Paragraphen  gegebenen  Gleichungen  der  c^^lativen  Be- 
wegung ausgeführt  werden.  Ist  der  Punkt  M  nicht  frei,  sondern  af  eine  dem 
Systeme  angehörige  Fläche  der  Curve  gezwungen,  so  treten  auf  den  chten  Seiten 
dieser  Gleichungen  noch  die  Componenten  der  Widerstandsbeschleunigung  dieser 
Fläche  oder  Curve  hinzu. 

Soll  der  bewegliche  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  befinden,  so  müssen  die  Be- 
dingungen erfüllt  sein: 

r,  =.  0,    X'  -  x; -  x;,  -  0,    y  -y',-y'^  =-V  z-z,-  z'^- 

oder,  da  q>^  mit  v^  verschwindet, 

t-,-0,  x'  =  x;,   r-  r;,  z' =  z,. 

Beispiele  und  Anwendungen. 

§.  5.  Ein  sphärisches  Pendel  beschreibt  einen  Kreis;  man  soll 
seine  Bewegung  bestimmen,  indem  man  dasselbe  als  in  relativer 
Ruhe  befindlich  ansieht  in  Bezug  auf  ein  um  die  Verticale  rotiren- 
des  System. 
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Es  sei  M  (Fig.  212)  der  Fendelpunkt,  welcher  den  Kreis  um  die  Yerticale 
OZ  beschreibt.  Die  Winkelgeschwindigkeit  des  nm  OZ  rotirenden  Systems,  in 
Bezug  auf  welches  M  in  relativer  Buhe  ist,  ist  constant,  da  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit t>  des  Punktes  M  constant  sein  muss  (die  Horizontalebenen  sind 
Niveauflächen  für  die  Schwere).  Die  Beschleunigung  des  mit  M  zusammenfallen- 
den Systempunktes  ist  blos  NormalbeschleunTgung  v'  :  r,  wenn  r  den  Radius  des 
Kreises  bedeutet.  Die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  ist  Null,  weil 
die  relative  Geschwindigkeit  Null  ist.  Daher  tritt  zu  der  absoluten  Beschleuni- 
gung des  Punktes  M  und  der  Spannungsbeschleunigung  2^  desselben,  nach  0  ge- 
O  richtet  als  scheinbare  Beschleunigung  blos  hinzu  die  Cen- 

trifugalbeschleunigung v^  :  r  in  der  Richtung  des  Radius 
r  und  vom  Mittelpunkte  abgewandt.  J^^,  p,  v'  :  r  müssen 
sich  tilgen,  da  die  relative  Geschwindigkeit  Null  ist.  Da- 
her ist  J^^  geometrisch  entgegengesetzt  der  Resultanten 
von  g  und  t;'  :  r  und  zugleich  liefert  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  eine  weitere  Relation,  so  dass 


-AT'  =  i7*  +  -8 ,     -'9 


r 
z 


Fig.  812. 


wenn  z  der  Abstand  des  Kreises  von  0  ittt.    Hieraus  folgt 

V  =  r  1/ " ,  wie  bereits  früher  sich  ergab. 

§.  6.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  in  Bezug  auf  das  bewegliche  System  der  Erde. 
Dies  Problem  zerfällt  in  mehrere  einzelne,  welche  Gegenstand  des  Studiums  aus- 
gezeichneter Mathematiker  geworden  sind.  Die  betreffenden  Gleichungen  für  die 
Behandlungen  derselben  wurden  zuerst  von  Gauss,  später  von  Poisson  {Mi- 
moire  sur  le  mouvement  des  projectiles  dans  Vair.  Journ.  de  Vdcole  polytechn.  XF, 
1'.  Cah.^  p.  21)  gegeben. 

Das  relative  Pendelproblem,  welches  gleichfalls  hierher  gerechnet  werden 
kann,  werden  wir  zweckmässigfT  erbt  in  der  Kinetik  behandeln. 

Die  Erde  ist  ein  System,  dessen  Elementarbewegung  eine  Schraubenbewegung 
ist  um  eine  Axe,  welche  sich  nahezu  parallel  bleibt  und  unter  einem  Winkel  von 
66^  Grad  gegen  die  Ebene  der  Bahn  ihres  Mittelpunktes  geneigt  ist.  Die  Win- 
kelgeschwindigkeit 0)  dieser  Bewegung  ist  constant  und  wird  erhalten,  wenn  man 
2  TT  durch  die  Länge  des  Sterntages,  in  Secnnden  mittlerer  Zeit  ausgedrückt,  di-' 
vidirt    Letzterer  beträgt  86164^1  Secnnden,  daher  ist 

eine  sehr  kleine  Grösse.  Die  Translationsgeschwindigkeit  v  parallel  der  Axe  ist 
veränderlich  und  wird  erhalten,  wenn  man  die  Geschwindigkeit  des  Erdmittel- 
punktes in  der  elliptischen  Bahn  auf  die  Axe  projicirt.  Sie  tritt  in  den  folgen- 
den Untersuchungen  ebenso  wenig,  als  die  Translationsbeschleunigung  auf,  denn 
dieselben  Ursachen,  welche  allen  Punkten  der  Erde  Translationsgeschwindigkeit 
und  Translationsbeschleunigungen  ertheilen,  ertheilen  sie  auch  in  gleicher  Weise 
dem  Punkte,  dessen  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  das  System  der  Erde  unter- 
sucht wird  und  da  sie  als  Bewegongselemente  des  mit  dem  beweglichen  Punkte 
xusammen&llenden  Systempunktea  jenem  in  umgekehrtem  Sinne  zugefügt  werden 
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müssen,  so  tilgen  sie  die  ihm  eigenthümlichen ,  sodass  die  Erde  für  Untersnchun- 
gen  der  relativen  Bewegung  als  ein  blos  rotirendes  System  von  constanter  Winkel- 
geschwindigkeit anzusehen  ist. 

Um  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  M  als  eine  absolute  behandeln  zu 
können,  müssen  zu  der  absoluten  Beschleunigung  desselben  noch  hinzutreten  die 
entgegengesetzte  Beschleunigung  des  Systempunktes  w,  der  mit  M  zusammenfällt 
und  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunignng.  Ausser  der  Translations- 
beschleunigung, welche  wir  bereits  eliminirt  haben,  besitzt  nun  m  noch  die  Centri- 
petalbeschleunigung  co'r,  wenn  r  seinen  Abstand  von  der  Erdaze  angibt,  senk- 
recht zu  der  letzteren^  und  ihr  zugewandt,  femer  die  von  der  Winkelbeschleuni- 
gung a  herrührende  Beschleunigung  ap  und  die  Beschleunigung  (ou  senkrecht  zur 
Ebene  durch  die  Momentanaxe  und  ihren  kürzesten  Abstand  von  ihrer  folgenden 
Lage.  Auch  sie  föllt  aus,  weil  die  Ursachen,  welche  sie  allen  Punkten  des  Systems 
ertheilen,  sie  auch  dem  Punkte  M  ertheilen.  Die  entgegengesetzte  Centripetal- 
beschleunigung  ist  die  Centrifugalbeschleunigung  und  verbindet  sich  mit  der  absoluten 
Beschleunigung  des  Punktes  M,  Die  von  der  Winkelbeschleunigung  a  herrührende 
Beschleunigung  ap  des  Sy^tempunktes  zerfällt  in  zwei  Componenten,  die  Tangen- 

tialbeschleunigung  -=— ,  welche  Null  ist,  weil  to  constant  ist,  und  die  Normalbeschleu- 
nigung (oipfi,  welche  aus  doppeltem  Grunde  ausserordentlich  klein  ist,  erstens  ver- 
möge der  Kleinheit  von  <o  und  zweitens  vermöge  der  Kleinheit  der  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  sich  die  Erdaxe  neigt.  Diese  Grösse  kann  daher  vernachlässigt 
werden. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung 
—  q)^  zu  bestimmen.    Ihr  Werth  ist  das  Doppelte  des  Produktes  aus  der  Projec- 

tion  u  r  der  relativen  Geschwindigkeit  v^  des  Punktes  M  auf  die  zur  Erdaxe  senk- 
rechte Ebene  des  Aequators  und  der  Winkelgeschwindigkeit  o.  Ihr  Sinn  wird 
leicht  erkannt,  wenn  man  durch  den  Punkt  M  eine  Parallele  zur  Erdaxe  zieht 
und  durch  diese  und  r^  eine  Ebene  legt;  sie  ist  nach  derjenigen  Seite  dieser  Ebene 

gewandt,  nach  welcher  die  Rotation  nicht  erfolgt  und  ist  senkrecht  zu  ihr. 

Als  scheinbare  Beschleunigungen  treten  demnach  zu  der  absoluten  Beschleu- 
nigung 9>  des  Punktes  3f,  um  dessen  relative  Beschleunigung  zu  bilden,  blos  hin- 
zu: 1.  die  Centrifugalbeschleunigung  ta^r  senkrecht  die  Richtung  der  Erdaxe 
schneidend  und  von  dieser  abgewandt  und  2.  die  zusammengesetzte  Centrifugal- 
beschleunigung 2  ou^   senkrecht   zu   der   Richtung   der   Ebene,   welche   zugleich 

parallel  läuft  mit  der  Erdaxe  und  der  relativen  Geschwindigkeit  von  M  und  zwar 
nach  der  Seite  hin  gerichtet,  welche  dem  Drehungssinne  von  co  abgewaudt  ist. 
Für  die  relative  Ruhe  des  Punktes  M  verschwindet  auch  noch  die  zusammen- 
gesetzte Centrifugalbeschleunigung  und  ist  die  relative  Beschleunigung  blos  die 
Resultante  aus  der  absoluten  und  der  Centrifugalbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  g  der  Schwere,  welche  wir  beobachten,  ist  die  Resultante 
der  absoluten  Beschleunigung  der  Schwere  6r,  wie  sie  bei  ruhender  Erde  stattfin- 
den würde  und  der  Centrifugalbeschleunigung  eo^r.  G  bildet  sich  als  Resultante 
aus  den  sämmtlichen  Beschleunigungen,  welche  der  bewegliche  Punkt  3f  durch 
die  Einwirkung  der  Punkte  der  Erde  erleidet.  Für  die  Erde  als  homogene  oder 
auch  als  aus  homogenen  Schichten  gebildete  Kugel  ist  G  nach  dem  Mittelpunkte 
gerichtet  und  variirt  mit  dem  reciproken  Quadrate  des  Abstandes  des  Punktes 
von  diesem  Mittelpunkte.  Da  aber  der  mittlere  Abstand  der  Erdoberfläche  vom 
8omu.x<,  Mtchuiik.  L  34 
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Mittelpunkt  859,5  Meilen  oder  6  376  000  Meter  beti^gt,  so  ist  für  geringe  Er- 
hebungen über  die  Erdoberfläche  G  als  constant  anzusehen.  Die  Centrifngal- 
beschleunigung  variirt  mit  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  Erdaxe;  für  mitt- 
lere Breiten  ist  dieser  gleichfalls  sehr  gross  (gegen  4  780  000  Meter)  und  bringen 
geringere  Ortsveränderungen  in  der  Grösse  der  CentrifugalbeschleoniguDg  nur 
sehr  schwache  Differenzen  hervor.  Daher  kann  in  den  folgenden  Untersuchungen, 
wenn  für  dieselben  nur  geringe  Ortsunterschiede  in  Anspruch  genommen  werden, 
die  relative  Beschleunigung  g  der  Schwere  als  constant  nach  Intensität  und  Rich- 
tung angesehen  werden.  Da  aber  in  g  bereits  die  Centrifugalbeschleunigung  mit 
aufgenommen  ist,  so  kommt,  wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  blos  schweren 
Punktes  handelt,  für  denselben  blos  noch  die  zusammengesetzte  Centrifagalbeschlen- 
nigung  in  Frage.  Indessen  gilt  dies  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  der 
Grösse  oa'^r  der  Abstand  r  sich  nur  wenig  mit  der  Lagenänderung  des  beweg- 
lichen Punktes  ändere.  In  der  Nähe  des  Poles  sind  solche  Aenderungen  aber 
bedeutend,  daher  wird  für  die  Nähe  des  beweglichen  Punktes  am  Pole  eine  be- 
sondere Untersuchung  geführt  werden  müssen. 

§.  7.  Relative  Ruhe  eines  schweren  Punktes.  Derselbe  befinde  sich 
zunächst  unter  dem  Aequator.  Dort  sind  sich  die  absolute  Schwere  und  die  Cen- 
trifugalbeschleunigung direct  entgegengesetzt;  man  hat  also,  wenn  R  den  Radius 
des  Aequators  bedeutet, 

g  ^G  --  ca»12. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Umfang   des  Aequators  2nE  =  40  000  000  Meter 

und  wenn  T  <»  86164,1  See.  die  Umdrehungszeit  der  Erde,  also  a  =^   =    und  für 

g  as  9,808  896,  erhält  man  für  das  Verhältniss  der  Centrifugalbeschleunigung  ta^R 
am  Aequator  zur  beobachteten  Beschleunigung  g  der  Schwere  nahezu 

^R  1^1 

'  289         17*' 


/23ry  R_ 


d.  h.  für  die  Centrifugalbeschleunigung  am  Aequator  ^„-^  ,  sodass  g  =  G  —  -^^ , 
also  g  =*  G  (l  -{■  -j ]  =  ^  -—  ,7«  yfii'd.  Es  tilgt  also  die  Centrifugalbe- 
schleunigung      ^  der  absoluten  Schwere.     Würde  die  Winkelgeschwindigkeit  der 

P'rde  plötzlich  das  17 fache  werden,  so  würde  die  Centrifugalbeschleunigung  €o^R 

auf  das  17 'fache  steigen,  also  gleich  G  werden;  in  Folge 
dessen  verschwände  g  und  würde  am  Aequator  gar  keine 
Beschleunigung  der  Schwere  mehr  beobachtet  werden; 
die  Körper  w Orden  nicht  mehr  zur  Erde  fallen. 

Um  die  Rechnung  für  die  Breite  X  durchzuführen,  hat 
man  für  die  kugelförmige  Erde  (Fig.  213) 

g,«  «  G«  -I-  (o*  r«  —  2  Gü)»r  cos  X , 
woraus  mit  Rücksicht  auf  r  »  Jß  cos  X  und  darauf,  dass 

Fig.  21.3.  (o^j{  ^  -_^  nämlich  gleich  der  Centrifugalbeschleunigung 

am  Aequator  ist,  folgt: 

9~G{i-  J,  Conny  -  ß  -   j^.  CO»'  i. 
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Es  wird  demnach  die  absolute  Schwere  durch  die  Centrifugalbeschleunigung  um 
ein  Glied  vermindert,  welches  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  geographischen  Breite 
proportional  ist.  Hierbei  ist  auf  die  Abweichung  der  Erde  von  der  Kugelgestalt 
keine  Rficksicht  genommen;  würde  auch  diese  in  Rechnung  gezogen,  so  wQrde 
sich  eine  weitere,  gleichfalls  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportionale 
Verminderung  ergeben. 

§.  8.    Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Hori- 
zontalebene unter  der  Breite  l.    Wir  wählen  mit  Tilgung  der  Accente  an 

den  Coordinaten  zur  xy-Ehene  die  Horizontalebene, 
auf  welcher  der  bewegliche  Punkt  bleiben  soll  und 
und  zwar  zur  Ate  der  x  die  Tangente  des  Parallel- 
kreises (Fig.  214),  positiv  nach  Osten  gerechnet,  zur 
y-Axe  die  Tangente  des  Meridians  oder  die  Mittags- 
linie, positiv  nach  Süden  gerichtet  und  zur  z-Ane  die 
Vertikale,  positiv  nach  oben.  Da  die  Erde  sich  von 
Westen  nach  Osten  dreht,  so  ist  die  Linie,  welche 
m  darstellt,  auf  der  Erdaze  nach  Süden  gerichtet 
au&utragen  und  bildet  mit  den  positiven  Axen  der 
Fig.  214.  X,  y,  z  ^e  Winkel  J^«,  X,  ^«  +  1;   daher  werden 

fli^  =  0,  fl)    =  (D  cos  i,  Cd  ^  =■  —  0)  sin  Z.   Die  Compo- 

nenten  der  zusammengesetzten  Centrifugalbeschleunigung   sind  daher  mit  Rück- 

dz 
sieht  auf  z  =»  0  und  folglich  ;^-  =■  0  für  alle  Werthe  von  t,  weil  der  bewegliche 

Punkt  auf  der  Horizontalen  bleibt: 


-X„ 2a,sinZ^,     ~  Y 

.    ,  dx            „         _            ,  dx 
„  =  ß)  sin  1  ^^  ,         Z^  —  2ö)  cos  X  ^^ 

und  hiermit  werden  die  Gleichungen 

der  Bewegung 

d^x 
dt*"^ 

d  V 
-  2  CD  sin  1  .  3^ 
dt 

d^y 
dt*^ 

'     .     dx 
2  (D  sin  Z  •   -• 
at 

d^z 

di^'^ 

2(ocoBX'^  +  g  —  N, 

wo  N  die  Widerstandsbeschleunigung  der  Horizontalebene  bedeutet 

dx  d^x    ,    dy  d^y 
dt  ~d 


Bildet  man  mit  ihrer  Hülfe  die  Grösse  ^  '^^  "^  -j-  ^^  ^^g  i 

t 


dt  dl' 


so    verschwindet 


diese  und  erhält  man,  wenn  v^  die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  bezeichnet. 


(if)' + m 


'0» 


d.  h.  es  bleibt  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  nach  constant.  Dies  ist  auch  von 
vornherein  einleuchtend,  denn  die  relative  Beschleunigung  der  Schwere  ist  als 
constant  nach  Grösse  und  Richtung  angenommen  und  da  sie  senkrecht  zur  Bahn 
des  Punktes  ist,  so  ist  ihre  Elementararbeit  Null;  die  Elementararbeit  der  zusam- 
mengesetzten CentrifogalbesGhleanigung  ist  aber  ohnehin  immer  Null;  es  ist  also 
alle  Elementararbeit  in  jeder  Zeit  Null  nnd  daher  ftnch  d  .  ^  t?'  »  0 . 

Integrirt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  einseln,  so  erh&lt  man,  wenn 

a4* 
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die  Anfangslage  des  Punktes  der  Coordinatennrsprnng  und  a  der  Winkel  ist,  den 
Vq  mit  der  a;Axe  bildet,  für  die  Componenten  die  Geschwindigkeit 

ü^  =  —  =  üy  cos  a  —  2  0)  sm  ^  .  y ,      ^'y  ="  y^  ==  r^  sm  a  +  2  w  sin  A  .  a: 
—j    -\-  l-jf)    =  vj  ist,  ergibt  tich  als  relative  Bahn  des  Punktes  der 


Kreis 


\^       2«asini/    "^  V     "^2üisini/  \,2a)8ini/ 


vom  Radius    - — ~ — -  und  den  Mittelpunktscoordinaten 

2(0  Bin  X  '^ 

Vq  sin  a  Vq  cos  cc 

^i=^  "  2  0)  sin  X '     ^'  ^  20)  sin  X  ' 

Dividirt  man  Vq  durch  den  Radius  des  Kreises,  so  drückt  der  Quotient  fi)  =>  2(0  sin  1 
die  Winkelgeschwindigkeit  aus,  mit  welcher  der  Radius  der  Bewegung  des  Punk- 
tes  folgt;   dieselbe  ist  unabhängig  von  Vq,    also  für  alle  Bewegungen   dieselbe. 

Für  die  Breite  von  30<>  ist  der  Radius  des  Kreises  --—--  =  13698  .  v^.    Die 

0,000073  ^ 

Zeit  <,  nach  welcher  der  Punkt  an  seinen  Ausgangsort  zurückzukehren  strebt,  ist 

t  =     " 


CO  sin  X 

Nach  der  Zeit  t^  hat  der  bewegliche  Punkt  auf  dem  Kreise  einen  Weg  zurück- 
gelegt, dessen  Projection  auf  die  Richtung  von  v«  den  Werth  c  =  - — -, — r  »sin  St 

•^  oo  2a)  sin  X 


% 


hat  und  seine  Abweichung  von  dieser  Richtung  beträgt  d  =  - — -. — r  (1  —  cos  O  t). 

Entwickelt  man  sin  Vit  und  cos  O^  in  Reihen  und   nimmt  für  kleine  t  deren  An> 

fangsglieder,  so  erhält  man  vermöge  der  Bedeutung  von  &)  die  Ausdrücke  e=»VQt\ 

,                   •     ,     ^9        CO  sin  X      „ 
a  ==  t?o  CO  sm  A  •  ^*  =  •  c*. 

d  X 
Die    dritte    der    obigen    Gleichungen :    0  =  —  2  w  cos  X  -j-  •-\-  g  ^  N  liefert 

die   Widerstandsbeschleunigung,    welche    die  Horizonialebene  leisten   mu8s.     Für 

a  =s  ^  9r  bewegt  sich   der  Punkt  anfangs  in  der  Richtung  des  Meridians  und  ist 

d  X 

-—  =  0 ,  also  N  =^\  für  a  =  0  geht  er  von  Westen  nach  Osten  und  ist  y  =  0, 

rt  r 

d  X 

-~  r=3  Vq  ,  also  N  =  g  —  2(o  v^  cos  X;  für  a  =  tt  wird  N  =  g  -}-  2<o  Vq  cos  X . 

(t  r 

Unter  dem  Aequator  ist  X  ==>  0,  also  der  Radius  der  Bahn  unendlich  gross; 

dort  beschreibt  der  Punkt  eine  Gerade  und   weicht  also  nicht  von  der  Richtung 

d  X 
von  f'o  ab,  indessen  ist  der  Widerstand  N  =»  g  —  2ca"- 

Für  den  Pol  muss  die  ganze  Untersuchung  etwas  anders  geführt  werden,  da 
dort  die  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig  ist,  dass  der  Abstand  des  beweglichen 
Punktes  von  der  Erdaxe  sich  nm-  wenig  im  Laufe  der  Bewegung  ändere.  Am 
Pole  ist  die  relative  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Erdaxe;  es  fällt  mitbin  die 
zusammengesetzte  Centrifugalbeschlennigung  in  die  Horizontalebene.  Man  erhält 
dort  die  Bewegangsgleichungen 


d^x       dy  d^y  __         /    dx  dy\ 

di^  "^  dt  dt*  ~  "    V'clt'^'^  dt)  ' 
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d^  X  d  1/  d^y  dx 

worin   die  Glieder   (o'^x,  m*y  von  der  Centrifagalbeschlennigung  (o*r  herrühren. 
Behufs  der  Integration  ist 

dx 
dt 
d.  h. 

(S'  + (?!)'''*''  + '"'(^'  +  2''^'     ""^^^    ^'-^l  +  ^'r'^ 
sowie 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  identisch  mit 

60" +'•  6?)' -!+»"•  "- 

und  aus  ihnen  folgt  9  =  mt,  r  =  v„t,  oder  also 


CD 

d.  h.  der  Punkt  beschreibt  eine  archimedische  Spirale  um  den  Pol. 

§.  9.  Relative  Bewegung  eines  freien  schweren  Punktes.  Wählen 
wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  der  Anfangslage  des  Punktes,  die 
i2:-Axe  in  der  Meridianebene  parallel  der  Erdaxe  und  positiv  nach  Norden,  die 
y-Axe  in  der  Richtung  des  Radius  des  Parallelkreises,  positiv  nach  aussen,  zur 
a;-Axe  die  Tangente  des  Parallelkreises,  positiv  nach  Osten  gerichtet,  so  sind  unter 
der  Breite  l  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  relativen  Schwere: 

0  ,    —  g  cos  A  ,    —  ^  sin  i 

d  V  d  X 

und  die  der  zusammengesetzten  Centrifugalbeschleunigung  —  2<o  -^ ,  2  a}  -j-  ,  0 

dt  dt 

und  hiermit  die  Bewegungsgleichungen: 

dieselben  liefern,  wenn  a,  d,  c  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  v^ 
bezeichnen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  ti 

dx  ^  dy       ,    ,    «  n    X      dz  .    -     . 

— -=aa  — 2«oy,    3^  =  0  +  2  fflx  —  flf  cos  i.*,    -t-:=— c  — asmi.*. 
dt  ^       dt  dt 

Dies  Gleichungssystem  ist  linear  und  also  nach  bekannten  Methoden  leicht  integrir- 
bar.  Die  dritte  Gleichung  gibt  unmittelbar  z  *^  et  —  \g  %ml  ,t*\  die  Combina- 
tion  der  beiden  ersten  der  urspnlnglichen  Gleichungen  zweiter  Ordnung  behufs 
Bildung  der  lebendigen  Kraft  liefert 

dx  d*x  _.dy  d*y  dy 

Ttdt^'^'dldi* ^^^^"dt 

und  folglich 

*[(S)'  +  (^)']-^(-'  +  ^')--^-^-^- 

_—         dx 
Setzt  man  in  diese  Gleichnng  den  Werth  -^  *=■  <>  —  2o>y  ein ,  so  folgt 
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die  Anfangslage  des  Punktes  der  Coordinatennrsprung  und  a  der  Winkel  ist,  den 
Vq  mit  der  ^Axe  bildet,  für  die  Componenten  die  Geschwindigkeit 

dx  dy 

ü^  =r  — -  =  t?Q  cos  a  —  2  OD  sin  ^  .  f/ ,      r     =■  t^  =  r^  sin  a  -|-  2  w  sin  Z  .  jc 

(dx\*        /dy\^ 
—  1    "h  i'jf)    ==  vj  ^st,  ergibt  tich  als  relative  Bahn  des  Punktes  der 


Kreis 


\^       2«a  sin  i/    "^  \     "^  2üi  sinX/         \,2a)  sin  i/ 


vom  Radius    - — -. — r  und  den  Mittelpunktscoordinaten 

2  CD  sin  /l  '^ 

Vq  sin  a  Vq  cos  a 

^*  ""  ~"  2  0)  sin  X '     ^*  ""  2  CO  sin  Z  ' 

Dividirt  man  t;^  durch  den  Radius  des  Kreises,  so  drückt  der  Quotient  fi)  =>  2  a>  sin  1 
die  Winkelgeschwindigkeit  aus,  mit  welcher  der  Radius  der  Bewegung  des  Punk- 
tes  folgt;   dieselbe  ist  unabhängig  von  Vq,   also  für  alle  Bewegungen   dieselbe. 

Für  die  Breite  von  30°  ist  der  Radius  des  Kreises  (.rlr^^o  ^  13698  .  Uq.  Die 
Zeit  t,  nach  welcher  der  Punkt  an  seinen  Ausgangsort  zurückzukehren  strebt,  ist 

t  -     * 

c, 


0)  sin  X 

Nach  der  Zeit  f,  hat  der  bewegliche  Punkt  auf  dem  Kreise  einen  Weg  zurück- 
gelegt, dessen  Projection  auf  die  Richtung  von  v^  den  Werth  c  =  - — -. — 7  •  sin  St 

V 

hat  und  seine  Abweichung  von  dieser  Richtung  beträgt  d  ==  - — -, — r  (1  —  cosof). 

Entwickelt  man  sin  Tut  und  cos  Ot  in  Reihen  und   nimmt  für  kleine  t  deren  An- 
fangsglieder, so  erhält  man  vermöge  der  Bedeutung  von  O  die  Ausdrücke  t=»VQt; 

1                  •     1     *2        CO  sin  X      j 
(/  =B  1;    CO  sm  X  *  ^^  =  •  c*. 

d  X 
Die    dritte    der   obigen    Gleichungen :    0  =  —  2  w  cos  X  -r—  •-\-  g  —  N  liefert 

die   Widerstandsbeschleunigung,    welche    die  Horizonlalebene  leisten   mues.     Für 

a  =  ^  9r  bewegt  sich  der  Punkt  anfangs  in  der  Richtung  des  Meridians  und  ist 

d  X 

— -  =s  0 ,  also  ^  =  jjF;  für  a  =  0  geht  er  von  Westen  nach  Osten  und  ist  y  =  0, 

d  X 

— -  s=a  Vq  ,  also  N  =  g  —  2  00  v^  cos  X ;  für  a  =  tt  wird  N  s^  g  ^  2oß  Vq  cos  X . 

Unter  dem  Aequator  ist  X  ==>  0,  also  der  Radius  der  Bahn  unendlich  gross; 

dort  beschreibt  der  Punkt  eine  Gerade  und   weicht  also  nicht  von  der  Richtung 

d  X 
von  r^  ab,  indessen  ist  der  Widerstand  N  =  g  —  2  co  -r—  • 

Für  den  Pol  muss  die  ganze  Untersuchung  etwas  anders  geführt  werden,  da 
dort  die  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig  ist,  dass  der  Abstand  des  beweglichen 
Punktes  von  der  Erdaze  sich  nur  wenig  im  Laufe  der  Bewegung  ändere.  Am 
Pole  ist  die  relative  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Erdaxe;  es  fällt  mitbin  die 
zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  in  die  Horizontalebene.  Man  erhält 
dort  die  Bewegangsgleichungen 
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dt^  "^  dt  ^         '    dt*  dt  ^      -^^  ^ 

worin   die  Glieder   a^x,  a^y  von  der  Centrifugalbeschleunigung  co'^r  herrühren. 
Behufs  der  Integration  ist 


d.  h. 

.  (: 

sowie 


dx  d'X  _ydy  d^y 2  /    '^-^    i        ^2/\ 

dt  dt^  +  dt  dt* ""  "'  r  dJ  "^  ^  dt)  ' 

'5f)'+(^) '''"'"  +  "'' (^'  +  2/'),    oder    v'=^vl  +  ioh'\ 


"^  dt^        ^dt^^'^y^dt^^dt)^'^'    "^dt        ^^^=«^^+2/)- 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  identisch  mit 

and  au8  ihnen  folgt  9-  s=  at,  r  =  v^t,  oder  also 


d9 
dt'"' 


d.  h.  der  Punkt  beschreibt  eine  archimedische  Spirale  um  den  Pol. 

§.  9.  Relative  Bewegung  eines  freien  schweren  Punktes.  Wählen 
wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  der  Anfangslage  des  Punktes,  die 
i2:-Axe  in  der  Meridianebene  parallel  der  Erdaxe  und  positiv  nach  Norden,  die 
y  Axe  in  der  Richtung  des  Radius  des  Parallelkreises,  positiv  nach  aussen,  zur 
a;-Axe  die  Tangente  des  Parallelkreises,  positiv  nach  Osten  gerichtet,  so  sind  unter 
der  Breite  l  die  Componenten  der  Beschleuhigung  der  relativen  Schwere: 

0  ,     —  g  cos  i  ,    —  ^  sin  A 

d  V  d  X 

und  die  der  zusammengesetzten  Centrifugalbeschleunigung  —  26)~,  2(o  -j-- ,  0 

dt  (it 

und  hiermit  die  Bewegungsgleichungen: 

d^x  ^     dy      d*y       ^     dx  .      d*g  .    , 

dieselben  liefern,  wenn  a,  d,  c  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  r^ 
bezeichnen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t: 

dx  ^  dy       ,    .    ^  ^    X      dz  .    -     ^ 

—  aa  — 2a)y,     ^=o  +  2a)X--^cos^.f,     -^7=— c  — flfsini.i. 

Dies  Gleichungssystem  ist  linear  und  also  nach  bekannten  Methoden  leicht  integrir- 
bar.  Die  dritte  Gleichung  gibt  unmittelbar  z  *^  et  —  \g  %\nX  .f^^  die  Combina- 
tion  der  beiden  ersten  der  ursprünglichen  Gleichungen  zweiter  Ordnung  behufs 
Bildung  der  lebendigen  Kraft  liefert 

dx  d^x    ,    dy  d^y  ,     dy 

didi^  +  Ttd^--<'''''dt 

und  folglich 

*[(if)"+(^?)']-«-+'-)— »-••»• 

d  X 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  -ji  '^  <^  —  Soy  ein,  so  folgt 
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dy 


dt=- 


Vö'  -f  2(2aa)  —  g  cos  X)y  —  ^(o*y^ 


Hieraus  erffibi  sich,  indem  man  abkürzend  ^—  =  Ö,    r— ? ==  a    setzt, 

ö               »                                            2(0        "^  4(0*                              ^ 

nach  leichter  Transformation 

2 Ott  —  Are  sm  -  =  Are  sm 


und  hieraus,  indem  man  rechts  und  links  Sinusse  nimmt  nach  Wiedereinführung 
der  Werthe  für  a  und  j5; 

^a^y  =»  (2Q)a  —  ^  cos  X)  (1  —  cos  2a)0  -|b  2q)&  sin  2a}< . 

d  üß 
Hierzu  liefert  die  Gleichung  -—  «=  a  —  2  w  y  : 

o;  «=  a« —^ (2aii  —  sin  2(ot)  —  -—  (1  —  cos  2o)t) . 

Demnach  ist  die  Lösung  des  Problems  in  folgendem  Gleichungssysieme  enthalten: 
X  =e  ^ ^    -     (2wt  —  sin  2(ot)  +  4  —  sin  2cDf  —  4  —  (1  —  cos  2(ot) , 

y  =  i  -^-  sin  2««  +  (i  -  -  ^^„,-j  (1  -  C08  2<»«) , 

^  s=a.  c*  —  ^  ^  sin  i  .  *' ; 
t'j.  =  a  —  Sojy,     v=&  +  2a)a;— ^  cos  X  ,  t,     »^  «=  c  —  ^f  sin  X  .  * . 

Wir  leiten  hieraus  in  den  folgenden  Paragraphen  die  Behandlung  einiger  specieller 
Fälle  ab. 

§.  10.  Relative  Bewegung  eines  frei  fallenden  schweren  Punktes. 
Für  dieselbe  ist  zu  setzen  a^^h^^^c^^v^^^O.  Dann  sind  die  Gleichungen  für 
die  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Punktes 

flf  cos  i  .      ^        .    c*    ^N 
x=^        '--—^-{2<ot  —  Bin2oit)y     r^=  — 2  0)1/ 

n  cos  X  ^^^'^  -giycosX+znnX) 

1/=  —  ^ — T"  (^  —  cos2a)t),       * y  =      '^^^ — gcoüX.t 

z  '^^  —  i[  g  sin  X  .  t^  f  v^  =  —  ^  sin  X .  ^ . 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Projection  der  Bahn  des  Punktes 
auf  die  Ebene  des  Parallelkreises  der  Anfangslage  ein  Cycloi'denbogen  ist;  die 
Cycloide  hat  die  Linie  von  Osten  nach  Westen  zur  Basis  und  liegt  dem  Mittel- 
punkte des  Parallelkreises  zugewandt;  der  Radius  des  Wälzungskreises  ist  ~ — =— 

4<o 

und  der  Wälzungswinkel  zur  Zeit  t  gleich  2  co  < .  Der  Wälzungskreis  dreht  sich 
daher  mit  der  doppelten  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um.  Die  übrigen  Com> 
binationen  der  drei  ersten  Gleichungen  zu  zweien  geben  die  Projectionen  der  Bahn 
auf  den  Meridian  und  die  zur  Erdaxe  parallele  Ebene  der  xz.  Da  y  und  z  negativ 
sind,  so  folgt,  da«8  die  Projectionen  des  fallenden  Punktes  dem  Mittelpunkte  des 
Parallelkreises  und  der  Ebene  des  Aequators  zufallen. 

Die  vorliegende  Untersuchung  gilt  übrigens  nur  für  mittlere  Breiten.  Um  die 
Grenze  der  Prädsion  der  Formeln  zn  bestimmen,   mnss  daran  erinnert  werdtn, 


\ 
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dass  die  Intensität  g    der  Beschleunigung  der  Schwere  in  der  Höhe  h  über  der 

Erdoberfläche  (s.  S.  345)  durch  die  Formel  —  =  t^t T~rr«  •  "5«  gegeben  wird,  aus 

g        (-«  +  hy    n* 

Q   /]  I| 

welcher   man   für   die  Differenz  Jg  =»  g  —  g    die  Näherungsformel   dg  ^^  — ^ 

construirt.  Der  Erdradius  ist  im  Mittel  B  =»  6376000  Meter,  daher  würde  für 
h  =»  3000  Meter  g  um  0,008  variiren.    Für  mittlere  Breiten,  wie  z.  B.  für  Paris, 

Q  COS  X 

beträgt  des  Radius  des  Wälzungskreises  der  Cycloide  ^y~«~  ""  303743650  Meter 

und  da  derselbe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2co  sich  umdreht,  so  würde  er 
zu  einer  vollen  Umdrehung  43082  Secunden,  zu  \  Grad  also  29,918  Secunden 
gebrauchen.  In  dieser  Zeit  föllt  der  Punkt  aber  von  der  Höhe  von  4380  Meter, 
einer  Höhe,  für  welche  die  Variation  von  g  bereits  grösser  als  0,008  ist.  Man 
wird  also  die  obigop  Formeln  nicht  über  t  =  29,918  oder  30  Secunden  ausdehnen 
dürfen.    Dafür  bleibt  2 ot  unter  0,00438  und  wenn  man  x^  y^  z  in  Reihen  nach  i 

entwickelt,  so  wird  r-r  {2at)^  erst  an  der  21.  Stelle  eine  Ziffer  liefern  und  werden 

5  I 

für  Xy  y,  z  folgende  Formeln  bis  zur  16.  Decimale  exact  sein: 

X  =' ^gat  COB  l ,  t^  j   y  =  — -1^  cos  i  .  t*  +  ifl''^*  C08  X  .  t*,   z  =  —  ^g  sin  X  ,t*. 

Transformirt  man  die  Coordinatenazen  so  (Fig.  215),  dass  die  z-Axe  die  Vertikale 
der  Anfangslage  positiv  aufwärts  und  die  y-Axe  die  Tangente  des  Meridians,  positiv 

von  Norden  nach  Süden  gerechnet  wird,  während  die 
^-Axe  bleibt,  so  werden  die  neuen  Coordinaten  x\  y\  z 
a:'  =  x,  y'  =  y  sin  /l  —  i?  cos i,  /  =  y  cos  i  +  ^  »in  X  und 
folglich 

X  X  =*       ^yco  cos  X  .  ^', 

y'  =       i  fl'o)'  sin  X  cos  i  .  <* , 
/  =  -  ^gt^  +  ^y«*  cos*  X  .  t\ 

Mun  sieht  hieraus,  dass   die  Abweichung  des  Punktes 
iig.  «15.  udkch  Osten  vorwiegt,  dass  eine  sehr  kleine  Abweichung 

nach  Süden  stattfindet  und  dass  die  Fallhöhe  um  ein  Unbedeutendes  verringert 
wird  durch  die  Rotation  der  Erde.  Vernachlässigt  man  die  mit  dem  Quadrate 
von  (ö  behafteten  Glieder,  so  wird  a;'  =  ^yw  cos  i  .  <*,  y'  =  0,  z  =  -—  \gt*.  Die 
Bahn   stellt  sich   dann   approximativ   unter   der  Form   der   NeiTschen  Parabel 

X  ^=a  \  1/  —  CO  COS  X .  ( —  z)     in  der  Vertikalebene  von  Westen  nach  Osten  dar. 

§.  11.  Relative  Bewegung  eines  vertikal  in  die  Höhe  geschleu- 
derten Punktes.  Für  denselben  ist  a  =■  0,  6  =  r^  cos  X,  c  =»  Vq  sin  i,  mithin 
nach  §.  9: 

gcosX,^    ^       .  ^    ..      .roCosi,.  _     ..  _ 

X'^        g  (2a)<  — 8in2a)t)— ^— (1— C082a)0,     «^a-""  — Swy 

.VoCOSZ    .     ^      \        flf  cos  i  ,^  «      a\  -IIA  1    A 

y=i-^—      Bm2o}t  —^^-—-^(1  —  cos2(ot),  »  =—     Vf.co8X-\'2<ox—gcoHX,t 

^  =  t7o  ßini.*  — ^ysinil.**,  r,  =      t'y  sin^  —  y  sin  i  .  ^ 

Man  kann  sehr  leicht  die  Bahn  der  Projcction  des  Punktes  auf  die  Ebene  des 
Parallelkreises  ermitteln.  Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  beideu  ersten  Glei- 
chungen so: 
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Vq  cos  i  ,^  „     ^v  9  cos  X 

° (1  —  cos  2  tat)  =        ~— : 


X  +  \  -^-^ —  (1  —  COS  2  tat)  =        —TT"  (2ö>*  —  si"*  ^co*) 


,  Vo  COS  A    .    ^    ^  fl'  cos  i  , .  ^    ^. 

V  —  Jt  -2 sin  20)*  =  —  ~— ö—  (1  —  cos  2(ot) 


und  setzen 


,   l'o  cos   i  ,^  „      ,.  -.         ,    t'o  cos  i     .      ^      . 

—  i  -^ (1  ~  COS  2o}t)  =  g,     \  -5 sin  2(ot  =  17, 


;i;  „  I  =,  i!____^2a)f  —  sin  20)0,     2/  —  »3  ==  —      .     g    (1  —  cos  2(ot), 


MM        ITIIK       ML  

vom  Radius  ^    ,    ,  welcher  auf  einer  zur  Linie  von  Westen  nach  Osten  parallel 


wodurch  wir  erhalten 

ff  cos  i ,«    ^        .    ^    ,v  9  cos  X 

•'— -r-(2a)f  —  8in2o)0,     y  —  n^^  —  ^-j—' 

welches  in  Bezug  auf  ein  in  Translation  begriffenes,  in  der  Ebene  des  Parallel- 
kreises bewegliches  System,  dessen  Punkte  sämmtlich  Bahnen,  congruent  mit  der 
Bahn  des  Punktes  £,  rj  beschreiben,  die  Gleichungen  einer  Cy^loide  von  derselben 
Beschaffenheit,  wie  die  des  §.  10  sind.    Der  Punkt  |,  rj  beschreibt  aber  einen  Kreis 

/|  +  ^  ^^-~)'  +  »J'  =■  (i  ^~^y  '0«°  Radios  {  ÜO-SPii  ,  dessen  Mittelpunkt 

V   cos  X 

die  Coordinaten  |  =  —  1  -^ w  =  0  hat.    Der  Radius  dieses  Kreises ,   wel- 

o 

eher  nach  dem  Projectionspunkte  Xj  y  führt,   dreht  sich  in  der  Ebene  mit  der 

Winkelgeschwindigkeit  2o)  in  entgegengesetztem  Sinne,  wie  die  Erde.    Die  Pro- 

jection  des  beweglichen  Punktes  ist  also  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kreises 

g  cos  X 

f>rtrückenden  Geraden  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2»  rollt,  deren  Punkte 
sämmtlich  Kreise  beschreiben,  parallel  und  gleich  dem  vom  Punkte  (5,  r;)  beschrie- 
benen.   Anfangs  findet  eine  Abweichung  nach  Westen  statt,  später  nach  Osten. 

d  X 
Das  Maximum  der  westlichen  Abweichung  wird  zur  Zeit  erreicht,  welche  -r-  =  0 

macht.    Diese  Bedingung  liefert  •  t  =  — ^;  da  oi  sehr  klein  bleibt,  so  folgt 

2  V 
hieraus  approximativ  <  =  —  "  ,    also    doppelt   so   gross,   wie   die   Steigzeit   eines 

Punktes  von  der  Geschwindigkeit  v^^  bei  ruhender  Erde. 
Entwickelt  man  in  Reihen,  so  erhält  man 

o;  =  —  v^oa  cos  X  .  V^  -\-  ^ga  cos  X  .i^, 

y  =s       Vq  cos  X  .  t  —  \g  cos  X  .  t^  —  I  t?ü  0)*  cos  X  .  i^  -\-  \  go^  cos  X  .  t*  ^ 

z  =^       Vq  Bin  X  .  t  —  ^g  sin  X  .  t^, 

Transformirt  man  das  Coordinatensystem ,  sodass  die  y  Axe  horizontal,  die  z-Axe 
vertikal  wird,  d.  h.  substituirt  man  in  die  Gleichungen  y  ==  y  sin  X  —  z  cos  X , 
z  =  y  cos  X  -}-  z  sin  X  y  wie  §.  10 ,  so  ergibt  sich : 

y'  s=  ^  CO*  sin  X  cos  X(gt*  —  4t?o*^) , 

z  ^^  v^t  —  i^gt^  —  JVoü)*  cos*  X  .  t^  -\-  iü)*^  cos*  X  .  t*. 

während  x'  =  x  bleibt.    Weiter : 

^  =  Ja)*8inXc08i((7e'  —  3ro<*),    -tt  =  »o  ~  ^^  +  Jco*  cos*  i(^t»  -  Zx^i''). 
d  t  dt 

tlz' 
Die  Steigzeit  ergibt  sich  aus  der  Bedingung  -37  ==  ^  •    Sie  ist  nur  sehr  wenig 


1 
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verschieden  von  der  Steigzeit  bei  ruhender  Erde.    Nimmt  man  für  sie  also  t=  — , 

9 
so  ergibt  sich  hierzu  die  Steighöhe  h  aus  der  Formel  für  /: 

Ä  «  ^  A  _  ««  cosU  .  *iV 
^9\  9) 

Die  Gleichung  für  y  zeigt,  dass  im  Meridian  eine  Abweichung  nach  Norden  statt- 
findet;  für  die  höchste  Lage  ist  dieselbe  ^  o*  sin  X  cos  X  •  — ;  sie  ist  sehr  gering. 
Die  Abweichung  nach  Westen,  welche  die  Formel  für  x  ergibt,  ist  für  die  höchste 

Höhe  —  1  CO  cos  Xh  y Diese  Abweichung  ist  doppelt  so  gross,  als  die  östliche 

Abweichung,  welche  der  Punkt  bei  freiem  Falle  von  der  Höhe  h  erleiden  würde. 
§.  12.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  von  beliebig 
gerichteter  Anfangsgeschwindigkeit.  In  diesem  Falle  sind  alle  drei  Com- 
ponenten  a,  b^  c  der  Anfangsgeschwindigkeit  von  Null  verschieden;  daher  hat  man 
die  allgemeinen  Gleichungen  des  §.  9  zu  diäcutiren.  Wir  schreiben  dieselben  be- 
hufs ihrer  Interpretation  so: 

X  —  U  —  sin  2o}t  —  i  —  (1  —  cos  2(ot)\  =       ^  l^\    (2fl)<  —  sin  2<ot) 

2/  —  U—  ßin  2a}t  —  ^  —  (1  —  cos  2a}t)    =  —  ^  .     ,     (l  —  cos  2(ot) 
L     CO  (O  J  4co 

z  =  et  —  ^g  Bin  X  .  t^ . 
Setzt  man  wieder 

I  SB  J  —  sin  2  (ot  —  \  —  (1  -    cos  2wt)  ^    ^  =»  i  —  sin  2c»*  —  \    -  (1  — cos2a)0, 

80  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen 

-       g  cos  i  /«    .        .    „    .V  g  cos  i  .,  „    ,, 

a;  —  4  =     .    ^    (2cDi  —  sm  2oat) ,    y  —  ?y  =  —  ^       ^    (1  —  cos  2  mt) 

auf  einer  im  Parallelkreise  in  Translation  begriffenen  Ebene  eine  Cycloide  bestim- 
men. Die  Basis  derselben  bleibt  der  Xangente  des  Parallelkreises  parallel;  der 
Wälzungskreis  hat,  wie  früher,  die  Winkelgeschwindigkeit  2co,  die  Translations- 
bahn ist  auch  hier  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  aber  nicht  mehr  in  der  Tangente 
des  Parallelkreises  liegt.    Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

('+4r+('-»^r-(*^)'+(4)"> 

der  Mittelpunkt  hat  die  Coordinaten  1=™  —  ^  — ,    i?  =  i  —  und  der  Radius  be- 

trügt  ^ —  • 

Um  alle  übrigen  Umstände  der  Bewegung  mit  genügender  Genauigkeit  zu 
erörtern,  wollen  wir  x^  y,  z  in  Reihen  entwickeln,  aber  die  Glieder,  welche  co^ 
enthalten,  unterdrücken.    Wir  erhalten  dadurch 

X  «^  at  —  bat^  +  i  «</  cos  X  .  *' 
y  ,=a  bt  -}-  (aco  —  ^g  COB  X) ,  (* 
z  ^m  et  —  ^g  BinX  ,  i^. 

Grösserer  Bequemlichkeit  wegen  wollen  wir  aber  als  a;'y -Ebene  den  Horizont,  als 
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/-Axe  die  Vertikale,  positiv  nach  oben  gerechnet,  annehmen  und  dabei  die  y-Axe 
in  die  Richtung  der  Projection  der  Anfangsgeschwindigkeit  t^^  auf  den  Horizont 
legen,  positiv  im  Sinne  dieser  Projection  gerechnet,  während  die  x'-Axe  senkrecht 
auf  der  durch  v^  gehenden  Vertikalebene  stehen  soll,  positiv  nach  links  genommen 
für  einen  im  Sinne  der  Projection  von  v^  sehenden  Punkt.  Die  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  sei  bestimmt  durch  den  Winkel  a  ihrer  Vertikalebene 
mit  dem  Meridian  (positiv  nach  links)  und  den  Winkel  9 ,  den  sie  mit  dem  Hori- 
zonte bildet.  Aus  den  sphärischen  Dreiecken,  welche  auf  einer  um  den  Ursprung 
beschriebenen  Kugel  die  Richtungen  von  x,  y,  Zj  x\  y\  z';  v^  und  seine  Projection 
auf  den  Horizont  bestimmen,  ergeben  sich  dann 

a  =>  Vq  cos  9  sin  a ,    b  ^=^  Vq  (sin  9  cos  l  -f-  cos  9  cos  a  sin  X) , 
c  =>  r^  (sin  9  sin  X  —  cos  9  cos  a  cos  l) 

X  =  .r  cos  a  —  1/  sin  a  sin  X  -f~  ^  8^°  ^  <^os  X , 
y  sssi  X  iXn  a  -\-  y  cos  a  sin  X  —  z  cos  a  cos  X , 
z'  =^  y  cos  X  +  -2^  sin  X 

und  hiermit  also 

x'  ^^  —  0}t7Q(c08  9  sin  X  -f-  cos  a  sin  9  cos  l)t^  -^  \  <og  cos  a  cos  X  .  i' , 
y  s=m  v^  cos  9  . (  —  t;^ 00  sin  a  sin  9  cos  l,t^  -{-  ^ mg  Bin  a  cos  X  .  <*, 
/  =       Vq  ein  (p  ,t  -\-  {Vq<o  Bin  a  cos  9  cos  X  —  i  fif)  ** . 

Aus  diesen  Formeln  zieht  man  nachstehende  Folgerungen: 

1.  Für  z  ==  0  erhält  man  die  Flugzeit  t^ : 

2t?o  sin  (p 

*       g  —  2  CO  ÜQ  sin  a  cos  y  cos  X 

Fällt  Vq  in  den  Meridian,  so  ist  a  s=  0 ,  also  t^  =  — -,  dieselbe  Dauer,  wie 

nach  S.  362  bei  stillstehender  Erde.  Ist  a  positiv,  liegt  also  Vq  auf  der  Ostseite 
des  Meridians,  so  ist  t^  etwas  grösser,  für  die  Westseite  des  Meridians  ist  t^  etwas 
kleiner,  als  dieser  Werth,  doch  sind  die  Unterschiede  sehr  gering,  sodass   man 

t  =  — als  Mittelwerth  annehmen  kann. 

9 

2.  Die  Formel  für  y  liefert  die  Wurfweite  tr,  wenn  man  den  Werth  far  t^ 

in  sie  einführt.  Mit  Hülfe  des  eben  gegebenen  Näherungswerthes  für  t^  erhält 
man  w  etwas  grösser  oder  kleiner,  als  für  die  ruhende  Erde,  je  nachdem  Vq  west- 
lich oder  östlich  gegen  den  Meridian  geneigt  ist;  für  den  Meridian  selbst  ist  w 
genau  ebenso  gross,  wie  bei  ruhender  Erde. 

3.  Die  Formel  für  x   liefert,  indem  man  t^  in  sie  einsetzt,  die  Abweichung  S 
nach  rechts  oder  links  von  der  vertikalen  Zielebene.    Man  findet 

d  =  —  4  00  cos  X  •  — — 5-—  I  cos  a  +  3  t^—  I . 
^  g^        \  '       tgqp/ 

Die  Abweichung  ist  nach  rechts  gerichtet,  so  lange  die  Parenthese  positiv,  welches 
immer  stattfindet,  so  lange  ig  tp  <  3  tg  X  ist;  sie  ist  in  diesem  Sinne  bei  gleichen 
Werthen  q>  ein  Maiimum  für  a  =  0,  d.  h.  für  das  Zielen  im  Meridian  von  Norden 
nach  Süden;  sie  wird  ein  Minimum  für  das  Zielen  von  Süden  nach  Norden.  Wird 
*g  9>  >  3  ^  ^ »  so  wird  bei  einem  gewissen  Werthe  von  a  die  Parenthese  negativ 
dann  fällt  die  Abweichung  nach  links  von  der  Zielebene.    Für  den  Aequator  ist 

d  ^  ^  ^  m  ^"  ^^"  ^  cos  a .    Die  Abweichung  zeigt  nach  links  beim  Schuss  von 
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Süden  nach  Norden,  nach  rechts  im  umgekehrten  Falle;  sie  ist  Null  für  den  Schuss 
von  Westen  nacn  Osten  oder  von  Osten  nach  Westen. 

Vgl.  über  die  Probleme  der  §§.  8—12: 

Page,  Mouvements  relatifs  ä  la  surface  de  la  terre  (Nouv.  Ann.  de  Math^m. 
2»«  Sdrie,  T.  VI  (1867),  pp.  97,  387,  481). 

Resal,  Methode  directe  pour  d^terminer  Tinfluence  de  la  rotation  de  la  terre 
snr  la  chute  des  graves  (Nouv.  Annales  de  Math.  2™®  S6r.  T.  XI,  p.  348)  und  Inter- 
pretation geomdtrique  de  la  trajectoire  apparente  d'un  projectile  dans  le  vidc  (T.  XI, 
p.  433). 

§.  13.    Einige  Uebungsbeispiele. 

Nr.  1.  Ein  Punkt  wird  nach  einem  beweglichen  Centrum  hin  proportional 
seiner  Entfernung  von  ihm  beschleunigt;  das  Centrum  beschreibt  eine  Gerade  mit 
constanter  Geschwindigkeit ;  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes 
fällt  mit  der  Geraden,  welche  das  Centrum  beschreibt,  in  eine  Ebene.  Man  soll 
die  relative  und  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen. 

Die  Gerade,  welche  das  Centrum  durchläuft,  sei  die  a;-Axe  eines  rechtwink- 
ligen Systems  der  xy;  u,  ß  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Centrums,  a,  b  die  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  tn,  n  die  Coordinaten 
seiner  Anfangslage,  it  die  Stärke  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nuDg  vom  Centrum. 

Nr.  2.  Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  einer  schiefen  Ebene.  Diese  Ebene  be- 
sitzt eine  gleichfSrmige  Translationsbewegung  von  geradliniger  Beschaffenheit,  so 
zwar,  dass  die  Linie  des  steilsten  Abfalles  immer  in  derselben  Vertikalebene  bleibt. 
Man  soll  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen.  —  Dieselbe  Aufgabe  für 
den  Fall,  dass  die  Translation  der  Ebene  gleichförmig  beschleunigt  ist. 

Nr.  3.  Ein  Punkt,  der  Schwere  unterworfen,  bewegt  sich  auf  einer  geneigten 
Geraden  (befindet  sich  z.  B.  in  einer  engen  Röhre);  die  Gerade  beschreibt  um 
die  Vertikale  eine  Eegelfläche  mit  kreisförmigem  Schnitt  senkrecht  zur  Vertikalen 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit,  welches  ist  die  Projection  der  absoluten 
Bewegung  des  Punktes  auf  die  Horizontalebene? 

Nr.  4.  Ein  schwerer  Punkt  wird  längs  einer  Ebene  geworfen,  welche  sich  um 
eine  horizontale  Axe  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  umdreht.  Welches  ist 
die  Bewegung  des  Punktes,  wo  und  wann  verlässt  er  die  Ebene? 

'  Nr.  6.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Vertikalebene,  welche  sich 
um  eine  vertikale  Axe  gleichförmig  umdreht.  Welches  ist  die  Bewegung  des 
Punktes? 

Nr.  6.  Eine  horizontale  Platte  sinkt  mit  der  Beschleunigung  a  vertikal  ab- 
wärts, ein  schwerer  Punkt  liegt  auf  ihr;  welches  ist  die  relative  Druckbeschleu- 
nigung des  Punktes  gegen  die  Platte? 

Nr.  7.  Eine  Hohlschaale  (Rotationsfläche)  dreht  sich  mit  constanter  Winkel- 
geschwiudigkeit  um  ihre  vertikal  stehende  Rotationsaxe ;  in  ihr  liegt  ein  schwerer 
Punkt;  in  welchen  Lagen  kann  der  Punkt  sieh  in  relativer  Ruhe  gegen  die  Schaale 
befinden  ? 

§.  14.  Wir  wollen  in  diesem  Capitel  in  Kürze  noch  Einiges  über  die 
relative  Beschleunigung  eines  unveränderlichen  Systems  in  einem  anderen 
entwickeln. 

Es  seien  £\  Z"  zwei  anveränderliche  Systeme,  welche  sich  ineinander 
bewegen.    Die  Elementarbewegung  eines  jeden  ist  eine  Schraubenbewegung 
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von  beBtimmter  Trauslation  und  Rotation  um  eine  beatimmte  Axe.  Die 
Elementarbewegung  von  2"  zur  Zeit  t  iBset  sich  in  znel  Componenten 
auflÖBen,  DSmlich  in  die  relative  Elementarbewegang  von  2!"  im  System 
£"  und  die  Elementarbewegung  des  mit  £"  zusammen Eallenden,  dem  System 
£"  angebörigen  Systeme  o",  welche  letztere  Bewegnng  unmittelbar  durch 
die  Bewegung  von  £"  gegeben  ist.  Jede  dieser  Bewegungen  zerfallt  in 
eine  Rotation  und  Translaiion.  Nun  seien  w',  v'\  a",  v"  die  Winkel- 
gescbnindigkeiten  und  T ran slationsgesch windigkeiten  der  absoluten  Be- 
wegungen von  £",  £"  zur  Zeit  l,  ebenso  u'r,  vi-  die  entsprechenden  Grössen 
der  relativen  Bewegung  von  £"  in  S'  zu  derselben  Zeit  und  mögen  die- 
selben auf  den  betreffenden  Schraubenaxen  als  Längen  aufgetragen  werden. 
Die  analoge  Bedeutung  für  die  Zeit  (  -j"  <"  mögen  n)!,  «i,  «'i,  vi;  oiiV,  r'iV 
haben.  Dann  wird  jede  dieser  drei  Bewegungen  zur  Zeit  t  einen  bestimm- 
ten BeschleuniguDgszuatand  besitzen,  welcher  durch  Ceutripetal-  und  Win- 
kel he  schien  niguog  in  Bezug  auf  den  betreffenden  Beschleunigungsmittelpunkf 
dargestellt  werden  kann  und  es  fragt  sieb,  in  welchem  Zusammenhange 
diese  Beschleunigungen  unter  einander  stehen. 

Wir  begnügen  uns  damit,  die  Abhängigkeit  dei' 
,  Winkelbeschleunigungen  zu  entwickeln.  Durch  irgend 
einen  Punkt  0  ziehen  wir  Oil'  (Fig.  216)  geome- 
trisch gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  tu'  der  ab- 
soluten Bewegung  dos  Systems  S^;  ebenso  OSt'r 
geometrisch  gleich  der  relativen  Winkelgeschwindig- 
keit fo",  des  Systems  2"  im  System  ^  zur  Zeit  t. 
Das  Parallelogramm  beider  Linien  liefert  durch  seine 
Diagonale  OSl"  Grösse,  Axenricbtung  und  Sinn  der 
absoluten  Winkelgeschwindigkeit  m"  von  £".  Ziehen 
wir  durch  0  weiter  OSl'i  ^  «i  und  OSl'i^,  so  liefert  die  Diagonale  Oil"  des 
Parallelogramms  aus  ihnen  die  absolute  Winkelgeschwindigkeit  von  2f'  zur 
Zeit  (  -j-  dt.  Die  unendlichkleiue  Linie  ii"Sii  ist  daher  die  Elementar- 
winkelbeschleunigung der  absoluten  Bewegung  von  £"  und  also  Sl"  S^i  :  dl 
ihre  Winkelbeschleunigung  selbst.  Eine  parallele  Uebertragung  genflgt, 
um  zu  zeigen,  dass  ß"Ji'I  die  geometrische  Summe  der  Elementar- 
beschleunig un  gen  HfSlir  und  ii  il[  ist,  Von  diesen  beiden  Grössen  ist 
die  letztere  die  E lern entai* winkelbeschleunigung  von  £f  oder  also  auch  von 
ö",  die  erstere  aber  hängt  mit  der  relativen  Elementarbeschleunigung  von 
S"  in  Sf  folgendermassen  zusammen.  Sie  wäre  die  relative  Elementar- 
winkelbeschleunigung selbst,  wenn  die  relative  Momentanaxe  nicht  durcb 
die  Rotation  um  die  absolute  Momentanaxe  von  £'  eine  unendlicbk leine 
Drehung  erlitte,  in  Folge  deren  Sl'rSl'ir  die  geometrische  Summe  der  rela- 
tiven ElementarwinkelbeachleuniguQg  von  £"  in  £*  und  einer  weiteren 
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unendlichkleinen  Elementarwinkelbeschleunigung  d^  wird,  welche  durch  die 
Botation  um  OSl'  hervorgerufen  wird.  Vermöge  dieser  beschreibt  näm- 
lich der  Endpunkt  der  relativen  Winkelbeschleunigung  OSl'r  um  die  Axe 
OSl'  einen  unendlichkleinen  Kreisbogen,  dessen  Radius  die  Projection  Ur  von 
Q)r  auf  eine  zur  Momeutanaxe  OSl'  senkrechte  Ebene  ist.  Die  Länge  des- 
selben ist  daher  u"r(Ordt  und  tritt  als  Componente  der  Elementarwinkel- 
beschleunigung Sl'r^"i  auf.  Dividirt  man  die  erhalteneu  unendlichkleinen 
Componenten  mit  dt^  so  ergibt  sich  für  die  entsprechenden  endlichen  Win- 
kelbeschleunigungscomponenten  der  Satz: 

Die  Winkelbeschleunigung  a'  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  2^'  ist  die  Resultante  von  drei  Winkelbeschleunigun- 
gen: 1.  der  relativen  Winkelbeschleunigung  «r  des  Systems  -27" 
in  einem  andern  System  ^,  2.  der  absoluten  Winkelbeschleu- 
niguug  a  von  £'  oder,  was  dasselbe  isi,  der  Winkelbeschleu- 
nigung des  mit  27"  zusammenfallenden  Bestaudtheils  a"  von  2' 
und  3.  einer  Winkelbeschleunigung,  welche  erhalten  wird,  in- 
dem man  die  Projection  u'r  der  relativen  Winkelgeschwindig- 
keit Or  des  Systems  27"  auf  eine  zur  Momentanaxe  von  27'  senk- 
rechte Ebene  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w'  dieses  Systems 
multiplicirt.  Die  Axe  dieser  Winkelbeschleunigung  ist  senk- 
recht zur  Ebene  parallel  der  Momentanaxe  und  der  Axe  der 
relativen  Winkelbeschleunigung  und  ihr  Sinn  harmonirt  mit 
dem  Drehungssinne  der  letzteren. 

Aus  der  Natur  des  Parallelogramms  OSl'r Sl"Sl'  erkennt  man,  dass 
der  Endpunkt  Sl"  der  absoluten  Winkelgeschwindigkeit  w"  einen  Kreis- 
bogen von  derselben  Grösse,  wie  der  von  «r  beschreibt,  sodass  die  Projec- 
tionen  u'  von  o"  und  ti'r  von  cor  gleich  sind  und  im  Ausdruck  des  Satzes 
also  auch  für  einander  gebraucht  werden  können. 

Die  dritte  Componente  entspricht  der  zusammengesetzten  Centripefal- 
beschleunigung  eines  Punktes;  nur  hat  jene  den  Factor  2,  weil  sie  aus 
einer  doppelten  Quelle  entsprang,  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  und 
dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  von  welchem  die  letztere  hier 
nicht  mitwirkt,  weil  für  die  Winkelgeschwindigkeiten  nur  Rotationen  von 
Einfluss  sind.  Die  dritte  Componente  verschwindet,  sobald  27'  blos  Trans- 
lationsgeschwindigkeit besitzt  oder  (o'r  der  Momentanaxe  OSl'  parallel  ist, 
oder  27"  sich  blos  in  relativer  Translation  oder  in  relativer  Ruhe  befindet. 

Fügt  man  27"  die  entgegengesetzte  Bewegung  von  27'  noch  zu  seiner 
absoluten  Bewegung  hinzu,  so  erhält  man  aus  vorstehendem  Satze  sofort 
einen  entsprechenden  für  die  relative  Winkelbeschleunigung  von  27"  in  27' 
nämlich: 

Die   Winkelbeschleunigung   der   relativen   Bewegung   eines 
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Systems  2!'  in  einem  anderen  Systeme  2^  bestellt  1.  ans  der 
absoluten  Winkelbeschlennigung  von  2^',  2.  aus  der  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommmenen  Winkelbeschleunigung  des 
Systems  Z!'  und  3.  aus  einer  Winkelbeschlennigung  gleich  dem 
Produkte  aus  der  Projection  der  relativen  oder  absoluten  Win- 
kelgeschwindigkeit von  2,''  auf  eine  zur  Momentanaxe  von  S! 
senkrechte  Ebene  in  die  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Mo- 
mentanaxe; die  Axe  derselben  ist  senkrecht  zur  Ebene  der 
Momentanaxe  und  der  Axe  der  relativen  Winkelbeschleunigung 
und  nach  derjenigen  Seite  dieser  Ebene  gerichtet,  nach  welcher 
die  Rotation  um  die  Momentanaxe  nicht  hinzeigt 

Wird  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  oo'r  in  mehrere  Componenten 
zerlegt,  oder  geschieht  dies  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems 
Z\  oder  auch  mit  beiden  Grössen  zugleich,  so  ist  die  dritte  Componente 
der  Winkelbeschleunigung  stets  äquivalent  den  dritten  Componenten,  welche 
aus  den  einzelnen  Winkelbeschleunigungen  und  Winkelgeschwindigkeiten 
entspringen,  zusammengenommen.  Denn  wird  zunächst  (o'r  in  zwei  Compo- 
nenten co^^) ,  Q}^^)  vermöge  des  Parallelogramms  der  Winkelgeschwindigkeiten 

zerlegt  und  projicirt  man  dies  Parallelogramm  auf  eine  zur  Momentanaxe 
von  m  senkrechte  Ebene,  so  bilden  die  Projectionen  w[.^J,  u^^^  von  üj^^\  «J?^ 

wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  u'r  die  Projection  von  Or  ist 
EiTichtet  man  in  dieser  Ebene  auf  den  Seiten  und  der  Diagonale  dieses 
Parallelogramms  Normalen,  so  geben  sie  die  Richtungen  der  drei  fraglichen 
dritten  Componenten  der  relativen  Winkelbeschleunigung  an  und  da  diese 
Componenten  ttj.^^cö',    wj?^»',   Urw'   den   Grössen  w^^,  m^^^,  u'r  proportional 

sind,  so  bilden  sie  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  Ur^'  ist 
Daher  ist  t/r«'  die  Resultante  von  mS^^w'  und  wj^^w'.    In  bekannter  Weise 

dehnt  man  diesen  Satz  auf  mehr  als  zwei  Componenten  aus. 

Wird  femer  w'  in  zwei  Componenten  «^^^  w^^)  gespalten,  so  lege  man 
durch  0)',  (i)^^\  G)^^)  und  co'r  drei  Ebenen.  Diese  projiciren  das  Zerlegungs- 
parallelogramm auf  die  zu  ui'r  senkrechte  Ebene  wieder  als  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Diagonale  und  Seiten  u\  ti^^\  ti^^^  resp.  die  Projectionen 
von  oo',  (ö^^\  c«)^*^  sind.  Fällen  wir  vom  Endpunkte  von  «r  die  Perpen- 
dikel Mr,  w'i,  u'i  auf  co',  ft)(^\  G)^*\  so  sind  \i'r^\  w'iw^^^,  u^fsß^  die  drei 
dritten  Winkelbeschleanigungscomponenten,  welche  w',  (ö^'\  aP^^  entsprechen. 
Denkt  man  sich  nun  in  jenen  drei  projicirenden  Ebenen  über  co'r  und  cd', 
(o'r  tind  G>^^\  isir  Und  uß^  Parallelogramme,  so  werden  deren  Inhalte  so- 
wohl durch  u'r^^  tt'ico^^^  %i%vP^^y  als  .auch  durch  co'u',  (ö'«(^\  w't«^*^  aus- 
gedrückt. Letztere  drei  Grössen  sind  daher  gleich  jenen  drei  dritten  Win- 
kelgeschwindigkeitscomponenten.    Sie  sind  aber  senkrecht  zu  den  Ebenen 
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der  drei  Parallelogramme  am  Punkte  0  anzutragen  und  da  diese  drei 
Ebenen  sich  in  a/r  schneiden,  so  fallen  sie  alle  in  die  zu  o'r  senkrechte 
Ebene  und  sind  senkrecht  zu  u\  u^^\  u^^K  Da  sie  nun  unter  einander  die- 
selben Winkel  bilden,  wie  diese  Linien  und  ihnen  proportional  sind,  so 
bilden  sie  ein  Parallelogramm,  in  welchem 

[a>'u']  =  [a)'w(')]  +  [«'«(2)]     d.  h.     [uW]  =  [uW^]  +  [uW^^]  . 

Die  beiden  hier  entwickelten  Fälle  des  Satzes  gestatten  offenbar  eine 
unmittelbare  Combination  zu  dem  allgemeinen  Falle,  dass  sowohl  a/  als 
auch  (Or  zerlegt  werde. 

§.  15.  Um  den  analytischen  Ausdruck  für  die  Projectionen  der  ab- 
soluten Winkelbeschleunigung  von  £''  auf  drei  rechtwinklige,  mit  dem 
System  £'  verbundene  Axen  der  x\  y\  z  zu  finden,  projiciren  wir  den 
Linienzug  der  Winkelbeschleunigung  des  Systems  2^,  der  relativen  Winkel- 
beschleunigung und  der  dritten  Beschleunigungscomponente  auf  diese  Axen. 
Nun  sind 

die  Projectionen  der  absoluten  Winkelbeschleunigung  von  2!\ 

dfsir^        dm'ry        ä(ä!rz' 

dt    '       dt    '    IT 

die  der  relativen  Winkelbeschleonigung  von  E"  in  E'\  femer  seien  axS 
ffy')  ««'  die  Projectionen  der  Winkelbeschleunigung  von  2*  \  endlich  ergeben 
sich  die  Projectionen  der  dritten  Beschleunigungscomponente  u"r(o  leicht 
mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes,  indem  man  sowohl  co'  in  cox')  <^y't  <<>«'»  ^Is 
auch  Ur  in  drei  Componenten  auflöst.  Indem  man  die  jeder  Axe  entspre- 
chenden Bestandtheile  sammelt,  erhält  man  fdr  letztere  Projectionen 

n          f                    tt         t                  tt         t                    ff         t                  ff         t  ff         f 

(Ory'  CO ,'    Wr *'  W y  y       ^rM  « x    —  Wrx  ö> «'  j       ß>r «'  W y'  »r y'^x» 

Aus  allen  einzelnen  Bestandtheilen  erhält  man  demnach  jetzt: 

da'x'        dfOrx'    ,  I    /  "      '  "     '  \ 

-^   =   -J^  +  «z    +  (Wry'ö),'   —  Wr*Wy), 

diOy'        diOry'    ,  I    /  "      '  "      '\ 

-^   =  -^  +  «y    +  (Wr/Wx'   —  Cörx'W,'), 


ff  1     ff 


d(Og'  dWr»      ,  I     /    "        '  "        '   \ 

-J^   =  -^  +  «y  +  (Wrx'Wy'  —  Wry'OOz')- 

Sind  (OxS  ^'y'y  <Oj'f  ttxS  cTy,  <)f«'   nicht  unmittelbar   bekannt,    dagegen   cox'i 

w«',  CO,',  «x  =  -TT  1   «y  =■  -TT  >    "»  ==*  t:"  ^^  Bezug  auf  em  festes  Coor- 

dt  dt  dt 

dinatensjstem,  so  erhält  man  erstere  Grössen  aus  letzteren  durch  Projec- 

tion   und   zwar   am   einüftchsten   mit   Hülfe   der  drei  Euler'schen  Winkel, 
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welche   die   Lage    des   Coordinatensjsteros   der  x\  y\  z    gegen   das    feste 
System  der  o*,  y,  z  bestimmen. 


XVII.   Capitel. 

Beschleunigung  zweiter  und  höherer  Ordnung. 

§.  1.  Von  einem  beliebigen  Punkte  0  sei  nach  einem  in  Bewegung 
begriffenen  Punkte  M  zur  Zeit  /  der  Radius vector  OM  =  r  gezogen.  Das 
Bogenelement  MM'  =  ds  der  Bahn  des  Punktes  M  ist  das  geometrische 
Differential  und  die  Geschwindigkeit  v  ^==  ds  idt  die  geometrische  Deri- 
virte  von  r.  Von  0  ziehen  wir  ferner  einen  zweiten  RadiusTector  OM^  =  r,, 
geometrisch  gleich  dieser  Derivirten.  Beschreibt  M  seine  Bahn,  so  be- 
schreibt M^  den  Hodographen  derselben.  Das  Bogenelement  M^M[  =  ds^ 
des  Hodographen  ist  das  geometrische  Differential  und  ds^  :  dt  «=^  v^  die 
geometrische  Derivirte  von  r^  oder  die  Geschwindigkeit  von  M^;  diese 
Grössen  stellen  die  Elementarbeschleunigung  und  die  Beschleunigung  (p  des 
Punktes  M  dar.  Ein  dritter  Radiusvector,  OM^  =  r^^  geometrisch  gleich 
Vi  =  q>  liefert  durch  die  Bewegung  seines  Endpunktes  M^  einen  zwei- 
ten Hodographen,  dessen  Bogenelement  M^M^^^ds^  das  geometrische 
Differential  von  cp  ist,  während  die  Derivirte  ds^  :  dt  =  t\  ^®  Derivirte 
der  Beschleunigung  q)  darstellt.  Man  nennt  V2  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  der  Bewegung  des  Punktes  M  und  bezeichnet  sie  mit  q)^^^  und 
deshalb  oft  auch  die  Beschleunigung  cp  erster  Ordnung  mit  9^^^  Ebenso 
heisst  ds2  die  Elementarbeschleunigung  zweiter  Ordnung  der  Bewegung 
von  M. 

Indem  man  auf  diesem  Wege  weitergeht,  erhält  man  1.  eine  Reihe 
Curven  (M)^  {^i)y  {^2)  •  •  •  •?  deren  jede  für  die  vorhergehende  die  Be- 
deutung eines  Hodographen  hat  und  welche  von  den  Punkten  Jlf,  3/^, 
Jlfjj  . . .  beschrieben  werden,  2.  eine  Reihe  von  Radienvectoren  r,  r^  r^  . . . 
von  denen  jeder,  wie  r«,  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  auf  der  vorher- 
gehendenHodographencurve  (-3/^„_i)  wäre  und  die  Beschleunigung  der  Bewegung 
auf  der  zweitvorhergehenden  Curve  {Mn—2)  darstellt.  Diese  Radienvectoren 
stellen  die  Reihe  der  geometrischen  Derivirten  von  r  dar  und  heissen  der 
Reihe  nach  r^  die  Geschwindigkeit  f,  r^  die  Beschleunigung  (p  der  Be- 
wegung des  Punktes  3f,  r^  =  q>^^^  die  Beschleunigung  zweiter,  r^  «=  q>^^^ 
die  Beschleunigung  dritter,  r„  4. 1  =  9?^"^  die  Beschleunigung  n  ter  Ordnung 
von  M.  Da  man  erst  spät  auf  die  Wichtigkeit  der  Glieder  g>^^\  9'*^  .  . . 
der  ganzen  Kette  von  Grössen  aufmerksam  wurde,  so  ist  die  übliche  Be- 
zeichnungsweise   und   Nomenclatur    nicht    sehr    consequent.     Verschiedene 
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Schriftsteller  haben  diesen  Mangel  zu  beseitigen  gesucht  und  schreiben  als 
zusammengehörig 


•"H    -"2»    -"3»  •  •  •  -"»  •  •  •  • 

WO  V  die  Geschwindigkeit,   g>^^^  «=  9  die  Beschleunigung  und  Hn  den  n^ 
Hodographen  bedeutet,  dessen  Badiusvector  rn  ist. 

Die  Kette  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  steht  mit  der  Evo- 
lutenkette der  Curve  (M)  in  inniger  Beziehung  und  zeigt  ähnliche  Eigen- 
schaften der  Periodicität,  des  Abbrechens,  etc.  wie  diese. 

§.  2.  Wir  wenden  uns  jetzt  zunächst  zur  Bestimmung  der  Beschleu- 
nigung zweiter  Ordnung  eines  Punktes.  Es  seien  (Fig.  217)  itf,  M\  M'\ 
M"'  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes,  ent- 
sprechend den  Zeiten  ^,  ^  +  el^,  etc. 
MT,  M'T,  M"r'  die  Tangenten  in 
M,  M\  M'\  also  MM'M'\  M'M"M'" 
die  Schmiegungsebenen  in  M  und  M\ 
Die  Beschleunigung  erster  Ordnung 
q)  t=  MO  zur  Zeit  t  föllt  in  die  er- 
stere  dieser  Schmiegungsebenen,  die 
Beschleunigung  9  +  dgp  =  ilf'cP'  zur 
Zeit  t  -{-  dt  in  die  letztere;  jene  bil- 
det mit  der  Tangente  MT  des  Punktes  M  eiuen  Winkel  or,  diese  mit  der 
Tangente  des  Punktes  M'  den  Winkel  a  +  du.  Ziehen  wir  nun  durch 
M'  eine  Linie  M*  O  geometrisch  gleich  9,  so  stellt  die  unendlich  kleine 
Strecke    OQ^'  die  Elementarbeschleunigung   zweiter  Ordnung  nach  Grösse, 

Richtung  und  Sinn  dar  und  ist  der  Quotient  -—--  die  Beschleunigung  qp^ 

dt 

zweiter   Ordnung  selbst,   die  wir  in   der  Richtung  <Z>(Z>'  an   (Z>   oder   auch 

an  M  antragen    können.     Wir   zerlegen   nun  zunächst   9^^)  in   zwei  Com- 

ponenten,    eine  parallel  9,    die   andere    senkrecht   zu    9;    dieselben    sind, 

wenn    dl    den    unendlich    kleinen    Winkel    O'M'O   bezeichnet,    -—     und 

at 

Die  erstere  dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  in  zwei  andere,  paral- 
lel   der   Tangente   und    der   Hauptnormalen    des   Punktes    JKf,    nämlich   in 

-^  cos  cc  und  -p  sin  a.    Die  andere  Componente  q>  —  aber  spalten  wir  in 
dt  dt  dt 

SonLL,  Meohanik.    I.  85 


Fig.  217. 
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zwei  weitere,   7on  denen  die   eine  in  die  Scbmiegungsebene   des  Punktes 

M  fällt;  während   die  andere   zu  dieser  Ebene  senkrecht  ist    Beschreiben 

wir  nämlich  um  M'  mit  M'O  =  9  als  Radius   eine  Kugel,  so  bestimmen 

die  Ebene  O'M'O^  in  welcher  9  und  q>  -{-  dq>  liegen,  die  Scbmiegungsebene 

T'M'O  des  Punktes  M  und   die   Scbmiegungsebene  T'M'O'   von  M'  ein 

sphänsches  Dreieck  0(jf  T\  dessen  Seiten  OQ'  =  g>dk,  OT  =  y  .  (a  —  di\ 

wo  de  den  Contingenzwinkel  TMT'  bedeutet  und  ^T'  =  9  (or  +  da)  sind. 

Fällen   wir    in   demselben    die   Höhe    QfH^  so  zerfällt  q>dX  in  die  beiden 

^^        ,    ^xr       .     ,  dl   ,     OH       ,  qfH       , 

Componenten    OH  und   QH  und  also  9  —  m  -^7  und  -77-,    oder  weil 

dt  dt  dt 

HT'  =  (j[T,  also  OH  =  q>  .{a  —  de  —  a  —  du)  ^  —  q>  {da  +  ds)  und 
(^ H  ^=  q>  2im  a  ,  de  ist,  wenn  de  den  imendlich  kleinen  Winkel  der  bei- 
den   Schmiegungsebenen    in    M   und    M'    bedeutet,    in    die    Componenten 

(da        dB\  d(S 
TT")  uod  9  sin  a  .  —- ,  erstere  in  der  Scbmiegungsebene  von  itf, 
dt         dtf  dt 

letztere  senkrecht  zu  ihr.  Demnach  ist    — -  =     -^  cos  a      +     — -  sin  a    , 

Ldt  J        Ldt  i    '    Ldt  J ' 

den   Componenten    —  9  ( TT  "I"  31)  ^s*  senkrecht  zu  9  und  bildet,   da  9 

\at    'dt/ 

gegen  üf  T  unter  dem  Winkel  a  geneigt   ist,    mit  der  Tangente  und  der 

Hauptnormalen  in  M  die  Winkel  \n  —  a  und  n  —  a  und  zerfällt  daher 

in  die  tangentielle  Componente  —  ^\-^ h  t')^^^^  ^^^  ^®  Componente 

\dt         dt/ 

längs  der  Hauptnormalen  9  ( -;—  +  — )  cos  a.     Demnach  hätten   wir  nach 

\dt         dt/ 

passender  Reduction  an  Componenten  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung 

längs  der  Tangente 

dw  da  .  dB   .  d(q>C09a)  de    .  dg>i  de 

— -  cos  a  —  9  —  sm  of  —  9  —  sm  «  = — 9  —  sm  a  =  — -  —  (Pnj-, 

dt  dt  dt  dt  dt  dt  dt 

und  längs  der  Hauptnormalen 

dg>   ,         .  da   .  de       d(9sina)   ,  dB       dcpn   ,        dB 

--sm«  +  „cos«-  +  9Cos«-  =  -^^-  +  ,pcos«^^  =  — +„,-, 

sowie    endlich   zur   Scbmiegungsebene  senkrecht,    also   parallel  der   Binor- 

de  do 

malen  oder  Krtimmungsaxe   9  sin  a  _  -  =  9 «  — - .      Wir    wollen     die    drei 

dt  dt 

Componenten  von  9^')  parallel  der  Tangente,  Hauptnormalen  und  Binor- 
malen mit  9/^\  9n^\  (Pb^^^  bezeichnen,  so  dass  wir  also  setzen: 


.i 
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(2)       ^9>t  de  ,,.        dq)n    ,         de  ,,)  da 

worin  (pt^   (pn   die   Bedeutung  der  Tangential-  und  Normalbeschleunigung 

erster  Ordnung  haben,  wie  früher.    Nun  sind  der  Krümmungshalbmesser  q 

ds  ds 

und  der  Schmiegungshalbmesser  r   einer   Curve:   ^  =  3-  ,  ♦"  *=  T"  1  daher 

dB  da 

ds 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  -r-  =  v: 

dt 

ds         V      da         V 
Tt^  '^'    dt  ~  V 

und  kann  die  vorstehenden  Formeln  auch  folgendermassen  schreiben: 

/jx        dg>t  V         dPv        i^ 


V  \q/    ,    vdv        1      \q  / 


dg>n  j^        V  \  q/        V  dv        1  "  \q  /  v  dv        v^  dg 

^  +  9<  —  —  —ff        ^'^'di'^'v     dt      ~      "^  57  ""  "^  ^ 


(2)  ^  ^ 

(Pb^^   ^=  (pn  =    — 

r         qr 

Der  Inhalt  dieser  Formeln,  welche  zuerst  von  Resal  (TraM  de  cind- 
matique  pure^  Chap.  F7,  p,  27 i)  in  etwas  anderer  Weise  als  hier  abgeleitet 
wurden,  kann  in  folgenden  Satz  gefasst  werden: 

Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  eines  Punktes  zer- 
fällt in  drei  Componenten,  parallel  der  Tangente,  der  Haupt- 
normalen und  der  Binormalen  der  Bahn  desselben.  Die  Tan- 
gentialcomponente  ist  der  Ueberschuss  der  zweiten  Derivirten 
der  Geschwindigkeit  über  den  Quotienten  des  Cubus  der  Ge- 
schwindigkeit durch  das  Quadrat  des  Krümmungshalbmessers; 
die  Normalcomponente  in  der  Schmiegungsebene  ist  der  Ueber- 
schuss des  dreifachen  Produktes  aus  dem  Quotienten  der  Ge- 
schwindigkeit durch  den  Krümmungshalbmesser  in  die  Tangen- 
tialbeschleunigung erster  Ordnung  über  das  Produkt  aus  dem 
Quotienten  vom  Cubus  der  Geschwindigkeit  durch  das  Quadrat 
des  Krümmungshalbmessers  in  das  Verhältniss  des  Differen- 
tials des  Krümmungshalbmessers  zum  Bogenelemente  der  Bahn; 
die  Binormalcomponente  endlich  ist  gleich  dem  Cubus  der  Ge- 
schwindigkeit, dividirt  durch  das  Produkt  aus  dem  Krümmungs- 
halbmesser und  dem  Schmiegungshalbmesser. 

Die  Formel   für  9/')  ist  bei  Bösal  unrichtig;  er  findet  eine  Summe 

statt  der  Differenz,  worauf  bereits  Somoff  (MSmoire  sur  le$  accileratums 

de  divers  ordres.    8t.  P^ter^XMrg^  1864^  in  den  M^  de  VAcad,  des  seien- 

86* 
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ces  de  St.  Pitersbourg^  VIP  Sdrie,  T.  VIII,  No.  5  oder  Theoret.  Mecha- 
nik,  übers,  von  Ziwet,  I,  p.  61)  aufmerksam  gemacht  hat.  Die  beiden 
ersten  Componenten  enthalten  den  Erümmnngshalbmesser  der  Bahn,  die 
dritte  ausser  diesem  auch  den  Schmiegungshalbmesser.  Für  ebene  Bahnen 
ist  9ft(*)  =0;  für  die  gleichförmige  Kreisbewegung  ist  g>J^^  =  0.  Damit 
ein  Punkt  eine  Curve  doppelter  Krümmung  beschreibe,  muss  die  Schmie- 
gungsebene  sich  continuirlich  ändern  und  da  die  Beschleunigung  in  sie 
hineinfällt,  auch  diese.  Damit  dies  eintrete,  muss  zu  der  Beschleunigung 
jeden  Augenblick  die  binormale,  unendlich  kleine  Beschleunigungscompo- 
nente  g>i,^^^dt  hinzutreten. 

1.  Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  Grösse  und  Richtung  constante 
Beschleunigung.    In  diesem  Falle  ist  yW  =  0,  tpf^  =  q}|f^  =  g?^*^  =  0.    Die 

Bedingung  q?^^^  =  0  liefert  die  Gleichung  ^  -^  =  jI  •  —  oäer,  da  d^  das  Bogen- 

ds        dt      p 

element  der  Evolute  ist  und  diese  Curve  mit  der  Bahn  gleichen  Contingenzwinkel 

ds  besitzt,  also  -r-  =        '        =  —  ist,    wenn   q^    den  Erfimmungshalbmesser  der 

Evolute  bezeichnet: 

p,       dv    r* 
^  Q    ^  dt' Q 

Der  bewegliche  Punkt  beschreibt  in  Folge   der  constanten  Beschleunigung  eine 

Parabel,  deren  Diameter  die  Richtni)g  der  Beschleunigung  besitzen.    Bildet  nun 

dv  f ' 

diese  mit  der  Normalen  der  Parabel  den  Winkel  d,  so  ist  -r;  ■■  qp  sin  d,  —  ==  g?  cos  d 

dt  Q 

und  erhält  man  mithin 

d.  h.  bei  jeder  Parabel  schneidet  der  durch  den  Curvenpunkt  laufende 
Durchmesser  auf  einem  im  Krümmungsmittelpunkte  auf  der  Norma- 
len errichteten  Perpendikel  von  dessen  Fusspunkte  aus  ein  Drittel 
des  Krümmungshalbmessers  der  Evolute  der  Parabel  ab. 

2.  Ein  Punkt  besitzt  eine  Beschleunigung,  welche  fortwährend 
nach  einem  festen  Centrum  C  gerichtet  und  dem  Abstände  von  die- 
sem proportional  ist,  welches  ist  seine  Beschleunigung  (pi^)  der 
zweiten  Ordnung? 

j^  ^'  Es  sei  (Fig.  218)  C  das  feste  Centrum,  MC  =  r,  M' C  ^ 
r  +  dr,  M^  =  qp  =■  « r,  M'  *'  =  g?  -f-  dqp  =  f  (r  +  dr). 
Zieht  man  durch  M'  die  Linie  M'^  geometrisch  gleich  9,  so 
stellt  ^^'  die  Eiern entarbeschleunigung  zweiter  Ordnung  9}(2)  dt 

dar  und  ist  9(2)  =  -jr- .    Das  Dreieck  M  ^<^    ist  aber  ahn- 

lieh  CMM\    Daher  ist  ^^'  parallel  der  Tangente  in  M.    Der 
bewegliche  Punkt  besitzt  daher  nur  tangentielle  Beschleunigung 
„.     ^  „  zweiter  Ordnung  und  zwar  liefern  dieselben  Dreiecke 

Flg.  218.  ° 

q}(*)  dt :  Br  ^^  ds  :  r, 
d.  h.  tpi^)  »  £17.    Man  hat  aUo,  da  q>^^  fftr  alle  ebenen  Bewegungen  NoU  ist: 
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qp(2)  =.  qp/2)  =  sv  ,  ^-^   =  -,  +  BV 

^  dv       V*  dg 
dt       Q    ds 
Der  Punkt   beschreibt  eine  Ellipse  um  C  als  Mittelpunkt;   wenn  Qi  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  Evolute  bedeutet,  so  wird  -^  =  ?i-  .     Ferner  ist  »,=«—. 

*  ds       Q  ^*       dt* 

qjn  =>  —  und  wenn  man  wieder  mit  d  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Normale 
9 

mit  dem  Diameter  des  Punktes  M  bildet,   so  hat  man  tg  d  »i  -%-  :  —  und  mit 

dt    Q 

Hülfe  dieser  Relation  ergibt  die  letzte  Gleichung 

welche  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  der  Ellipse  liefert,  ähnlich  wie 
bei  Nr.  1. 

Man  kann  von  der  vorliegenden  Aufgabe  zur  vorhergehenden  zurückgehen, 
wenn  man  r  ins  Unendliche  wachsen  und  e  Null  werden  lässt,  aber  so,  dass  er 
constant  bleibt.  Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  rückt  ins  Unendliche,  es  wird 
qp(2)  s=>  0  u.  s.  f. 

Kennt   man   überhaupt   für   irgend   eine  Bewegung  ffJ^K   ^o  kann  man  das 

Verhältniss  der  Krümmungshalbmesser  Q^  und  g  für  die  Evolute  der  Bahn  und  die 
Bahn  selbst  finden.  Es  ist  nämlich,  wenn  9  wie  oben  den  Winkel  bedeutet,  den 
die  Beschleunigung  tp  mit  der  Normalen  der  Bahn  bildet, 

mithin 

cotg  9, 

dt 

3.  Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  einem  festen  Centrum  F  (b.  Fig.  124) 
gerichtete^  dem  Quadrate  des  Abstandes  von  demselben  umgekehrt 
proportionale  Beschleunigung  erster  Ordnung,  welches  ist  seine 
Beschleunigung  zweiter  Ordnung? 

Nach  Cap.  VIII,  §.  2,  Nr.  2,  S.  315  ist  die  Beschleunigung  <p  =  -^*  2  aco  und 

also  der  Geschwindigkeit  2  am  des  Punktes  H  proportional  und  der  Richtung  nach 
um  \n  von  dieser  verschieden.  Daher  ist  die  gesuchte  Beschleunigung  q>{V  der 
zweiten  Ordnung  des  Punktes  M  proportional  der  Beschleunigung  des  Punk- 
tes IT,  gleichfalls  um  \n  umgedreht.  Der  Punkt  H  ist  ein  Punkt  eines  Systems, 
welches  um  F  rotirt  und  in  welchem  M  eine  relative  Bewegung  längs  des  Radius- 
vectors  FM  besitzt.  Der  Punkt  JS  besitzt  daher  eine  Tangentialbeschleunigung 
senkrecht  zu  MF  und  eine  Normalbeschleunigung  längs  MF,  Um  die  erstere  zu 
bestimmen,  müssen  wir  die  Winkelbeschleunigung  des  Systems  mit  2a  multipli- 
ciren,  die  Normalbeschleunigung  ist  2o)*a.  Um  aber  die  Winkelbeschleunigung 
des  Systems  zu  finden,  dividiren  wir  die  Componente  des  mit  M  zusammenfallen- 
den Systempunktes ,  welche  senkrecht  zu  MF  ist,  durch  r.  Nun  besteht  die  ge- 
sammte  Beschleunigung  dieses  Systempunktes  aus  der  absoluten  Beschleunigung 
von  M  und  dessen  relatirer  Beschleonigiuig  im  entgegengetetiten  Sinne  genom- 
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men  nebst  der  zusammengesetzten  Centrifiigalbeschleunigung.  Die  beiden  ersteren 
sind  längs  MF  gerichtet  und  liefern  also  keinen  Beitrag  zu  der  hier  gesuchten 
Grösse,  die  letztere  aber  ist  2a>  .  t;^,  senkrecht  zu  MF  und  entgegengesetzt  ge- 
richtet mit  der  Geschwindigkeit  cor.  Die  relative  Geschwindigkeit  v^  von  M  er- 
gibt sich  mit  Hülfe  des  Dreiecks  MM'  Q^  nämlich 

wenn  ^  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Normale  in  M  mit  dem  Radiusvector  MF 
bildet.  Da  nun  MQ  =»  rmdt  ist,  so  wird  v^  ==:  cur  ig  ß  und  folglich  die  zusam- 
mengesetzte Centrifugalbeschleunigung  ica^r  ig  ß.  Sie  liefert  daher  für  die  Win- 
kelbeschleunigung des  Systems  2(o*  ig  ß  und  hiermit  die  Tangentialbeschleunigung 
yon  H  gleich  4a)*a  tg  ^.  Die  Beschleunigung  <p(>)  zweiter  Ordnung  des  Punktes 
M  hat  demnach  die  Componenten  längs  des  Radiusvectors  FM  und  senkrecht 
dazu  im  entgegengesetzten  Sinne  von  cor,  gleich 

.  ac  ,    ^       ,      2  ac    , 

Indem  wir  die  Projectionssumme  dieser  Componenten  füi^  die  Tangente  und  Nor- 
male von  M  bilden,  erhalten  wir 

9)/a)  =  4ptgPsinp.a»«-2pCOsp.coS    y^W  «  -  6y,  sin  ^  .  «•,    9,W  =  0. 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  v^  eine 
Schraubenlinie  auf  einer  beliebigen  Cylinderfläche,  welches  sind 
die  Componenten  seiner  Beschleunigung  zweiter  Ordnung? 

Da  V  constant  ist,  so  erhält  man 

Ist  nun  ds^  das  Bogenelement  und  q^  der  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Er- 
zeugungslinien senkrechten  ebenen  Cylinderschnittes  und  ß  der  Neigungswinkel 
der  Schraubenlinie  gegen  die  Erzeugungslinie,  so  wird 


r=--^—P B*),    ^?  =  -r^,    ds 


"^       8in»p'  sinpcosp  ''       "^       sin*  p '  sin  ß 

da       sin  p    ds^       sin  ß    Qq^ 

wenn  q^  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  jenes  Cylinderschnitts  bedeutet. 
Hierdurch  gelangt  man  zu  den  Formeln 

9"/*^  -  -  7^  •  Bin^  <» .    ».(*)=-  ^  •  ?.  8in»  ß,    vT  =  ^  •  sin«  <J  cos  <J . 

XO  VO  KO 

Die  Grösse  Vq  sin  ß  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Projection  des 
beweglichen  Punktes  auf  dem  Cy linderschnitt  bewegt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  w^y 
80  gehen  die  Formeln  über  in 


q,^(2)  =>  —  _  Bin  p,    9^^'  .=  —  —  ^, ,     9^  =-  — 5  cos  ß 
ro  vo  Vo 


*)  S.  meine  ^Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  KrOmmung*',  S.  88. 
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tr«»       ,       tr® 


und  sind °j  und  ~  -^  die  Werthe  von  qp/*),  9,,^*),  welche  der  Projections- 

bewegung  in  dem  Cylindcrschnitt  entsprechen. 

Ist  der  Cylinder  ein  Kreiscy linder,  so  ist  ^,  =  0,  also  9^(2)  ==  0. 

§.  3.  Für  ebene  Curven  besteht  zwischen  der  Normalcomponenten 
a>A^'^  d^]^  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  und  der  Schmiegungsparabel, 
d.  h.  der  Parabel,  welche  die  Curve  vierpunktig  berührt,  ein  inniger  Zu- 
sammenhang. Wie  sich  §.  2.,  No.  1.  ergab,  bildet  bei  jeder  Parabel  der 
Diameter  mit  der  Normalen  seines  Endpunktes  einen  Winkel  d,  dessen 
Tangente  gleich  dem  dritten  Theile  des  Verhältnisses  vom  Krümmungs- 
halbmesser der  Parabelevolute  zum  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  ist. 
Die  Schmiegungsparabel  hat  nun  mit  der  Curve  zwei  aufeinanderfolgende 
Krümmungskreise,  mithin  auch  zwei  aufeinanderfolgende  Krümmungsmittel- 
punkte und  hat  also  ihre  Evolute  zwei  Punkte  oder  ein  Bogenelement  mit 
der  Evolute  jener  gemein.  Da  eine  Curve  und  ihre  Evolute  gleichen  Con- 
tingenzwinkel  besitzen,  so  haben  die  Evolute  der  Sclimiegungsparabel  und 
der  Curve  auch  gleichen  Krümmungshalbmesser  q^.  Daher  bildet  der  Dia- 
meter der  Schmiegungsparabel  mit  der  Normalen  der  Curve,    welcher  sie 

sich  anschmiegt,  einen  Winkel  d,  für  welchen  tg  d  =  -J^  —    ist.     Es    gibt, 

nebenbei  bemerkt,  eine  ganze  Schaar  Kegelschnitte,  welche  von  derselben 
Parabel  in  demselben  Punkte  vierpunktig  berührt  werden,  weil  ein  Kegel- 
schnitt erst  durch  fünf  Punkte  bestimmt  ist.  Nach  §.  2.,  No.  2.  besteht 
die  Gleichung  für  d  auch  für  Ellipsen  und  Hyperbeln,  wenn  d  von  dem 
Durchmesser  mit  der  Normalen  gebildet  wird.  Daher  ist  für  alle  Kegel- 
schnitte der  Schaar,  welche  von  einer  Parabel  vierpunktig  berührt  werden, 
der  Diameter  des  Berührungspunktes  gemeinschaftlich  und  liegen  also  die 
Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte  in  gerader  Linie,  nämlich  auf  ihm. 
Nun  haben  wir,  wenn  ß  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Beschleunigung 
der  ebenen  Bewegung  irgend  eines  Punktes  mit  der  Normalen  seiner  Bahn 
bildet, 

v^  dv  p, 

9>H  =  -,    9>i=  T.  =  9>nigßy    tgä  =  i- 
Q  at  Q 


J3  ö 

und    wenn    man    diese    Werthe    in    die    Formel    m^<*)  =  3  —  -; -5  -- 

Q     dt  Q^  Q 

einführt,  ergibt  sich 


i/^      COS  j3  .  cos  d 

Die  Richtung  der  Beschleunigung  9  bestimmt  nun  in  dem  Krümmungs- 
kreise  und  in  der  Schmiegungsparabel  zwei  Sehnen,  c,  c  (Fig.  219)  dorch 
welche  sich   die   rechte  Seite  dieser  Gleichung   umgestalten  läset.    Für  c 
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fanden  wir  bereits  Cap.  VIU,    §.  7  die  Gleichung  t?*  =  ^  c^);  für  c   wol- 
len wir  jetzt  die  betreffende  Relation  suchen.    Da  die  Diameter  der  Schmie- 

gungsparabel  mit  der  Noimalen  den  Win- 
kel d  bilden,  so  ist  die  Gleichung  dersel- 
ben in  Bezug  auf  den  Diameter  und  die 
Tangente  des  Punktes  M  als  Coordinaten- 
axen  y^  =  2^  cos  d  .  x  (s.  Salmon,  anal 
Geometrie  der  Kegelschnitte,  deutsch  v. 
Fiedler,  p.  280)  und  liefert  die  Figur  weiter 
die  Relationen 

c   cos  d  X  cos  /5 

7~8in(i3  — (J)'    7  "  sin  (13 -d)' 

also,    wenn  man  hieraus  x  entnimmt  und  in  die  Parabelgleichung  einführt 


Fig.  S19. 


wodurch 


cos  i  cos  j3 

y  =  '^-8b:(r-"T)' 

, cos*  d  cos  /3 


wird. 


Hiermit  ergibt  sich  nun  für  9„^*^ : 


(fn 


(a)  = 


S(p 


=  S  <p 


y^  c  cos  ß 
oder  mit  Hülfe  von  v^  =  ^  cq)^  ^9«  =  *'*: 


Vf^- 


9>n 


(2)  =  _:!.''_ 


V 


Q  ycc 


d.  h.  die  Normalcomponento  der  Beschleunigung  zweiter  Ord- 
nuug  der  ebenen  Bewegung  eines  Punktes  ist  der  sechsfache 
Cubus  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  Krümmungshalb- 
messer und  das  geometrische  Mittel  aus  den  Sehnen,  welche  die 
Richtung  der  Beschleunigung  im  Krümmungskreise  und  aer 
Bchmiegungsparabel  bestimmt. 

Den  in  der  vorstehenden  Untersuchung  vorkommenden  Diameter  der 
Schmiegungsparabel  nennt  Abel  Transon  (Liotwülc,  Journal  de  nuithchmii, 
T,  VI.)  die  Deviationsaxe.  Da  nämlich  die  Normale  die  mit  der  Tangente 
parallelen  Sehnen  des  Krümmungskreises,  jener  Diameter  aber  die  der 
Tangente  gleichfalls  parallelen  Sehnen  der  Schmiegungsparabel  halbii*t,  so 
gibt  die  Tangente  des  Winkels  6  ein  Mass  für  die  Abweichung  des  Cur- 
venpunktes  von  der  Schmiegungsparabel  an,  wenn  diese  Abweichung  auf 
einer  der  Tangente  parallelen  und  ihr  unendlich  nahen  Geraden  ge- 
schätzt wird. 


§.  4.    Für  eine  geradlinige  Bewegung  reducirt  sich  g>^^^  auf  9/*)  =  -  ^ 
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Ueber  die  Schmiegungsparabel  vgl.  meine  Abhandlung  „üeber  die  Be- 
rührung ebener  Curven  mit  der  Parabel"  (Schlömilch's  Zeitschr.  f.  Mathem. 
und  Physik  B.  II,  p.  68). 

fv 
~dt' 
Projicirt  man  daher  eine  Bewegung  auf  eine  Axe,   etwa  die  a;-Axe  eines 

Coordinatensystems,  so  wird  -  „    die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  q>J^^^ 

dir 

der   Projectionsbewegung   darstellen.     Zugleich    ersieht   man,    dass  sie  die 

Projection  der  Beschleunigung  q>^^^  der   Hauptbewegung  auf  diese  Axe  ist. 

Denn  das  Dreieck  OM'Qf  (Fig.  217)  liefert  in  der  Projection  für  <P<P'  das 

Differential  dq>x'    Bildet  also   (Z>(Z>'  mit  der  Projectionsaxe   den  Winkel  a, 

so  hat  man 

dfpx  =  <^<P' .  cos  cf ,     -^  =  9x^^^  =  — —  .  cos  cf  =  9^^^ .  cos  a . 

Projicirt  man  daher  die  Bewegung  auf  drei  rechtwinklige  oder  schiefe  Coor- 
dinatenaxen,  so  erhält  man 

de     ^"  '    de     ^^  'de    ^* 

als  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  9x^^\  9^y^*\  9*^*^  *1ö  Functionen  von 
^  ^>  Vy  ^y  ^x>  ^yy  ^ zy  9«,  9>i/y  9>z  gcgcbcn  sind.  Ihre  Integration  führt 
neun  Constanten  ein,  welche  durch  die  Anfangslage;  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit und  die  Anfangsbeschleunigung  bestimmt  werden. 

§.  5.  £in  Punkt  beschreibe  eine  Cui*ve  und  befinde  sich  zur  Zeit  t 
in  My  zur  Zeit  ^  +  r  in  M',  Von  irgend  einem  festen  Punkte  0  ziehen 
yvir  OM  =  r,  OM'  =  r.  Dann  stellt  die  Sehne  MM'  =  a  die  geometrische 
Differenz  von  r  dar  und  kann  dieselbe  durch  die  Geschwindigkeit  v  und  die 
Beschleunigungen  g>^^\  g>^*\  , , .  der  verschiedenen  Ordnungen  dargestellt 
werden.  Ist  nämlich  x  die  Projection  von  r  auf  irgend  eine  Axe,  Jx  die 
Projection  der  Sehne  a  auf  dieselbe,  so  hat  man  nach  dem  Taylor  sehen 
Satze,  da  r  und  x  Functionen  von  t  sind 

dx        ,     1    d^x     9    ,     1    d^x     «    ,  ,1    d'*x     ^    ,    _, 

di    ^  ^\de     ^ V.  de     ^     ^  n\dr     ^ 

wo  1{  das  Ilostglied  der  Reihe  bedeutet  Da  Jx  =  a  cos  (ax)  und  offenbar 
für  alle  Ordnungen  der  Beschleunigung 

— -  s=:  g>('»--J)  COS  ((p^'^-^^x) 

ist,  so  erhält  man 
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a  cos  (ax)  =  t;  cos  (vx)  .  t  -| g>^^^  cos  {g>^^^x) .  t*  +  * ' ' 

+  —  y^"""'^  cos  (^(»-^^a?)  .  T*  +  -K. 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  für  alle  Richtungen  der  Projectionsaxe  gelten 
muss,  erhellt,  dass  sich  ein  Polygon  MAAiA2-..An—iAn^i  constmiren 
lässt,  dessen  Seiten 

die  lUchtangen  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigungen  der  ver- 
schiedenen Ordnungen  haben,  so  dass  die  Sehne  ö  die  geometrische  Summe 
der  Seiten  derselben  wird,  nämlich 

wo    (l>  =  7—-^    löt. 

COS   {0X) 

Genügt  nun  die  Function  x  von  t  den  Bedingungen  der  Entwickelbar- 
keit  in  eine  Reihe,  so  wird  lina  R  =  0  und  in  Folge  dessen  auch  lim  <Z>  ==  0 
und  ergibt  sich  aus  der  unendlichen  Reihe 

M  =  [vr]  +  [|,  9<"t*]  +  [|j  v'^'t^*]  +  •  •  •   , 

dass  die  Bewegung  des  Punktes  M  während  der  Zeit  von  ^  bis  <  +  t  als 
die  Resultante  von  unendlich  vielen  geradlinigen  Bewegungen  von  den  Rich- 
tungen der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen 
angesehen  werden  darf,  deren  Wege  durch  die  Glieder  vr,  ^9^'^r*,  ^9^^*^^»  ••• 
angegeben  werden.  Die  erste  Bewegung  längs  der  Tangente  der  Bahn  ist 
eine  gleichförmige  mit  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M  zur  Zeit  t^ 
die  zweite  eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung  von  der  Beschleunigung 
erster  Ordnung  g>^^\  u.  s.  f.,  die  n^  Bewegung  hängt  von  der  Beschleunigung 
^(«— 1)  ab  und  ihr  Weg  ist  proportional  t". 

Vgl.  Mob  ins,  über  die  phoronomische  Deutung  des  Taylor'schen  Theo- 
rems (Grelle,  Journ.  B.  36,  p.  91);  Somoff,  theoret.  Mechanik  I,  p.  64. 

§.  6.  Setzen  wir  r  unendlichklein  und  schreiben  die  Formel  des  vorigen 
Paragraphen  für  die  Bewegimg  des  Punktes  M 

[/]  =  [r]  +  [t;t]  +  [i9.(»t*]  +  [i9,(«)r»]  +  . . . 
sowie  für  die  Bewegung  eines  andern  Punktes,  welcher  zur  Zeit  t  mit  M 
zusammentrifft,  wofür  aber  r,  9^*^ ,  9^*) , . . .  andere  Functionen,  etwa  v^ ,  g>^^^ ,  (p^^\ , . . 
sind,  so  hat  man  ebenso 

[n]  =  M  +  Kr]  +  [i  ,,<,*)»«]  + [i9,<»)t»J +  ••  • 

und  folglich,  wenn  man  beide  Gleichungen  von  einander  abzieht, 

[r'J  -  [r'r]  =  [(.;  -  v,)x]  +  i  [ig,W  -  y<t))^J  +  ^  [(y(«)  _  y(«))r»]  +  •  •  • 
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Aus  dieser  Gleichung  kann  man  für  die  Uebereinstimmung  zweier  Be- 
wegungen ähnliche  Schlüsse  ziehen,  wie  aus  der  analog  gebildeten  Gleichung 
der  analytischen  Geometrie  für  die  mehr  oder  weniger  innige  Berührung 
zweier  Curven.  Ist  blos  [v]  =  [i\]  zur  Zeit  t,  so  stimmen  beide  Bewegungen 
blos  in  der  Geschwindigkeit  überein  und  kann  man  sagen,  dass  ihre  Ueber- 
einstimmung eine  solche  1.  Ordnung  sei.  Ist  ausserdem  auch  [g>^^^]  =  [^i^^]) 
d.  h.  sind  auch  die  Beschleunigungen  beider  zur  Zeit  t  dieselben,  so  findet 
eine  Uebereinstimmung  2.  Ordnung  statt  u.  s.  w.  Ist  die  zweite  Bewegung 
von  einer  Anzahl  unbestimmter  Constanten  abhängig,  so  können  diese  so 
bestimmt  werden,  dass  diese  Bewegung  mit  einer  gegebenen  Bewegung  in 
eine  Uebereinstimmung  trete,  deren  Ordnung  um  eine  Einheit  niedriger  ist, 
als  die  Anzahl  der  Constanten.  Für  die  Untersuchung  einer  Bewegung  kann 
es  von  Interesse  sein,  ihr  eine  andere  zu  substituiren,  welche  mit  ihr  bis 
zu  einer  gegebenen  Ordnung  übereinstimmt.  Eine  Bewegung,  welche  mit 
einer  gegebenen  Bewegung  zur  Zeit  t  blos  in  der  Geschwindigkeit  überein- 
stimmt, wird  sich  zu  ihr  ähnlich  verhalten,  wie  die  Tangente  einer  Curve 
zur  Curve  selbst.  Eine  Bewegung,  welche  mit  einer  andern  die  Geschwindig- 
keit und  die  Beschleunigung  zur  Zeit  t  gemein  hat,  wird  dieser  gegenüber 
dieselbe  Bolle  spielen,  wie  der  Krümmungskreis  der  Curve  gegenüber. 

Diese  Andeutimgen  lassen  sich  auch  für  die  Beziehungen  der  Bewegungen 
zweier  Systeme  verwerthen.  Die  hier  ausgesprochenen  Ideen  der  Ueber- 
einstimmung der  Bewegungen  zweier  Punkte,  rühren  von  Lagrange  her  und 
sind  zuerst  von  A.  Comte  entwickelt  worden  (Cours  de  philosophie  positive, 
Paris  1864,  VoL  L,  p.  472).  Vgl.  auch  P adele tti,  Sülle  relazioni  tra  cine- 
matica  e  meccanica  (Battaglini,  Giomale  di  Matematica,  Vol.  XIV  (1876), 
p.  203). 

§.  7.  In  Bezug  auf  die  Beschleunigungen  der  Systempunkte  eines  un- 
veränderlichen, in  Bewegung  begriffenen  Systems,  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  ebenen  Bewegung.  Nach  Cap.  XIII,  §.  5  hat  die  Be- 
schleunigung g>  erster  Ordnung  für  die  ebene  Bewegungeines  Systempunktes  M 

zur  Zeit  t  zwei  Componenten,  eine  centri- 
petale,  nach  dem  Beschleunigungsmittel- 
punkt G  (Fig.  220)  gerichtete  (o*p  und  eine 
zu  dieser  senkrechte  a/p,  bei  positiven  m 
dem  Sinne  von  a  folgende,  wo  p  den  Ab- 
stand MG  bezeichnet.  Zur  Zeit  t  -f-  di  sei 
M'  die  Lage  des  Systempunktes  und  G'  der 
dieser  Zeit  entsprechende  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen;  dann  werden 
(üo*  +  d .  CD*)  (jp  -j-  dp)  und  (©'  +  dm)  {p  -j-  dp)  die  betreffenden  Compo- 
nenten der  Besohlennigung  sein,  erstere  längs  M'G'  gerichtet,  letztere  senk- 
recht zu  M'G'.    Die  geometrischen  Differentialien 
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[(co^  +  el .  CO*)  (i?  +  dp)]  ~  [co^jp]     und     [(w'  +  da/)  (p  +  dp)]  —  [ap] 

stellen  die  Componenten  der  Elementarbeschleonigung  g>^^^dt  zweiter  Ord- 
nung und  durch  dt  dividirt,  die  Componenten  der  Beschleunigung  q>^^^  selbst 
dar.  Um  die  erste  derselben  zu  reduciren,  zerlegen  wir  (co*  4"  d,(o^)  {p-^dp) 
nach  den  Richtungen  M'M,  MG,  GG' .  Diese  Zerlegung  erfolgt  mit  Hülfe 
einer  dem  Viereck  M'MGG'  ähnlichen  Figur  und  liefert 

=  [(ö)*  +  d  .  ö)«)  .  M'M]  +  [(ö)«  +  d  .  CO»)  .  MG]  +  [(a>2  +  el .  a>*)  .  GG']. 

Setzt  man  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Beschleunigungsmittelpunktes  G 
gleich u^, nämlich  GG' :  dt  =  Ui  und  bedenkt, dass  MM'  =  (7i(f. ood^ »==  rmdt 
ist,  wo  C7  das  Momentancentrum  bedeutet,  so  ergibt  sich  für  das-  geome- 
trische Differential  der  Centripetalbeschleunigung 

—  [(o^rdt]  +  [pd .  co^]  +  [(o^u^dt] 

und  hat  also  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  die  drei  von  der  Aendenmg 
der  Centripetalbeschleunigung  herrührenden  Componenten 

{(o^Jp  in  der  Richtung  von  p  und  von  dem  Sinne  MG, 
(o^Ui  nach  Richtung  und  Sinn   mit   der  Wechselgeschwindigkeit  des  Be- 
schleunigungsmittelpunktes G  übereinstimmend  und 
cD^r  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  M,  aber  von  ent- 
gegengesetztem Sinne  mit  ihr. 
In  gleicher  Weise  behandeln  wir  das  geometrische  Differential  der  zu 
p  senkrechten  Beschleunigungscomponente  ap.    Wir  zerlegen 

(oi'  +  d(o')  (p  +  dp) 

nach  dreien  zu  M'Mj  MG,  GG'  senkrechten  Richtungen  mit  Hülfe  eines 
dem  Viereck  M'MGG'  ähnlichen  Vierecks.    Es  ist  dann  , 

[(oi'  +  doi')  (p  +  dp)\ 
=  [(oi'  -f  da}')  .  M'M]  -f  [((o'  +  dm)  .  MG]  +  [(w  +  d(o')GG'] 

und  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Bemerkungen  für  das  gesuchte 
geometrische  Differential 

[oiw'rd/J  +  \dcai'  -  p]  +  [(o'uidt] 

und  folgen  als  Componenten  von  g>^^\  entspringend  aus  (ap: 

(o"p  senkrecht  zu  MG,  bei  positivem  cd"  harmonirend  mit  w 
(o'u^  normal  zur  Curve  (G)  der  Beschleunigungsmittelpunkte  und 
oioi'r  längs  MC,  C  zugewandt. 

Die  Beschleunigung  g>^^^  zweiter  Ordnung  jenesSystempunktes 
hat  daher  die  6  Componenten:  1)  Die  centripetale  (co^/jp,  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  gerichtet  und 
ihm  zugewandt,   2)  die  zu  ihr  senkrechte  o/'p^  bei  positivem  m" 
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mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  barmonirend,  3)  die  Compo- 
nente  o'ti^  nacb  Ricbtung  und  Sinn  übereinstimmend  mit  der  Wech- 
selgescbwindigkeit  u^  des  Beschleunigungsmittelpunktes  &,  4) 
die  zu  ihr  senkrechte  w'w^  von  der  Richtung  der  Normalen  der 
Curve  der  Mittelpunkte  G,  5)  die  Componente  oi'r  von  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit,  aber  von  entgegengesetztem  Sinn  und 
6)  die  zu  ihr  senkrechte  Componente  oQiV,  nach  dem  Mittelpunkte 
C  der  Geschwindigkeiten  hin  gerichtet. 

Die.  Componenten  3)  und  4)  sind  allen  Systempunkten  gemeinschaftlich 

und  liefern  eine  Resultante  w^  Yto*  +  "'*;  welche  gegen  die  Tangente  der 
Curve  (G)  unter  dem  Winkel  X  geneigt  ist,  wofür  tg  X  =  «'  :  «* ;  die  Com- 

ponenten  1)  und  2)  geben  eine  Resultante  pyAtai^a^  +  w"*,  proportional  jp 
und  unter  constantem  Winkel  A^^)  gegen  den  Stral  p  geneigt,  wofür 
ig  xi^)  s=  cö":  (co*)'  ist;  die  beiden  Componenten  5)  und  6)  endlich  lassen  sich 

zu  einer  Resultante  reo y CO*  +  ^'*  zusammensetzen,  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit und  gegen  r  unter  dem  Winkel  X  geneigt,  aber  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  mit  der  Beschleunigungscomponente  r  j/co*  +  ®'^  (Cap.  XIII, 
§.  3)  in  Bezug  auf  r. 

§.  8.  Beziehen  wir  den  Systempunkt  M  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  a;,y,  dessen  ^-Axe   die  Richtung  von  Uj,  dessen  ^-Aze  senkrecht  dazu  ist, 

beide  positiv  genommen  im  Sinne  von  m,  und  Uj  -^  und  bezeichnen  wir  die  Coor- 

dinaten  des  Momentancentrams  C  in  Bezug  auf  dieses  System  mit  a;, ,  i/| ,  so  sind 

die  RichtungscosinuBse  der  sechs  Componenten  von  9^^^  gegen  die  Axen  der  Reibe 
nach  —  x:py  —yip  für  die  centripetale,  y  :  p,  —  x:p  für  die  zu  ihr  senkrechte; 
1,0  für  a>*tt,  und  0,  1  für  w'uj   sowie  —  (y  —  y,)  :  r,  {x  —  arj  :  r  für  ca^r  und 

—  {x  —  x^):r,  —  (y  —  J/i) : f  für  ano'r  und  daher  die  Componenten  X,  Y  von  tp^^^ 
parallel  diesen  Axen: 

X  =  —  3(0(0  X  4-  (w"  —  (»*)y  -|-  (0(o'xi  -|-  aj*y,  -f-  w'u, 
y  =  —  (eo"  —  (o^)x  —  Stoo/y  —  co^ar,  -f-  (o(oy^  -f-  w'Uj  . 

Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigungscomponentcn  zweiter  Ordnung  parallel 
der  Tangente  und  Normale  der  Curve  iß)  der  Beschleunigungsmittelpnnkte  ver- 
schwinden, liegen  auf  den  beiden  Geraden 

0  =  —  Z(0(o'x  -|-  («"  —  iö*)y  +  (oto'x^  +  (ö'yi  -|-  «)*«i 
0  =s  —  (»"  —  (o^x  —  3(0(o  y  —  a'a?i  -\-  (otaiy^  -|-  w'm,  , 

welche  aufeinander  senkrecht  stehen.  Es  ergibt  sich  hieraus  die  Existenz  eines 
Beschleunigungscentroms  6^,  der  zweiten  Ordnung,  deesen  Coordinaten  ^,,  y,  diesen 
Gleichungen  zugleich  genügen.  Setzt  man  dieselben  in  diese  Gleichungen  ein  und 
addirt  sie  zu  den  Ausdrücken  fürX,  Y,  so  ergeben  sich  diese  Grössen  unter  der 
einfacheren  Form 

X  =  -  3a>w"£  +  (q>"  —  (0^)71 
wo  {  »  j;  —  rr, ,  n^my  —  y^  die  Coordinaten  von  M  in  Bezug  auf  ein  dem  System 
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{xy)  paralleles  Coordinatensyatem  (I17)  in  G^  sind.  Wenn  man  die  Entfernung  des 
Systempunktes  M  von  G^  mit  p^  bezeichnet,  so  werden  die  NeignngscosinuBse  der 
Linie  MG^  und  der  auf  ihr  senkrechten  Geraden,  letztere  dem  Sinne  nach  mit  tu 
harmonirend  genommen:  —  5  :  P»,  —  ^  •  P«;  ^  •  P2 1  —  I  •  A  ^m*<^  s"^*^  daher 
—  3o)Q)'£  und  —  3  00  09' 17  die  Componenten  einer  von  M  nach  G^  gerichteten  Be- 

Bchleunigungscomponente   zweiter  Ordnung  Soxa'p,  =  Sp,  --4v—  >  sowie  (a>"—  i»')i2 

und  —  (o"  — 0)^5  die  einer  anderen,  zu  MG^  senkrechten  Componenten  pj(a>"— 10*), 
Daher  der  Satz:  * 

Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  eines  Systempunktes 
im  unveränderlichen,  in  der  Ebene  sich  bewegenden  ebenen  System 
zerfällt  in  jedem  Momente  in  zwei  Componenten,  von  denen  die 
eine  nach  dem  Beschleunigungscentrum  G^  der  zweiten  Ordnung 
hin  gerichtet,  die  andere  aber  zu  ihr  senkrecht  ist  und  bei  po- 
sitivem Cd"  dem  Sinne  nach  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des 
Systems  harmonirt.  Beide  sind  dem  Abstände  des  Punktes  von  &g 
proportional  und  werden  erhalten^  die  eine,  indem  man  diesen 
Abstand  mit  der  dreifachen  Derivirten  des  halben  Quadrates  der 
Winkelgeschwindigkeit,  die  andere,  indem  man  ihn  mit  dem  üeber- 
schusse  der  zweiten  Derivirten  der  Winkelgeschwindigkeit  über 
den  Cubus  derselben  multiplicirt.  Die  Beschleunigung  der  zweiten 
Ordnung  selbst  ist  jenem  Abstände  gleichfalls  proportional,  also 
auf  concentrischen  Kreisen  um  das  Beschleunigungscentrum  der 
zweiten  Ordnung  constant  und  unter  constantem  Winkel  gegen 
dieRadiendieser  Kr  eise  geneigt,  dessen  Tangente  (o" — c)'):3cö'w"ist. 

Ist  die  Wiekelgeschwindigkeit  des  Systems  constant;  so  reducirt  sich 
die  Gesammtbeschleunigung  zweiter  Ordnung  auf  — p^^^ ,  senkrecht  zum 
Abstände  MG^  und  dem  Sinne  von  01  entgegengesetzt. 

§.  9.  Um  die  Normal-  und  Tangentialcomponente  q>^^^ ,  (pf^  der  Be- 
schleunigung 9>(^^  zweiter  Ordnung  eines  Systempunktes  3f($,  i^)  zu  bilden, 
seien  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  des  Beschleunigungsmittelponktes 
G^  des  vorigen  Paragraphen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  C  der  Ge- 
schwindigkeiten Iq,  tiq.  Dann  sind  (|  —  ^)  •  **»  (^  —  ''?o)*"  ^®  Richtungs- 
cosinusse der  Normalen  CM  und  (ij  —  ^0)  •  **  >  —  (^  —  ^0)  •  *"  ^^®  ^^^  '^*"^" 
gente  der  Bahn  des  Systempunktes  und  erhält  man 

•    r,,«  =  X{i  -  g  +  r(,,  -  %)  =  -  3öa»'(S*  +  n*) 

,•,,(*)  =  x{n  -  n,)  -  r(|  -  lo)  =  K  -  «»)  (I«  +  n')  ^ 

—  \{ia"  —  fi)')|o  —  3(01»' %]l  —  [(«"  —  «O'Jo  +  3we()'lo]»j . 

Die  Systempunkte,  deren  NormalbeschleanigaDg  2.  Ordnung  verschwindet, 
liegen  daher  auf  dem  Kreise 


Ml 


Punktes  Gj  so  darthun,  dass  man   die  Ausdrücke  für  3-3 ,  --|   gleich  Null 
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Die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  2.  Ordnung  Null  ist,  auf 
dem  weiteren  Kreise: 

v9    ,      9        fv  3(00)'        "l  .        r       ,       Scöco'     .  "I 

Beide  Kreise  enthalten  den  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten.  Sie  ent- 
halten auch  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  den  Ur- 
sprung des  Coordinatensystems. 

§.  10.  Man  kann  ganz  in  derselben  Weise,  wie  früher  für  die  Be- 
schleunigung 1.  Ordnung  geschah,  die  vorstehenden  Untersuchungen  voll- 
ständig analytisch  einkleiden  und  die  Existenz   des  Beschleunigungsmittel- 

'd?'  Ti 

setzt,  wodurch  man  zur  Bestimmung  dieses  Punktes  zwei  lineare  Gleichungen 
erhält. 

Die  vorstehenden  Lehren  können  in  ähnlicher  Weise  zur  Bestimmung 
des  Krümmungshalbmessers  der  Evoluten  ebener  Curven  dienen,  wie  die 
Lehren  des  Cap.  Xm.  zur  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  der 
Bahnen  der  Systempunkte  führten. 

§,  11.  Wir  bestimmen  jetzt  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  9^*^ 
eines  Systempunktes  für  die  sphärische  Bewegung.    Die  Beschleunigung  9 

der  ersten  Ordnung  des  Systempunktes  M 
/nr|  /  zur  Zeit  t  hat  zwei  Componenten,  die  cen- 

tripetale  co^r  in  der  Richtung  von  3lP=r 

(Fig.  221)   senkrecht  zur  Momentanaxe  c 

p'r    I   - '/        \yM^^y'A     und  die  von  der  Winkelbeschleunigung  a 

j    r   ^        ^^^Jk^  herrührende  ar',  senkrecht  zur  Ebene,  welche 

I  /  /  4'^"  ^®^  Punkt  M  mit  der  Axe  h  der  Winkel- 

'^ ■''.',!/   :^^  bescbleunigung  verbindet  (Cap.  XIV,  §.  2), 

i/  *^'        /  so  dass  also 

*'**•  *^*'  ist,  wo  r   den  Abstand  MQ  von  der  Axe  h 

bedeutet.  Ebenso  ist  zur  Zeit  <  +  d^,  zu  welcher  der  bewegliche  Punkt 
sich  in  M'  befindet^  seine  Beschleunigung 

W]  -  [(«*  +  d . «»»)  (r  +  dr)]  +  [(«  +  d»)  (/  +  dr')]  , 

WO  r  -{-  dr  ^^  M'F^  und  /  +  ^^'  *=*  ^'  Q'  die  Abstände  des  Punktes  M' 
von  den  folgenden  Axen  cU  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Winkel- 
beschleunigung bezeichnen.    Das  geometrische  Differential   von  9  oder  die 
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Elementarbeschleunigung  zweiter  Ordnung  (p^^'^dt  des  Punktes  M  ist  hiemach 
die  geometrische  Summe  der  beiden  geometrischen  Differentialien 

[(«'  +  d  .  co^)  (r  +  dr)]  -  [a)V] ,     [(«  +  da)  {/  +  d/)]  -  [ar] , 
welche  wir  einzeln  bestimmen  wollen. 

Um  das  ans  der  Centripetalbeschleunigung  herrührende  Differential  zu 
reduciren,  zerlegen  wir  (cd*  -f-  d  .  co^)  (r  +  dr)  nach  den  Seiten  des  Vierecks 
M'MPF'  und  erhalten 

[((0^  +  d  .  ü)*)  (r  +  dr)] 
=  [(««  +  d  .  (i)«).3f'J£]  +  [((0«  +  d  .  ««)  .  itfP]  +  [(ü)2  +  rf  .  ö«)  .PP']. 

Daher  ist  der  fragliche  Differential  die  geometrische  Summe 

[((0*  +  cZ .  fo«)  .  Jf' Jf ]  +  [(el .  ««)  .  JfP]  +  [(«^  +  d  .  ««)  .  PP'J 

oder,  wenn  man  bedenkt,  dass  MM'  z=  tordt  ist  und  abkürzt,  die  Summe 

—  [oi^rdt]  +  [{d .  fii«)r]  +  [w«  .  PP'J ,       ^ 

deren  Glieder  die  Richtungen  M'M^  MP  und  PP'  haben.  Hierin  ist  blos 
PF'  noch  weiter  zu  transformiren.  Es  ist  aber,  wenn,  wie  früher  de  den 
Winkel  (cc)  der  Momentanaxen  c  und  c   bedeutet 

[pp]  =  [OP .  da]  +  [d  .  OP] . 

Ferner  ist,  wenn  OM  =  s  und  -^MOP  =  q  gesetzt  wird,  0P=  s  cos  q 
und  d  .  OP  =  s  .  d  cos  ^.  Eine  Kugel  vom  Radius  gleich  der  Einheit,  um 
0  beschrieben,  liefert  durch  die  Durchschnitte  mit  den  Axen  r,  c  und  dem 
Strale  s  ein  unendlichschmales  sphärisches  Dreieck  pprn^  in  welchem 

pp  =  d<Sy  pm  =  ^,   p'm  =  Q  -{-  dQ 

ist  und  der  Seite  ^  +  ^9  ®^^  Winkel  gegenüberliegt,  gleich  der  Neigung  -^  der 
Ebene  {c^M)  gegen  die  Ebene  (c/t),  weniger  der  Elementaramplitude  (odt. 
Daher  ist 

cos  {q  +  ^q)  =  cos  ^  .  cos  da  -(-  sin  q  cos  da  .  cos  (-^  —  ©d/) 
oder  reducirt,  d.cos9=sin^cosd.(la.    Hiemit  ist  f?.0P=5. sin ^cos-^.rZtf,  also 

[PP'J  s=  [5  cos  Q  .  da]  +  [5  .  sin  ^  cos  ^  .  da] 
und  folglich 

[w^  .  PP'l  =  [(0^5  cos  ^daj  -{-  [0*5  .  sin  ^  cos  -^  .  da] , 

resp.  in  der  Richtung  von  OP  und  senkrecht  dazu. 

Setzt  man   diese  Grösse   in   den  Ausdruck  des   fraglichen  Differentials 

da 
ein,  dividirt  mit  dt  und  benutzt  die  Formel  ~tt  =  'V'    ^^^    <^i®    Wechselge- 
schwindigkeit der  Momentanaxe,  so  ergibt  sich  für  den  Bestandtheil   der 
Beschleunigung  zweiter  Ordnung,   welcher  von  der  Aenderung  der  Centri- 
petalbeschleunigung herrührt,  die  geometrische  Summe 

—  [»*r]  +  [((»V**]  +  [»*^«  coB  ^]  +  [»*^Ä  sin  ^  cos  ^] , 


►3 
■j 
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deren  Glieder  nach  Richtung  und  Sinn  übereinstimmen  mit  M'M^  MP,  der 
Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  tf;  und  der  Momentanaxe. 

Um  das  zweite  der  obigen  Differentialien  zu  reduciren,  müssen  wir  eine 
Bemerkung  über  die  Winkelbeschleunigung  a^*)  zweiter  Ordnung  voraus- 
schicken. Es  seien  a  und  a  -{-  da  auf  ihren  Axen  h,  Ji  aufgetragen  und 
werde  a  -{-  da  in  zwei  Componenten,  nSmlich  a  um  die  Axe  h  und  eine 
unendlichkleine  Componente  dlS^^)  zerlegt.  Diese  unendlichkleine  Componente, 
welche  das  geometrische  Dififerential  von  a  ist,  nennen  wir  die  Elementar- 
winkelbeschleunigung zweiter  Ordnung  und  sie  selbst,  durch  das  Zeitelement 
dt  dividirt,  die  Winkelbeschleunigung  a^^)  zweiter  Ordnung.  Sie  hat  eine 
bestimmte  Axe  U^\  Demnach  ist  a  '\'  da  um  li  aequivalent  a  und  h  und 
und  a^^^dt  um  U^\  Der  Winkelbeschleunigung  a  um  h  verdankt  der  System- 
punkt M  zur  Zeit  t  die  Beschleunigimg  a  .  MQ^  senkrecht  zur  Ebene  (A,  üf ); 
der  Winkelbeschleunigung  a  '\'  da  um  li  zur  Zeit  ^  -{-  cZ^  die  Beschleunigung 
{a  '\'  da)  ,  M' Qf  senkrecht  zur  Ebene  (//,  M),  Letztere  ist  aber  nach  dem 
eben  Entwickelten  aequivalent  der  Beschleunigung  a  .M'q  senkrecht  zur 
Ebene  (ä,  M')  in  Verbindung  mit  a^^^dt.M'q"  senkrecht  zur  Ebene  {h^^\  üf'), 
wenn  M'q  und  M'q'  die  Abstände  des  Punktes  M'  von  h  und  h^^^  bedeuten, 
d.  h.  es  ist 

[(«  +  da)M'Qf]  =  [a  .  M'g]  +  [a^^^dt .  M'q'] . 

Hierin  ist  a  .  M'q  weiter  zu  reduciren;  denn  es  ist  M'q  von  MQ  verschieden. 
Errichtet  man  auf  h  eine  Ebene  senkrecht,  z.  B.  in  Q  und  projicirt  M'q  auf 
sie,  wodurch  man  niQ  erhält,  so  liefert  das  geschlossene  Polygon  MqQMm'M\ 
in  welchem  die  Seiten  m  M'  und  qQ  geometrisch  entgegengesetzt  gleich 
sind,  wenn  wir  a  .  M'q  nach  seinen  Seiten  zerlegen: 

[a  .  M'q\  =  [a  .  MQ]  +  [a  .  Mm]  . 

Es  ist  aber  Mm  die  Projection  von  MM'  *=  rmdt  auf  die  Ebene  senkrecht 
zur  Axe  der  Winkelbeschleunigung.  Bezeichnet  w«  die  Projection  der  Ge- 
schwindigkeit rw  auf  diese  Ebene,  so  ist  3fw'  =  Ua .  dt  und  folgt 

[(«  +  da)M'Qf]  =  [a  .  MQ]  +  [aUadt]  +  [a^^hlt .  M'f] 

und  hieraus  ersieht  man,  da  M'q'  nur  um  Unendlichkleines  von  Mq"  ver- 
verschieden ist,  dass 

den  Bestand theil  von  9^*^  bildet,  welches  von  der  Aenderung  der  Winkel- 
beschleunigung herrührt.  Indem  wir  alle  BeschleunigungsbesUndtheile  zweiter 
Ordnung  sammeln,  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Während  der  sphärischen  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Systems  um  einen  Punkt  besitzt  jeder  Systempunkt  eine  Be- 
schleunigung zweiter  Ordnung,  welche  in  folgende  sechs  Com- 
ponenten zerfällt:  1.  eine  Componente  ((»*)V  centripetal  gerichtet 

ScBSLL,  Machanilc.   L  SG 
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gegen  die  Momentanaxe;  2.  eine  weitere  m^ifßS  cos  q^  parallel  zur 
Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  und  im  Sinne  dieser  ge- 
richtet, gleich  dem  Produkte  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  co, 
dem  Abstände  5  cos  ^  des  Radius  r  vom  Rotationscentrum  des 
Systems  und  der  Normalwinkelbeschleunigung  Mtf;;  3.  eine  fernere 
co^tf;5  sin  ^  cos  <&,  parallel  der  Momentanaxe  im  Sinne  der  Linie, 
welche  auf  ihr  o  darstell  t,  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  com  ul- 
tiplicirt  mit  der  Normalwinkelbeschleunigung  cotf;  und  der  Projec- 
tion  s  .  sin  ^  cos  &  des  Radius  r  auf  die  Ebene  (cA);  4.  eine  Componente 
oo^r,  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  entgegengesetzt; 
5.  die  Componente  ncua  gleich  dem  Producte  aus  der  Winkel- 
beschleunigung und  der  Projection  u»  der  Oeschwindigkeit  »r 
auf  eine  zur  Axe  h  der  Winkelbeschleunigung  senkrechte  Ebene, 
sowie  endlich  6.  die  Componente  a^^^Qi  gleich  dem  Produkte  der 
Winkelbeschleunigung  zweiter  Ordnung  und  dem  Abstände  des 
Systempunktes  von  deren  Axe,  senkrecht  gerichtet  gegen  die 
Ebene,  welche  durch  den  Systempunkt  und  dieae  Axe  geht. 

Die  letztere   Componente  kann  man  wieder  in  zwei   andere  zerfidlen, 

indem  man  a^^^  in  zwei  Componenten  auflöst,  eine  tangentiale  —   um   die 

dt 

du,  ,  , 

Axe  A  und   eine  normale  a  •  — - ,   wenn  da  den  Winkel  der  Axen  hh   be- 

dt 

dcc  du 

deutet.    Man   erhält  q  -—  und  Q^ccj-' 

dt  dt 

§.  12.  Wir  suchen  jetzt  die  Componenten  von  q>^^^  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen.  Die  ;er-Axe  sei  die  Momentanaxe,  die 
x-Axe  die  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  und  die  ^-Axe  senkrecht 
zu  beiden.  Die  Richtungscosinusse  für  die  centripetale  Componente 
(io^fr  sind  dann  — xir,  — y-f,  0  und  daher  ihre  Componenten 
—  {(o^Jx,  —  («0*)'^»  ^5  ^®  Richtungscosinusee  der  zweiten  Componente 
io^tl^s  .  coS'^  =  (o^^z  sind  1,  0,  0;  die  der  dritten  co^iffS  .  sin  QCOS&  =  (a^il;x: 
0,  0,  1;  für  die  vierte  sind  sie  y  :  r y  — a;:r,  0.  Um  die  Bestandtheile 
zu  finden,  welche  die  fünfte  Componente  parallel  den  Axen  liefert,  zerlegen 
wir  die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Winkelbeschleunigung  parallel  den  Axen 
und  bestimmen,  ähnlich  wie  Cap.  XVI,  §.  4  das,  was  die  einzebien  Partial- 
componenten  zur  Bildung  jener  Grössen  beitragen.  Denn  es  lassen  sieh  die 
dort  durchgeführten  Betrachtungen  auf  den  vorliegenden  ganz  analogen  Fall 
unmittelbar  übertragen.  Die  Componenten  von  cor  sind  —  »y,  (ox^  Q,  die 
von  €c  aber  «^«==01/;,  «y  =»  0,  a,^=^  ta.  Daher  sind  die  fraglichen  Com- 
ponenten 
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Die  sechste  Componente  endlich  liefert,  wenn  a^^\  a^^\  a^^  die  Componenten 

von  a^*)  in  Bezug  auf  die  Axen  bedeuten,  wie  Cap.  XIV,  §.  15,  die  Be- 
standtheile 

y    z    \  z    X  \    X    y 

Die  Grössen   a^*\  «^*),    a<*^    ergeben    sich    durch   Projection    des    aus    a, 

er  -{-  (2  a  und  a^^)  <?  ^  gebildeten  Dreiecks.  Man  erhält  nftmlich  zu- 
nächst a^J^dt  =  d .  at,,  a^^^dt  ^  d  ,  a,  und  weiter  mit  Hülfe  von 
«x  ■*  wtj; ,  «y  =  0 ,  «,  ==  co'  unmittelbar  a^*)  =  (ß>^X)  «>d*^  =  w" ,  aj^^  aber 
muss  direct  bestimmt  werden.  Nun  ersieht  man  aus  Fig.  221,  dass,  weil 
a  in  der  a;£r-£bene  liegt,  die  Projection  von  a^^'^dt  auf  die  ^-Axe  gleich  der 
Projection  von  cc  '\-  da  auf  diese  Axe  ist.  Es  ist  diese  Grösse  daher  mit 
dem  Sinus  des  Winkels  zu  multipliciren,  den  ihre  Richtung  mit  der  a:j3^-Ebene 
bildet  Ist  nun  di  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  a  und  a  -{-  da , 
X  aber  der  Winkel,  den  die  Ebene  dieser  beiden  Linien  mit  der  a:z-£bene 
bildet,  so  wird  di  .^sin  %  der  gesuchte  Sinus,  also  tt^^'^dt  «=  (a  -{-  c?a)rfi .  sin  x , 

di      , 
mithin  «^^'  =»  er  sin  x  •  —  sein.    Daher  liefert  die  6.  Componente 
y  dt 


az  sm  X  —  —  G)"y ,     o/'x  —  (wtf;)';? ,     {(oilify  —  ax  sin  x  j- 


Man  erhält  daher  nach  einer  kleinen  Reduction  füi*  die  Componenten 
von  <p^^^ : 

X  =  —  (0(o'x  +  («^  —  «ö'Oy  "I"  («*i/'  +  «  sin  X  -^j  j?, 

r  =  —  ««V  —  (»^  —  u»')x  —  {(o^yz , 

Z  ««  —  a  sin  X  - "  •  ^  +  (wt!;)'«  . 

Aus  diesen  Ausdrücken  ergibt  sich,  dass  ein  Beschleunigungsmittelpunkt 
zweiter  Ordnung  existirt ,  dass  derselbe  aber  mit  dem  Rotationscentrum  des 
Systems  zusammenfUllt 

Mit  Hülfe  derselben  Ausdrücke  bildet  man  auch  mit  Leichtigkeit  die 
Tangential-,  Normal-  und  Binormalcomponente  tp^^^  q>^^\  (p^^^  von  9^"^  für 

den  Sjstempunkt  M.  Man  hat  X,  F,  Z  auf  die  Richtungen  der  Tangente, 
Hauptnormale  und  Binormale  zu  projiciren. 

§.13.    In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  im  System  behandeln,   welches  eine  Windongsbewegung  besitzt 
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Denn  das  System  hat  in  Bezug  auf  die  Axen  q,  hj^j  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  zur  Momentanaxe  c  und 
Winkelbeschleunigungsaxe  h  parallel  gezogen  werden  können,  die  Beschleu- 
nigungscomponenten  to^p,  ap\  von  derselben  Form  und  Bedeutung,  wie  sie 
§.11  für  die  sphärische  Bewegung  vorausgesetzt  wurden.  Es  kann  daher 
die  ganze  Betrachtung  der  §§.  11  und  12  auf  die  Windungsbewegung  über- 
tragen werden.  Man  übersieht  leicht,  dass  hier  ein  Beschleunigungsmittel- 
punkt- zweiter  Ordnung  existirt. 

§.  14.  Zum  Schlosse  des  vorliegenden  Capitels  wollen  wir  noch  das 
Wesentlichste  aus  der  Theorie  der  Beschleunigungen  w'*''  Ordnung  der  Be- 
wegung des  unveränderlichen  Systems  entwickeln.  Wir  beginnen  mit  der 
ebenen  Bewegung  und  beweisen  den  Satz: 

Wenn  für  irgend  eine  Ordnung  n  der  Beschleunigung  eines 
in  Beiner  Ebene  sich  bewegenden  ebenen  Systems  in  jedem  Zeit- 
momente ein  Punkt  Gn  existirt  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Be- 
schleunigung g)^^^  aller  Systempunkte  M  den  Abständen  MGn  von 
jenem  Punkte  proportional  ist  und  mit  MGn  einen  constanten 
Winkel  a  bildet,  so  gibt  es  im  System  einen  weiteren  Punkt 
Gn-^i,  aber  auch  nur  einen  einzigen,  dessen  Beschleunigung  9^"+^) 
nächst  höherer  Ordnung  verschwindet,  während  die  Beschleu- 
nigung der  Ordnung  (n  -|-  1)  für  alle  Systempunkte  dem  Abstände 
derselben  von  Gn-{-i  proportional  ist  und  mit  diesem  Abstände 
Constanten  Winkel  bildet. 

Die  Beschleunigung  9^"^  des  System- 
punktes M  zur  Zeit  t  (Fig.  222),  welche 
mit  dem  Strale  MGn  den  Winkel  a  bildet, 
kann  nämlich  in  zwei  Componenten  zer- 
fällt werden,  die  eine  längs  MGn-,  die 
andere  senkrecht  hiezu.    Sie  sind 


g,(»)  cos  a  =  Ojj^  MG, 


und 


wo  0^>  und  9^^^  die  betreffenden  Compo- 
nenten in  der  Einheit  der  Entfernung  von 
^^*»  «22.  ^^  gin^     2ur    Zeit  t  +  dt    befinde   sich 

der  Systempunkt  in  M'  und  seien 

die  dieser  Zeit  entsprechenden  Componenten,  erstere  nach  dem  folgenden 
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Beschleunigungsmittelpunkte  &M  f  letztere  senkrecht  zu  ilf'Cr,!  gerichtet.  Die 
Grössen 

und 

[(0§?)  +  d  .  ep)  M'a'n]  —  [^5?)  .  MGn] 

stellen  daher  die  geometrischen  Differentialien  der  Componenten  q>^^^  cos  er, 
9>('*)  sin  er  oder  die  Componenten  der  Elementarbeschleunigung  (n  -|~  l)ter 
Ordnung  dar  und  liefern,  wenn  man  sie  mit  dt  dividirt,  die  Componenten 
von  q>^^  +  *^ . 

Eine  Zerlegung  nach  den  Seiten  des  Vierecks  M'MGnGn  gibt  nun 
zunächst 

+  [(o<j)  +  d .  d(;)) .  Jf  öj  +  [(^;)  +  d.o(;)) .  GnG^] 

und  wenn  man  bedenkt,  dass  3f  Af ' «»  ord^  ist,  wenn  r»>(7ilf  den  Abstand 
des  Punktes  M  vom  Momentancentrum  C  bedeutet  und  GnGn  =  11»^^ 
wird,  wo  Un  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Beschleunigungsmittelpunktes 
Gn  mit  bezeichnet,  die  Componenten  der  Beschleunigung  {n  -|'  l)ter  Ord- 
nung 9^*  +  ^^ ,    welche   aus    der    centripetalen    Beschleunigung   d^J}^  .  MGn 

herrühren: 

d .  -^(J) 

parallel  den  Eichtungen  M'M,  MGn^  GnG'n* 

Ebenso  liefert  eine  Zerlegimg  nach   den  Seiten   eines  mit  M'MGnG'n 
'     congruenten  Vierecks,  dessen  Seiten  auf  den  Seiten  dieses  senkrecht  stehen, 

[(d(;)  +  d .  ^;)) .  M'G'n]  =  [(^;)  +  d .  ^oj)) .  3i'm] 
+  f  (d^;)  +  d .  d(;)) .  MGn]  +  [(^^;^  +  d .  ^^;0 .  Gf„öVl 

und  hiemit  als  Componenten  der  Beschleunigung  9^'*  +  ^),  welche  aus 
^^JiKMGn  entspringen: 

^^;^ . cor,  -^-  MGn,   ^f;^ M« 

längs  JKf(7,  senkrecht  zu  MGn  und  senkrecht  zu  GnG'n.     Es  ist  daher 

|9,(«4-  i)]  =  [^(;)  .  c«r]  +  [d(;)  .  cor]  +  [— ^  •  pn\+  [  -^f  - Pn  J 

wo  2?»  =  -3/C/„  gesetzt  ist. 

Bilden  wir  nun  die  Componenten  X<''  +  »),   r<»  +  *>  von  y^^  +  i)  in  Be- 
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zug  auf  die  Tangente  und  Normale   der  Curve  (Gn)  der  Beschleunigangs- 
mittelpunkte  Gn,  so  erhalten  wir,  wie  leicht  zu  übersehen  ist: 

XC  +  i)  = -JL  X  +  -^  y  -  ^(J)(ö  (y  -  y,) 

(i .  -ajj)  d.  O!») 


r(«  +  i]  = 1-J^3, '—1.  x  +  ^^;^<o{x--x^ 


yfo  Xf  y  die  Coordinaten  des  Systempunktes  Jlf,  Xq,  t^g  ^^^  ^^^  Momentan- 
centrums  bezüglich  der  Tangente  und  Normale  von  (Gn)  als  Axen  sind. 
Es  gibt  nun  ein  System  von  Werthen  a^n  +  i,  ^m  +  i»  welches  für  x^  y  ein- 
gesetzt, diese  Ausdrücke  zu  Null  macht.  Hiemit  ist  die  Existenz  des  Be- 
schleunigungsmittelpunktes 6rn+i  hypothetisch  dargethan;  es  existirt  für 
die  Ordnung  n  -4-  1 ,  wenn  es  für  die  Ordnung  n  besteht  Zieht  man  die 
Gleichungen 

d  .  -^(J)  d.  0(;) 

d  .  ^(;)  d  .  d!;) 

von  den  vorstehenden  Ausdrücken  für  X^'»  +  ^\   Yl»  +  i)  ab  und  setzt 

X~Xn-{.l  =  5,       y  --  ?/n4-l  =  ^) 

SO  folgt, 

^^'"'"  —  (^  +^';'«)  i  +  i-^^-^V"'»)'?. 

welche   Gleichungen    ausdrücken,   dass   9^'*  +  ^)  aus  zwei  Componenten   be- 

(d  .  0^7^  \ 

—  -'^-  +  ^(^)  CO  j  •  j;«  4. 1   von   M  nach  Cr«  4-1  gerichtet 

ist,  während  die  andere,  [   —f. -^Jj^wl  -i^n-f  1  zu  ihr  senkrecht  ist, 

31Gn-\.i  =  Pn+i  gesetzt  wurde.  Da  beide  dem  Abstände  MGn-^i  pro- 
portional sind,  so  ist  9^'»  +  ^)  diesem  Abstände  ebenfalls  proportional  und 
auf  concentrischen  Kreisen  um  6^^4-1  constant.  Die  Tangente  des  Winkels, 
welchen  9^"  +  ^)  mit  dem  Strale  Pn-^-i  bildet,  ist 


wo 


.  1 
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mithin  gleichfalls  constant. 

JDa  für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  ein  Mittelpunkt  existirt 
so  gibt  es  einen  solchen  fflr  die  zweite  und  aus  der  Existenz  dieses  folgt 
die  Existenz  eines  solchen  für  die  dritte  Ordnung  u.  s.  f. 

Im  Falle,  dass  ^^^  und  ^^^  constant  sind,  ergibt  sich  der  Mittelpunkt 

Gn^i  der  Beschleunigungen  (w  +  l)ter  Ordnung  sehr  leicht.  Zieht  man 
nämlich  durch  das  Momentancentrum  C  einen  Stral  senkrecht  zur  Tangente 
der  Curve  (6r»),  so  kann  man  auf  ihm  diesseits  oder  jenseits  von  C  einen 
Punkt  finden,  für  welchen  die  Componenten  -^J^^cor  und  -^Jj^w«  sich  tilgen. 

Aus   der  Bedingung  d^^a)r  =  0^^w«   folgt  sein  Abstand  von   (7,  nämlich 

f  BS  Un  :  <o*  Ebenso  gibt  es  auf  demselben  Strale  einen  Punkt,  für  welchen 
sich  die  Componenten  d^jj^cor  und  ^y^u„  tilgen.  Sein  Abstand  r  ist  der- 
selben Bedingung  r  =  t«n  :  <«>  unterworfen.  Daher  erfüllt  ein  und  derselbe 
Punkt  beide  Bedingungen.  Er  ist  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  9<»+^), 
da  die  übrigen  Componenten  verschwinden. 

§.  15.  Eine  analytische  Behandlung  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung 
für  die  ebene  Bewegung  hat  keine  weiteren  Schwierigkeiten.  Sind  x,  y  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  M  in  der  absoluten  Ebene,  x\  y  seine  Coordinaten  in  Be- 
zug auf  ein  dem  beweglichen  System  angehöriges  Axensystem  und  x^^  y^  die 
Coordinaten  von  dessen  Ursprang,  so  ist 

X  ^^  Xq  +  ax  -\-  ay  ,    y  ^  y^  +  hx'  -{•  b'y 

und  daher,  wenn  x^^\  y^^\  a^^\  o'^"\ . . . .  nmalige  Differentiationen  bedeuten, 

Ä^'")  =  xf^  +  a^""^  x  +  o'^"»^  y\    i""^  =  i^"^  +  6^"*)  x  +  6'^"»^y', 

woraus  für  x^"*^  =  0,  y^"*^  =  0  der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  sofort  folgt. 
Bildet  man  die  Grössen 


^{m)  ^     __  y{m) 


mn  f 


^(m)  y(m)    !  ^ 


und  setzt  für  x^"'\  x^''\  y^"*\  y^*)  ihre  Werthe  in  4"*\  a^"'\'"  ein,   so  ergeben 
sich  die  Formen: 

A^^^  -  (a^"»^a^"^  +  6^'"^6(*^)  (ä  »  +  y*)  +  Mx  ^Ny  +  P, 
B^^  =.  (a<")6("»>  -  a("')6(»))(ic'«  +  y^  +  M'x'  +  ITy  +  P' . 

Sind  D,^,  D^  die  Strecken,   deren  Projectionen  auf  die  Axen  x^'^\  y^"*^j  x^*^ 
y^'*^  sind  d.  h.  die  Beschleunigungen  m^r  und  fif^  Ordnung  des  Punktes  3f,  so  ist 

j.i'^)  M     I     ..im)    {n)  ^im)    in)  __    M  »M 

cos  (D    D  )—  5—  ? -tl ?L-,    sin  (D    D  )^^-  _^ ^     ^    . 

fn        n  tn       91 

d.  h.  es  ist 

^m.  -  ^«^.  COS  (D^  D,) ,    B,„,  -  D„  7J,  rin  (D„  7>.) . 
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Ä^^  ist  also  das  geometrische  Produkt  der  Beschleunigongen  des  Systempnnktes 

M,  B^^  ist  das  Moment  der  einen  Beschlennigong  in  Bezug  auf  den  Endpunkt 

der  anderen,   wenn  beide  in  ihren  Richtungen  von  M  aus  angetragen-  werden. 
Aus  den  Formeln  für  A^^^ ,  B^^^  zieht  man  nachstehende  Folgerungen : 

1.  Der  Ort  aller  Punkte  im  System,  far  welche  Ä^^^  =  *,  d.  h.  constant  ist, 

ist  ein  Kreis;  alle,  den  verschiedenen  Werthen  von  k  entsprechenden  Kreise  sind 
concentrisch. 

2.  Der  Ort  B^^  =  k  ist  gleichfalls  ein  Kreis, 

3.  Der  Ort  der  Punkte,  wofür  A^^  ^  kA^^^  ist  ein  Kreis  A^^  —  kA  =^0, 
welcher  durch  die  Schnittpunkte  von  A^^^^  =  0  und  A      =»  0  hindurchgeht. 

4.  Ebenso  sind  die  Orte  A^^  «  ^^yuv»  ^mn  ="  ^^uv  Kreise. 

Dq  bedeutet  den  Radinsvector,  Di  die  Geschwindigkeit,  D,  die  Beschleunigung; 
1).^  coB  {Dl  Di)  ist  die  Tangentialbeschleunigung,  D,  8in(I>jI>J  die  Normalbe- 
Bchleunigung.  Man  erhält  daher  bis  zur  zweiten  Ordnung  die  speciellen,  zum 
Theil  bekannten  Sätze: 

1.  Der  Ort  Bqi  <»  k  der  Punkte  gleicher  Flächengeschwindigkeiten  rv  sin  (rv) 
ist  ein  Kreis. 

2.  Der  Ort  A^  ==  t;'  =  Ä:  ist  ein  Kreis. 

3.  Der  Ort  A^^  =s  (p*  z=b  k  constanter  Beschleunigung  ist  ein  Kreis. 

4.  Die  Orte  constanter   Verhältnisse   Di  i  D^y   Di  :  D,  cos  (DiD^), 
Dl  :  I>,  sin  (A-^s)  ^^^^  Kreise. 

6.  Der  Ort  der  Punkte  constanten  Winkels  zwischen  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  ist  ein  Kreis  u.  s.  w. 

§.  16.  Ebenso  hat  man  für  die  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  der  sphä- 
rischen und  der  Windungsbewegung  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

.      o;  =  a^o  +  ax'  +  a'y  +  a"z  ,    x^"^  =»  x^^f^  +  a^''^x  +  a^'^Uj  +  a'^^'^z  , 

y  =  yo  +  &^'  +  &'y'  +  ^"^' .  y^"^  -  yiT^  +  &^'*^^'+  ^'^''^y  +  ^"^"^^' , 

z  ^z,  +CX  -\-cy  +  c"  z  ,    -?(»>  =  ^(r^  +  c^'^V  +  c^"V'+  c"^"^^' , 

aus  denen  für  a;^**^  =  y^"^  =  ^^"^  =»  0  sogleich  die  Existenz  des  Mittelpunktes  der 
Beschleunigungen  n'^  Ordnung  folgt,  nachstehende  Folgerungen  wo 

die  Beschleunigung  «'<''*  Ordnung  bezeichnet: 

1.  Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschleunigungen  n*^  Ordnung  dieselbe  Rich- 
tung haben  (Richtungscosinusse  «,  (J,  y)  ist  die  Gerade  a;^"^  :  i/^^ :  ä^"^  =  «  :  p  :  y. 

2.  Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschleunigungen  n'«*  Ordnung  einer  Ebene 
parallel  sind,  d.  h.  senkrecht  zu  einer  Geraden  (a,  (3,  y)  ist  die  Ebene 

yX^)  .  „  +  y(-) .  (3  +  ^t«) .  y  =.  0  . 
Sie    geht    durch    den    Mittelpunkt    der    Beschleunigungen    a;^"^  =  0,    i/^**^  =  0 , 

3.  Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschleunigungen  n*"*  Ordnung  den  Erzeugimgs- 
linien  einer  Kegelfläche  F  (x,  y,  i?)  «=■  0  parallel  sind,  ist  eine  Kegelfläche  dessel- 
ben Grades  F  {x^^'\  i/"*\  jb^"*^)  =  0,  welche  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigun- 
gen zum  Mittelpunkte  hat  Sie  geht  in  eine  Cylinderfläche  über,  wenn  dieser 
Mittelpunkt  ins  Unendliche  rückt  oder  wenn  eine  Beschleunigungsaxe  besteht 


A 
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4.   Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschlennigang  n*«r  Ordnung  dieselbe  Grösse 

k  hat,  ist  das  Ellipsoid  »('">'  +  y^'"^'  +  z^""^*  =-  k\  dessen  Mittelpunkt  im  Be- 
schleunigungsmittelpunkte  liegt. 

6.   Der  Ort  D^D^  cos  (D^D^)  =  x^"'^x^''^  +  f/^"*^^'*^  +  ä^''*^^^"^  =  consi  ist 
eine  Fläche  2.  Grades;  der  Ort 


[Z)„2),8in(Z)„D.)]' 


+ 


+ 


y(m)       in) 


h' 


eine  Fläche  4.  Grades. 

6.   Der  Ort  {D^DJ  =  0  ist  der  Schnitt  der  drei  Hyperboloide 


yim)  y{n) 


0, 


=  0, 


yirn)  y(») 


0. 


Das  erste  und  dritte  derselben  enthalten  die  Gerade  y^"*^  =  0,  y^^^  =  0  und  schnei- 
den sich  also  noch  in  einem  cubischen  Kegelschnitt.  Da  die  Gerade  nicht  auf 
dem  zweiten  Hyperboloid  liegt,  so  stellt  der  Kegelschnitt  allein  den  Ort  vor. 

7.   Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  der  Winkel  ifi^I)^  constant  ist,  ist  im 

Allgemeinen  eine  Flüche  4.  Grades.    Man  erhält  ihre  Gleichung,  indem  man  setzt 

Für  (/>„  7>^)  =  —  reducirt  sie  sich  auf  den  2.  Grad. 

8.  Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  D    senkrecht  ist  zu  D^  und  zu  2>„,ist 

eine  Curye  doppelter  Krümmung  4.  Grades. 

9.  Es  gibt  8  Punkte  im  System,  für  welche  1)    ,  I>^ ,  Z>^  alle  drei  zu  ein- 


ander rechtwinklig  sind. 


10.    Das   6  fache    Volumen  V^^^    der  Pyramide,   welche   von  Z>^,  I^„»  -E> 


gebildet  wird,  ist 


6  F        = 

mnp 


^im)  y{m)  gim) 
a^i*)  y{n)  g(n) 
^ip)  yip)  gip) 


Es.  ist  constant  für  die  Punkte  einer  Fläche  3.  Grades.  Verschwindet  das- 
selbe, so  fallen  D^ ,  D^,  1)    für  die  Punkte  der  Fläche  in  eine  Ebene. 

11.  Der  Ort  aller  Punkte,  für  welche  I>,^,  D„ ,  D^ ,  D^  in  eine  Ebene  fal- 
len, wird  von  den  gemeinsamen  Punkten  der  vier  Flächen  V^^^^^  =  0,  F,^^^  =  ü, 
V^  =«  0,  V^^  =^  0  dritten  Grades  gebildet.  Auf  den  beiden  ersten  Flächen 
liegt  der  Ort  aller  Punkte,  wofür  Winkel  (D^^^D^)  =  0  ist.    Dieser  Ort  ist  nach 

6.  ein  cubischer  Kegelschnitt.    Sie  schneiden   sich  daher  noch  in  einer  Curve  6. 
Ordnung,  welche  den  Ort  darstellt. 

12.  Die  Punkte,  für  welche  fünf  Beschleunigungen  7)^,  2>^,  Z>^,  D^,  I) ^ 
in  eine  Ebene  fallen ,  sind  gemeinschaftliche  Punkte  der  Flächen  F^  ^  =  0, 
^mn«  ='  0,  F„.^  =  0,  F^„„  =  0,  F„„^=-0,  F„^^  =  0,  F.„„  =.  0, 
^npr  =-  ^  »  Kqr  =  ^  t  ^pqr  ="  ^'  Sie  stellen  nur  vier  Bedingungen  F,^^^  «  o, 
^mnq  =■  ^>  ^mpr  ""  ^ »  ^pqr^^  ^^'  ^^®  ^^^^  eisten  dieser  vier  Flächen 
3.  Ordnung  schneiden   sich  in  27  Punkten.    Neun  von  diesen  sind  aber  Durch- 
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schnitte  der  Flächen  F^^^=«0  mit  dem  cubischen  Kegelschnitt  (D^  DJ  «=>  0; 
neun  andere  sind  die  Schnittpunkte  von  V^^  sa  o  mit  dem  Kegelschnitte 
(1>^DJ»0.  Diese  18  Punkte  gehören  dem  Orte  nicht  an,  weil  sie  im  All- 
gemeinen nicht  auf  F       <=  0  liegen.    Daher  bleiben  nur  9  Punkte,   welche  den 

fraglichen  Ort  bilden. 

Die  in  den  §8.  11.  12.  mitgetheilten  Sätze,  von  denen  einige  fär  die  1.  Ord- 
nung der  Beschleunigung  bereits  früher  bekannt  waren  und  bereits  früher  ent- 
wickelt wurden,  sind  enthalten  in  der  Abhandlung  von  C.  Jordan,  Sur  le  mou- 
vement  des  figures  dans  le  plan  et  dans  Tespace  (Bullet,  de  la  Sod^t^  math^m. 
de  France,  T.  I,  p.  144  (1873)).    Wir  fügen  denselben  noch  hinzu: 

Die  Punkte,  deren  Beschleunigung  nf^  Ordnung  durch  einen  gegebenen  Punkt 
Ä  gehen,  liegen  auf  einer  Curve  4.  Ordnung.  Denn  sind  a,  6,  c  die  Coordinaten 
Yon  Aj  X,  y,  z  die  eines  System punktes,  so  müssen  die  Gleichungen  bestehen, 

(.T  —  o)  :  (y  —  h)  :  {z  —  c)^  a;<*^  :  y^'»^  :  z^""^  . 

Es  sind  aber  a;,  y,  xr,  x^^\  i/'*\  z^^^  lineare  Functionen  von  den  Coordinaten  x\ 
y'j  z'  des  Punktes  in  Bezug  auf  das  dem  System  angehörige  Coordinatensystem. 
Die  Curve  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  von  der  Ordnung  n. 
—  Die  Richtungen  der  Beschleunigungen  n'^n  Ordnung,  welche  durch  einen  Punkt  A 
gehen,  bilden  eine  Kegelfläche  dritten  Grades,  deren  Grad  den  Grad  des  Complexes 
angibt,  welchen  die  Beschleunigungsrichtungen  nf^f  Ordnung  des  Systems  bilden. 
Unter  den  Complexkegeln  sind  4  Kegel  2.  Grades. 

§.  17.  Nach  Cap.  III,  §.15  kann  die  absolute  Bewegung  eines  Punktes  aus 
der  relativen  Bewegung  desselben  und  der  Bewegung  des  mit  ihm  zusammenfal- 
lenden Systempunktes  zusammengesetzt  werden.  Daher  konnte  auch-  die  absolute 
Geschwindigkeit  aus  der  relativen  und  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes 
gebildet  werden;  ferner  zeigte  der  Satz  von  Coriolis,  dass  die  absolute  Beschleu- 
nigung die  geometrische  Summe  der  relativen  Beschleunigung,  der  Beschleunigung 
des  Systempunktes  und  der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigung  ist.  Ein 
ähnlicher  Satz  wurde  von  Somoff  für  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  auf- 
gestellt und  mit  seiner  Hülfe  die  relative  Beschleunigung  aller  Ordnungen  ent- 
wickelt. S.  Somoff,  Sur  les  acc^lärations  des  diverses  ordres  dans  le  mouvement 
relatif.  (Bullet,  de  TAcad.  des  sciences  de  St.  P^tersbourg,  1865,  oder  M^langes 
mathdmatiques  et  astronomiques  tiräs  du  buUetin  physico-mathdmatique  et  du 
Bulletin  de  TAcad.  des  sciences  de  St.  P^tersbourg,  T.  III,  p.  669,  sowie  „Theo- 
ret. Mechanik^S  übers,  v.  Ziwet,  Th.  I,  p.  392  u.  ffg.) 

Für  die  zweite  Ordnung  hatte  Resal  in  seiner  Cindmatique  pure  den  betref- 
fenden Satz  bereits  aufgefunden. 


Einige  Literatur  snir  Besohleunigting  höherer  Ordnungen. 

Die  erste  Idee  der  Beschleunigungen  zweiter  und  höherer  Ordnung  gebührt 
Jacobi,  welcher  bei  seiner  Doctorpromotion  am  13.  August  1825  als  fünfte  These 
den  Satz  vertheidigte :  „Theoria  mechanices  analytica  causam  agnoscere  nuUam 
potest,  quidni,  sicuti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,  secunda  virium 
insigniimus ,  simile  quid  ad  altiora  quoque  differentialia  adhibeatur;  de  quibus 
theoremata  proponi  possint,  prorsus  analoga  lis,  quae  de  vi  et  de  velocitate  cir- 
cumferuntor.'*    Denselben  Gredanken  entwickelte  1845  A.  Transon,  Note  sur  les 
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principes  de  la  Mecanique,  Journ.  de  Mathem.  p.  Liouyille,  T.  X,  p.  320);  eben- 
so MöbiuB,  Ueber  die  phoronomische  Deatnng  des  Taylor'schen  Theorems  (Be- 
richte der  Verhandlungen  der  königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig,  1848,  oder  Crelle's  Journal,  B.  36,  p.  91).  Die  Ausbildung  der  geometri- 
schen Differentiation  führte  zm*  weiteren  Ausbildung  der  Theorie  der  Beschleu- 
nigungen, mit  der  sie  im  Grunde  identisch  ist. 

Weiteres  sehe  maB  in  den  im  Texte  citirten  Schriften  von  Räsal  und  So- 
moff,  insbes.  in  des  letzteren:  Memoire  sur  les  accäl^rations  de  divers  ordres. 
(M^m.  de  TAcad.  des  sciences  de  St.  P^tersbourg,  VII.  S^rie,  T.  VIII,  Nr.  5.) 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  die  von  Rittershaus  in  seiner  Abhandlung: 
„Kinematisch-geometrische  Theorie  der  Beschleunigung  für  die  ebene  Bewegung" 
(Civilingenieur,  B.  24,  p.  1)  entwickelte  Methode,  welche  für  alle  Ordnungen  der 
Beschleunigung  wtrthvolle  Aufschlüsse  gibt. 


XVIIL  Capitel. 

Einiges  über  den  Geschwindigkeits-  und  BeschlennignngsztiBtand 

projeotiviscli- veränderlicher  Systeme. 

§.1.  Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  ähnliche  Systeme  27j ,  27,  vereinigt.  Je- 
dem Punkte  Ai  des  ersten  ist  ein  Punkt  A^  des  zweiten,  jeder  Geraden  g^  eine 
Gerade  g^  homolog.  Den  Punkten  der  Punktreihe  auf  g^  entsprechen  die  Punkte 
der  Punktreihe  auf  g^ ,  so  dass  diese  Reihen  einander  ähnlich  sind,  und  zwar  ist  das 
AehnlichkeitsverhältnisB  für  alle  solche  Paare  homologer  Punktreihen  dasselbe;  allen 
Geraden  eines  Punktes  Ai  entsprechen  die  Geraden  des  homologen  Punktes,  so 
dass  die  beiden  Büschel  A^ ,  A^  congruent  sind ;  jeder  Figur  von  £^  ist  eine  ihr 
ähnliche  von  2^  homolog.  Die  unendlich  ferne  Gerade  der  Gesammtebene  ist 
eine  Doppellinie.  Die  Systeme  können  auf  zwei  Arten  in  der  Gesammtebene  ver- 
einigt sein,  gleichartig  und  ungleichartig,  je  nachdem  homologe  Stralenbüschel 
denselben  oder  entgegengesetzten  Sinn  haben. 

Nehmen  wir  an,   die  Systeme  haben  gleichartige  Lage.     Es  seien  A^ ,  A^ 

(Fig.  223)  ein  Paar  homologer  Punkte;  sie  sind  die 
Mittelpunkte  congruenter  gleichliegender  Stralenbüschel, 
deren  homologe  Stralen  sich  auf  einem  Kreise  schnei- 
den, welcher  durch  A^,  J,  hindurchgeht.  Dem  Strale 
A^A^,  als  einem  Strale  d^  des  Büschels  Ai ,  entspricht 
ein  Stral  d,  des  Büschels  A^^  welcher  von  dem  Kreise 
in  A^  berührt  wird.  Mit  A^  fällt  ein  Punkt  B^  des 
Fig.  823.  Systems  £i  zusammen,   welchem  ein  Punkt  B^  auf  d, 

entspricht.  B^  und  B^  sind  gleich£EÜls  Mittelpunkte 
homologer  congruenter  Büschel,  welche^ einen  zweiten  Kreis  erzeugen,  der  den 
Stral  dl  in  B,  berührt.  Beide  Kreise  schneiden  sich  ausser  A^  noch  in  einem 
Punkte  0.  Nach  diesem  Punkte  laufen  homologe  Stralen  a^,  o,  der  Büschel 
A^ ,  Af  und  ebenso  homologe  Stralen  &i ,  &,  der  Büschel  B, ,  B^;  er  ist  daher 
sowohl  ein  Punkt  (aj&i)  des  Systems  2^i,  als  auch  dessen  homologer  Punkt  (o^&g) 
von  £f.  Zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  ähnliche  Systeme  gleichar- 
tiger Lage  besitzen  daher  einen   Doppelpunkt    Sie  kOnnen  nur  einen 
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solchen  haben.    Im  Falle,  dass  zwei  Doppelpunkte  vorhanden  wären,  würden  die 

Systeme  congraent  sein  und  zusammenfallen,  da  das  Aehnlichkeitsverhältniss  auf 

allen  homologen  Gei-aden  dasselbe  isi 

Der  Doppelpunkt  ist  gemeinsamer  Mittel- 
punkt zweier  homologer  congmenter  Stralen- 
büschel  von  27^  und  27^.  Man  sieht  leicht,  dass 
wenn  A^,  A^;  J5i ,  J5,  (Fig.  224)  irgend  »wei  Paar 
homologe  Punkte  sind  und  die  Verbindongslinien 
Ai  A^  und  JBj  JB,  sich  in  einem  Punkte  H^  Ai  B^ , 
A^B^  sich  in  einem  Punkte  /  schneiden,  die  vier 
Kreise  A^  B,  H,  A^  B^  H,  A^A^J,  B^  B,  J  durch  den 
Doppelpunkt 0 gehen.  DslAOA^B^oq  A  OA^  J5„  so 
ist  W.  A^  OB^  =  W.  A^  OB^  un4  folgt  W.  A^  OA^ 
=  W.  Bi  OB^  und  da  OA^  lOA^^  OB^i  OB^ ,  so 
folgt,  dass  AOAiA.2^  IS^OB^B^  und  folglich  ist 
d.  li.  die  Stralen  OA^^  OB^,,..^   welche    vom 

Doppelpunkte   0  nach  den  Punkten  des   Systems  Z^   (oder  Z^)  gehen, 


bilden  mit    den   Geraden   Ä^A^^  -^i -ßj 


welche   diese  Punkte   mit 


den  ihnen  homologen  yerbinden,  den  Projectionsstralen,  gleiche 
Winkel.  Dass  Winkel  A^^  OB^  =  A^  OB^  =  A^HB^  ist,  führt  zu  einer  leichten 
Construktion  des  Doppelpunktes.  Alle  homologen  Geradenpaare  bilden 
denselben  Winkel  mit  einander. 

Zwei  ähnliche  Systeme  ungleichartiger  Lage  haben  stets  eine  Doppellinie. 

§.  2.  Ist  Z^  die  erste,  Z^  die  zweite,  von  der  ersten  unendlich  wenig  ab- 
weichende Lage  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  Z,  d.  h.  eines  Systems, 
welches  während  der  Bewegung  sich  stets  ähnlich  bleibt,  so  sind  A^A^,  B^B^^ . . . 
die  Bogenelemente ,  welche  die  Punkte  Ai,  B^,. .,  von  Z  im  Zeitelemente  dt  be- 
schreiben. Daher  Bind  AiA^  :  dt^  BiB^  :  dt,  .  ,  y  die  Geschwindigkeiten  dieser 
Punkte.  Die  Geschwindigkeit  des  dem  Doppelpunkte  homologen  Punktes  ist  Null. 
Man  kann  ihn  dalier  den  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  nennen. 
DieGeschwindigkeiten  bildongleiche  Winkel  mit  den  Stralen,  welche 
die  Systempunkto  mit  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  ver- 
binden. Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  eines  solchen  Strales 
sind  parallel  und  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  proportional. 

Trägt  man  auf  der  Tangente  der  Bahn  jedes  Punktes  A  von  Ai  aus  die  Ge- 
schwindigkeit nach  Grösse  und  Sinn  auf,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Geschwin- 
digkeitsstrecken ein  dem  System  Z,  oder  Z^ ,  oder  Z^  ähnliches  System ,  welches 
denselben  Punkt  0  zum  Doppelpunkte  hat.  (Man  braucht  nur  die  Geschwindig- 
keiten der  Punkte  eines  Strales  zu  verfolgen,  welche  durch  den  Doppelpunkt  geht.) 

§.  3.  Die  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  Z  kann  auf 
mannigfache  Art  bestimmt  werden.  Sie  ist  bestimmt,  wenn  zwei  Systempuukte 
A,  B  sich  auf  zwei  Geraden  a,  6  so  bewegen,  dass  sie  auf  denselben  ähnliche 
Punktreihen  A^ ,  A^,  J.3  .  .  .  . ,  JB^ ,  B^ ,  B.^  .  .  .  .  durchlaufen ,  so  dass  also 
A^A^  :  B^B^  i=  A^A^  :  B^B,^  =  .  .  .  .  ist.  Ist  0  der  Doppelpunkt  zweier  auf 
einand erfolgender  Lagen  Z^ ,  Z^  des  Systems  Z,  und  //  der  Schnittpunkt  von  a 
und  b,  so  schneiden  sich  die  Kreise  <4iJ5jif,  A^B^H  in  einem  Punkte  0,  wel- 
cher Doppelpunkt  von  Z^ ,  Z^  ist.  Aber  dieser  Punkt  ist  zugleich  Doppelpunkt 
von  Z, ,  2^ ,  indem  der  Kreis  A^  B^  U  durch  denselben  hindurchgeht,  ebenso  ist 
er  Doppelpunkt  je  zweier  anf  einanderfolgender  Lagen.    Für  die   auf  diese 
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Weise  bestimmte  Bewegung  bleibt  also  der  Mittelpunkt  der  Aehn- 
lichkeit  und  der  Geschwindigkeiten  für  alle  Lagen  ein  und  derselbe 
Punkt.  Wenn  femer  Cj ,  0,,  C,  .  .  .  auf  einanderfolgende  Lagen  eines  weiteren 
Systempunktes  C  sind,  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OA^C^^ 
OA^C^j  OA^C^  .  .  .  .,  dass  der  Punkt  C  eine  Gerade  C^C^C^  .  .  .  beschreibt.  Bei 
der  genannten  Bewegung  beschreiben  also  alle  Systempunkte,  ausser 
dem  Mittelpunkte  der  Aehnlichkeit  gerade  Linien.  Man  kann  die  Be- 
wegung daher  die  geradlinige  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems 
nennen.  Wegen  des  allen  aufeinauderfolgenden  Lagen  gemeinsamen  Doppelpunk- 
tes ist  sie  das  Analogen  der  Rotation  beim  unvenlndorliclien  System.  Die  Ge- 
rade AC  des  Systems  erzeugt  auf  den  Bahnen  der  Punkt«  A  und  C  ähnliche 
Ponktreihen.  Es  sind  mithin  die  Punktreihen,  welche  die  Punkte  einer 
Systemgeraden  auf  ihren  Bahngeraden  erzeugen  alle  unter  sich  ähn- 
liche Reihen. 

Die  verschiedenen  Lagen  derselben  Systemgeraden  sind  daher  die  Projections- 
stralen  für  je  zwei  ähnliche  Reihen,  welche  je  zwei  ihrer  Punkte  während  der 
geradlinigen  Bewegung  auf  ihren  geradlinigen  Bahnen  erzeugen.  Es  ist  aber  be- 
kannt, dass  die  Geraden  selbst  Projectionsstralen  sind,  und  mithin  erzeugen  die 
verschiedenen  Lagen  einer  Systemgeraden  dieselbe  Parabel  durch  Umhüllung, 
welche  durch  die  geradlinigen  Bahnen  der  auf  ihr  liegenden  Punkte  des  ähnlich- 
veränderlichen  Systems  umhüllt  wird.  Die  Bewegung  erfolgt  also  so,  dass 
jede  Systemgerade  eine  bestimmte  Parabel  umhüllt.  Fällt  man  vom 
Mittelpunkte  0  der  Aehnlichkeit  Perpendikel  OP  auf  alle  Lagen  der  System- 
geraden ABf  so  sind  die  Dreiecke  OA^P^^,  OA^P^^  .  .  .  ähnlich;  es  liegen  daher 
die  Fusspunkte  P  alle  in  einer  Geraden,  der  Scheiteltaugente  der  Parabel  und 
ist  0  ihr  Brennpunkt. 

Die  Systempunkte  umhüllen  also  eine  Schaar  Parabeln,  welche 
den  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit  zum  gemeinsamen  Brennpunkt 
haben.  Es  sei  A  ein  Systempunkt  und  Mittelpunkt  eines  Stralenbüschels  von 
Systemgeraden.  Jede  dieser  Geraden  erzeugt  eine  Parabel  und  fällt  einmal  im 
Laufe  der  Bewegung  mit  der  Bahnlinie  des  Punktes  A  zusammen;  daher  schnei- 
den sich  die  Scheiteltangenten  aller  von  den  Stralen  des  Büschels  erzeugten  Para- 
beln in  dem  Fusspunkte  des  Perpendikels  0  Pq  ,  welches  man  von  0  auf  die  Bahn- 
linie von  A  fallen  kann,  und  liegen  die  Scheitel  aller  dieser  Parabeln  auf  dem 
über  OPq  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 

Ein  ähnlich  veränderliches  System  2  kann  aus  einer  beliebigen 
ersten  Lage  JS^  in  eine  beliebige  zweite  Lage  27^  durch  geradlinige 
Bewegung  übergeführt  werden. 

Eine  andere  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  ist  die,  bei  wel- 
cher zwei  Punkte  auf  ähnlichen  Curven  ähnliche  Punktreihen  erzeugen.  Auch 
hiefür  bleibt  der  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit  unverändert  derselbe  und  alle 
Systempunkte  beschreiben  auf  ähnlichen  Curven  ähnliche  Punktreihen. 

Bewegen  sich  drei  Punkte  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  auf  drei  Ge- 
raden, so  ist  der  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit  aller  aufeinanderfolgender  Lagen 
derselbe  Punkt  und  beschreibt  jeder  Systempunkt  eine  Gerade. 

Sind  die  vorgenannten  Curven  mit  den  ähnlichen  Punktreihen  Kreise,  so  ent- 
steht die  kreisförmige  Bewegung  des  ähnlich  veränderlichen  Systems.  Gehen  da- 
bei die  Kreise  durch  den  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit,  so  ergibt  sich  die  Be- 
wegaog,  welche  von  Durand  (Nouv.  annales  de  raath('«ro.  2^  S<*rie,  T.  VI,  p.  CO), 


574  Ebene  ähnlich-veränderliche  Systeme.      IL  Th.,  Cap.  XVIII,  §.  2. 

Wiener  (Annali  di  matematica,  Ser.  2^*,  T.  I,  p.  139)  und  Affolter  (Gnmert's 
Archiv  für  Mathem.,  Th.  55,  p.  175)  untersucht  wurde. 

Durch  drei^  Systemgerade,  welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen,  ist  die  Be- 
wegung des  ähnlich  veränderlichen  Systems  bestimmt.  Denn  die  drei  Greraden 
erzeugen  drei  congruente  Stralenbdschel ,  deren  homologe  Stralentripel  ein  sich 
ähnlich  bleibendes  Dreieck  bestimmen. 

§.  4.  Es  seien  Z^,  Z^,  Z^  drei  unendlich  wenig  von  einander  verschiedene 
Lagen  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  £  entsprechend  den  Zeiten  t,  t  -\-  dt^ 
t  -{-  2dt',  dasselbe  kann  durch  geradlinige  Bewegung  aus  der  Lage  Z^  in  die 
Lage  Z^  übergehen  und  ebenso  aus  der  Lage  Z^  durch  eine  andre  geradlinige 
Bewegung  in  die  Lage  Z^  gelangen.  Ein  beliebiger  Systempunkt  M  beschreibt 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Zeitelementen  die  Bogenelemente  M^  M^  und  M^  3f, 
seiner  Bahn  (Fig.  225).  Ein  Hfilfssystem  a,  gleichfalls  ähnlich  veränderlich,  falle 
zur  Zeit  t  mit  Zi   zusammen   und   gelange   zugleich  mit  Z  nach  Z^ ,   setze  aber 

dann  die  geradlinige  Bewegung  fort  und  gelange  in  eine 
Lage  Z\  derart,  dass  die  Punkte  aus  den  Lagen  M^  nach 
M'2  gelangen,  so  dass  die  Bogenelemente  M^M'^  =  MiM^ 
werden.  Die  Möglichkeit  erhellt  aus  §.2«  Denn  die  Drei- 
ecke, wie  OM^M^j  welche  die  Punkte  M^^  M^  mit  dem 
Mittelpunkte  0  der  Aehnlichkeit  von  Z^  und  Z^  bilden,  sind 
Fig.  225.  unter  sich  ähnlich.    Ebenso  sind  die  Dreiecke  0  M^  M*^  unter 

sich  ähnlich;  ist  also  für  irgend  einen  Systempunkt  von  9 
M^  M\  =-  M^M^,  so  findet  diese  Gleichheit  für  alle  Punkte  statt.  Aus  der  Lage 
Z^2  kann  aber  <r  in  die  Lage  2^3  durch  eine  weitere  geradlinige  ähnliche  Bewegung 
gelangen.  Die  Linien  M\M^  sind  nun  die  Deviationen  der  Punkte  M  von  £, 
proportional  den  Beschleunigungen  derselben  und  haben  deren  Richtung.  Trägt 
man  auf  ihren  Richtungen,  welche  man  durch  die  Punkte  M^  ziehen  kann,  von 
den  Punkten  üfj  aus  die  Beschleunigungen  tp  =  M'^  M^  :  ^dt^  auf,  so  bilden  ihre 
Endpunkte,  wie  es  §.  8  mit  den  Endpunkten  der  Geschwindigkeiten  t;  der  Fall 
war,  ein  dem  beweglichen  System  Z  ähnliches  System. 

Dieselben  Betrachtungen,  welche  wir  eben  anstellten,  um  zu  dem  ähnlichen  System 
der  Endpunkte  der  Beschleunigungen  zu  gelangen,  gelten  auch  für  den  (Jebergang 
des  Systems  aus  der  dritten  Lagen  in  eine  vierte  u.  s.  f.,  d.  h.  die  Endpunkte  der 
Beschleunigungen  aller  Ordnui\gen  bilden  zu  jeder  Zeit  t  ein  dem  beweglichen 
System  ähnliches  System. 

Das  System  der  Endpunkte  der  Beschleunigungen  irgend  einer  Ordnung  hat 
mit  dem  ihm  ähnlichen  System  Z  einen  Doppelpunkt.  Die  Beschleunigung  dieses 
Punktes  ist  Null,  die  Beschleunigungen  der  Punkte  eines  Strales,  welcher  durch 
ihn  hindurchgeht,  sind  parallel,  aber  auf  verschiedenen  Seiten  dieses  Punktes  ent- 
gegengesetzt. Wir  nennen  diesen  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigungen. Die  Stralen  des  Mittelpunktes  der  Beschleunigungen  bilden  mit  der 
Beschleunigung  der  Systempunkte,  nach  welchen  sie  hinlaufen,  gleiche  Winkel 
u.  s.  f.  Wir  erhalten  daher  leicht  die  folgenden  Sätze,  welche  für  das  unver- 
änderliche System  bereits  in  früheren  Gapiteln  sich  ergaben: 

In  jedem  ähnlich  veränderlichen  System  gibt  es  zu  jeder  Zeit  und 
für  jede  Ordnung  der  Beschleunigungen  einen  Punkt  ohne  Beschleu- 
nigung, den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen.  Die  Richtung  der 
Beschleunigung  der  Systempunkte  bildet  mit  den  Stralen,  welche  sie 
mit  diesem  Mittelpunkte  verbinden,  gleiche  WinkeL    Die  Besohlen- 
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nigung  der  Systempunkte  ist  ihrem  Abstände  von  diesem  Mittel- 
punkte proportional  und  folglich  auf  einem  um  denselben  beschrie- 
benen Kreise  Ton  derselben  Grösse.  Die  Beschleunigungen  der  Punkte 
auf  einem  Strale  des  Mittelpunktes  der  Beschleunigungen  sind  parallel 
und  diesseits  und  jenseits  desselben  entgegengesetzten  Sinnes. 

§.  5.  Man  erkennt  femer  leicht  die  Richtigkeit  der  Sätze  : 
Der  Ort  aller  Punkte  des  ähnlich  veränderlichen  Systems,  für 
welche  das  Verhältniss  der  Beschleunigung  zur  Geschwindigkeit  zur. 
Zeit  t  denselben  Werth  hat,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem 
Strale  liegt,  welcher  die  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  und 
der  Beschleunigungen  verbindet;  dieser  Kreis  theilt  die  Entfernung 
dieser  beiden  Punkte  harmonisch. 

Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschleunigung  und  Geschwindigkeit 

zur  Zeit  t  denselben  Winkel  <r  bilden,  ist  ein  Kreis, 
welcher  die  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten 
und  der  Beschleunigungen  enthält.  Sind  nämlich  C 
und  G  (Fig.  226)  die  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten 
V  und  der  Beschleunigungen  9,  so  bildet  die  Geschwindig- 
keit eines  beliebigen  Systempunktes  M  mit  CM  einen  con- 
stanten  Winkel  a  und  die  Beschleunigimg  mit  GM  einen 
Constanten  Winkel  l  und  ist  <y  ±  X  »»  CMG  -f- «  und  mithin 
CMG  0=  <f  ±  Z  —  a ,  also  constant. 

Die  Geschwindigkeiten  t;  i^Ier  Punkte  des  Kreises  gehen 
durch  einen  festen  Punkt  C^  des  Kreises,  die  Beschleanignngen  tp  derselben  dnreh 
einen  andern  festen  Punkt  G^  desselben.  Jedem  Werthe  des  Winkels  a,  den  v 
und  q>  mit  einander  bilden ,  entspricht  ein  solcher  Kreis. 

Für  <y-BO  fallen  die  Beschleunigungen  und  Geschwindigkeiten  der  Punkte  des 
Ortes  zusammen.  Der  Ort  heisst  der  Wendekreis  des  Systems.  Seine  Punkte 
beschreiben  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente ,  welche  in  dieselbe  Gerade 
fallen,  d.  h.  sie  passiren  eben  Wendepunkte  ihrer  Bahnen.  Die  Punkte  O^,  G^ 
fallen  in  einen  Punkt  zusammen,  den  Wendepol  J.  Die  Punkte  des  Ortes  haben 
keine  Normalbeechleunigung. 

Für  a  aa^fr,  d.  h.  für  die  Punkte,  deren  Beschleunigung  rechtwinklig  zur 
Geschwindigkeit  ist,  wird  die  Tangentialbeschleunigung  Null;  die  Punkte  O^j  G^ 
sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  des  Ortes.  Der  Kreis  der  Punkte  ohne 
Tangentialbeschleunigung  heisst  der  Tangentialkreis. 

An  den  Ort  der  Punkte  ohne  Normalbeschleunignng  lässt  sich  die  Untersuchung 
über  die  Krümmung  der  Bahnen  anschliessen  und  die  Aufgabe  lOeen:  „Wenn  die 
Krümmungsradien  der  Bahnen  dreier  Punkte  bekannt  sind,  den  Krümmung^halb* 
messer  für  die  Bahn  jedes  anderen  Punktes  zu  finden.*' 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Kinematik  ebener  ähnlich  veränderlicher 
Systeme,  insbesondere  auch  über  die  Krümmung  der  Bahnen,  finden  sieh  bei 
Grouard,  Figures  planes  semblables  (llnstitut,  1865,  p.  150  u.  179;  1870,  p.  87, 
84,  124  u.  171),  sowie  in  den  besonders  werthvollen  und  gründlichen  Abhandlungen 
von  Burmester:  1)  Kinematisch-geometrische  Untersuchungen  der  Bewegung  ähn- 
lich veränderb'cher  ebener  Systeme  (Schlömilch^s  Zeitschrifk  für  Mathematik  und 
Physik  XIX.  Bd.,  p.  154);  2)  Kinematisch- geom.  Untersuchung  der  Bewegung  affin- 
veränderlicher  und  collinear- veränderlicher  ebener  Systeme  (ebendas.,  XIX.  Bd.,  p.  464); 
S)  Kinem.-geom.  Untertochangen  der  Bewegung  gesetzmässig-ver&nderlicher  Systeme 
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(ebendas.,  XX  Bd.,  pg.  381);  4)  Kinematisch-geometrische  Theorie  der  Bewegong 
der  affin-yeränderlichen,  ähnlich-veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen 
Systeme  (ebendas.,  XXIII.  Bd.,  pg.  108);  5)  Ueber  den  Beschlennigungszastand 
ähnlich- veränderlicher  und  starrer  ebener  Systeme  (Civilingenieur,  XXIV.  Bd.,  2. 
u.  8.  Heft).  Die  ähnlich  veränderliche  Bewegung  kommt  bereits  1880  bei  Chasles 
vor  (Note  sur  les  propriät^s  du  Systeme  de  deux  corps  semblables  entr'eux  etc. 
Bulletin  des  Sciences  math.  p.  Färussac,  Nov.  1830). 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die  Theorie  der  Bewegung  des 
ähnlich  veränderlichen  ebenen  Systems  zum  Theil  aus  der  Theorie  des  unveränder- 
lichen ebenen  Systems  ableiten  kann^  indem  man  das  unveränderliche  System  auf 
eine  Parallelebene  von  einem  endlich  entfernten  Punkte  aus  in  allen  seinen  Lagen 
projicirt. 

§.  6.  In  zwei  affinen  ebenen  Systemen  Z^,  Z^  entspricht  jedem  Punkt  ein 
Punkt,  jeder  Geraden  eine  Gerade  und  sind  die  Punktreihen  homologer  Geraden 
ähnlich,  jedoch  so,  dass  das  Aehnlichkeitsverhältniss  von  einem  Paar  homologer 
Geraden  zum  andern  variabel  ist.  Die  unendlich  fernen  Geraden  sind  homolog  und 
jedem  Paar  Parallellinien  des  einen  Systems  entspricht  ein  Paar  Parallellinien  im 
andern;  einem  Parallelogramm  ist  also  ein  Parallelogramm  homolog.  Zwei  homo- 
loge Stralenbüschel  sind  im  Allgemeinen  nicht  congruent.  Zwei  ebene  Systeme, 
welche  Parallelprojectionen  von  einander  sind,  sind  affine  Systeme. 

Es  seien  zwei  affine  ebene  Systeme  Z^,  2?,  in  irgend  einer  Ebene  vereinigt 
und  die  Verbindungslinien  der  homologen  Punkte  A^^  A^;  B^^  B^;  .  .  .  (die  Pro- 
jectionsstralen)  gezogen.  Sind  insbesondere  A^,  Bi,  C^,  .  >  .  und  A^,  B^^  C^  .  .  . 
homologe  Punktreihen  und  man  theilt  die  Strecken  A^  A^ ^  B^B^,  C^C^^  in  dem- 
selben Verhältniss  durch  die  Punkte  ^^ ,  £, ,  Cg ,  .  .  . ,  so  liegen  dieselben  in  einer 
Geraden  und  bilden  eine  den  Reihen  A^BiC^^  .  .  ,  und  A^B^C^  ...  ähnliche  Reihe. 
Theilt  man  daher  alle  Projectionsstrecken  der  beiden  Systeme  in  demselben  Ver- 
hältniss, so  bilden  die  Theilpunkte  ein  drittes,  den  Systemen  Zi ,  2^  affines  System 
2?3.  Indem  man  das  Theilungsverhältniss  varüren  lässt,  erzeugen  ^3,  £3,  Cg,  .  .  . 
auf  den  Projectionsstralen  ähnliche  Reihen.  Man  erkennt  hieraus  die  Möglichkeit, 
dass  ein  sich  affin  bleibendes  System  sich  so  bewegt,  dass  alle  Punkte  Geraden 
beschreiben  und  auf  diesen  ähnliche  Pnnktreihen  erzeugen.  Durch  drei  Paar  ho- 
mologe Punkte  sind  Z^ ,  2^  bestimmt.  Daher  beschreiben  alle  Punkte  des  beweg- 
lichen Systems  Gerade,  wenn  dies  mit  drei  Punkten  der  Fall  ist. 

Sind2^j,2?2  gleichartiger  Lage,  so  haben  sie  einen  Doppelpunkt  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppellinie  ohne  Doppelpunkte.  Sind  daher  Z^,  Z^ 
zwei  unendlich  nahe  Lagen  des  beweglichen  Systems  Z,  so  besitzen  dieselben  einen 
einzigen  Doppelpunkt,  welcher  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeit  ist  und  wenn  man 
in  den  Punkten  von  Z  die  Geschwindigkeiten  als  Längen  nach  Grösse,  Richtung 
und  Sinn  anträgt,  so  bilden  sie  ein  dem  System  Z  affines  System,  welches  den 
Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  mit  ihm  gemein  hat. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  in  §.  4  zeigen,  dass  es  für  das  affin  veränder- 
liche ebene  System  für  alle  Ordnungen  der  Beschleunigung  einen  Mittelpunkt  der- 
selben gibt  und  dass  die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  ein 
dem  beweglichen  System  affines  System  bilden. 

Während  beim  ähnlich-veränderlichen  System  der  Ort  aller  Punkte,  deren 
Beschleunigung  irgend  einer  Ordnung  dieselbe  Grösse  a  hat  ein  Kreis  ist,  ist 
dieser  Ort  der  Punkte  gleicher  Beschleunigung  a  beim  affin  ver- 
änderlichen System  eine  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
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nignngen,  als  Mittelpunkt  der  Ellipse.  Ist  nämlich  0  der  Doppelpunkt 
zweier  in  einer  Ebene  vereinigter  affiner  Systeme  2?|,  Z^  und  sind  Ä^,  A^  ein 
Paar  homologer'  Punkte ,  so  beschreibe  man  um  0  mit  dem  Radius  a  einen  Kreis, 
ziehe  den  Radius  Oa  parallel  Ä^A^,  femer  uA\  parallel  OA^  bis  zum  Schnitt- 
punkt A\  mit  dem  Strale  OA^  und  hierauf  ^'^^  2  P^u^l^el  '^1-^2  ^^^  ^^^  Schnitt- 
punkte A\  mit  OA^,  Dann  sind  A\  und  A'^  homologe  Punkte  von  Z^^  Z^  wegen 
0A\  :  OA^  s=»  0A\  :  OA^)  und  zwar  sind  sie  homologe  Punkte  vom  Abstände  a. 
Indem  man  mit  Hülfe  dieser  Construction  alle  homologen  Punktpaare  von  Z^ ,  Z^ 
sucht,  deren  Abstand  dieselbe  Grösse  a  hat,  erhält  man  zwei  homologe  Curven 
von  2?i,  Z^^  deren  homologe  Punkte  gleichen  Abstand  a  haben.  Ist  Z^^  das  be- 
wegliche System  Z  in  der  Lage  zur  Zeit  t,  Z^  das  System  der  Endpunkte  der 
Geschwindigkeiten  oder  der  Beschleunigungen  irgend  welcher  Ordnung,  so  stellt 
die  Curve  in  Z,  den  Ort  aller  Punkte  dar,  deren  Geschwindigkeiten  oder  Be- 
schleunigungen gleiche  Grösse  a  besitzen.  Man  kann  zeigen,  dass  diese  Curve 
dem  um  P  mit  dem  Radius  a  beschriebenen  Kreise  afQn,  mithin  eine  Ellipse  ist. 
Der  Satz  gilt  für  die  Geschwindigkeiten  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen. 

§.  7.  Bei  zwei  allgemein  collinearen,in  einer  Ebene  vereinigten  Systemen 
2^1,  Z^  gibt  es  im  Allgemeinen  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppellininn ,  welche 
dieselben  paarweise  verbinden.  Sind  die  Systeme  zwei  unendlich  nahe  Lagen  eines 
collinear  veränderlichen  Systems  Z^  so  sind  die  Projcctionsstralen ,  welche  die 
homologen  Punkte  A^^  A^\  B^^B^\  .  .  .  mit  einander  verbinden,  die  Richtungen 
der  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  A,  B,  C  und  A^A^  :  dt^  B^B^  :  dt,  ,,, 
stellen  die  Grössen  dieser  Geschwindigkeiten  selbst  dar.  Die  drei  Doppelpunkte 
haben  die  Geschwindigkeit  Null,  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  der  drei  Dop- 
pellinien fallen  in  diese  Geraden  hinein.  Die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten 
sämmtlicher  Punkte  einer  Geraden  umhüllen  einen  Kegelschnitt.  Während  der 
Bewegung  des  Systems  wechseln  die  drei  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  con- 
tinnirlich  und  erzeugen  in  der  Ebene  der  Bewegung  eine  Curve,  mit  welcher  eine 
gewisse  veränderliche  Curve  des  Systems  Punkt  für  Punkt  während  der  Bewegung 
zu-  sammentrifft. 

Die  Bewegung  des  Systems  ist  durch  die  Bewegung  von  vier  Punkten  im 
Allgemeinen  bestimmt.  Sie  kann  z.  B.  so  erfolgen,  dass  die  vier  Punkte  vier 
Gerade  beschreiben. 

Man  kann  die  Eigenschaften  der  Bewegung  collinear-veränderlicher  Systeme 
durch  Projection  zum  Theil  ans  der  Bewegung  unveränderlicher  Systeme  ent- 
wickeln. 

§.  8.  Collineare  räumliche  Systeme  sind  dadurch  definirt,  dass  allen 
Punkten  des  einen,  welche  in  gerader  Linie  liegen,  Punkte  des  andern  homolog 
sind,  welche  gleichfalls  in  einer  Geraden  liegen.  Hieraus  folgt,  dass  einer  Ebene 
eine  Ebene,  allen  Ebenen  die  durch  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  gehen,  wieder 
Ebenen  homolog  sind,  welche  durch  den  homologen  Punkt  oder  die  homologe 
Gerade  gehen.  Zu  jedem  System  können  unendlich  viele  andere,  ihm  collineare 
Systeme  construirt  werden  und  indem  man  sich  eine  Schaar  solcher  continuirlich 
aufeinanderfolgender  Systeme  denkt,  sieht  man  ein,  dass  ein  veränderliches  System 
sich  so  bewegen  kann,  dass  es  nach  und  nach  mit  allen  Systemen  der  Schaar  zu- 
sammenfällt, sich  selbst  also  während  der  Bewegung  collinear  bleibt.  Durch  die 
gemachten  Annahmen  ist  weder  die  Art  der  Veränderlichkeit  des  beweglichen 
Systems  noch  die  Art  der  Aufeinanderfolge  der  Lagen  desselben  vollkommen  be- 
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stimmt.  Es  gibt  daher  tmendlich  viele  Bewegungen  eines  collinear-vertoderlichen 
Systems. 

Man  kann  zeigen,  dass  zwei  collineare  Systeme  durch  fünf  Paar  homologer 
Punkte  bestimmt  sind,  sodass,  wenn  diese  gegeben  sind,  man  im  Stande  ist,  zu 
jedem  beliebigen  sechsten  Punkt  des  einen  den  ihm  homologen  Punkt  des  aadem 
zu  finden.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  zwei  solche  Systeme  eine  beliebige  Lage  in 
demselben  Räume  haben,  sie  höchstens  vier  Doppelpunkte  besitzen  können,  ohne 
vollständig  zusammenzufallen.  Die  vier  Doppelpunkte  bestimmen  vier  Doppel- 
ebenen, deren  jede  drei,  sowie  sechs  DoppelUnien,  deren  jede  zwei  der  vier  Doppel- 
punkte verbindet.  In  jeder  Doppelebene  liegen  also  im  Allgemeinen  drei  Doppel- 
punkte und  drei  Doppellinien,  in  deren  jeder  zwei  Doppelpunkte  sich  finden. 
Wenn  daher  ein  veränderliches  System  sich  so  bewegt,  dass  es  sich  selbst  collinear 
bleibt,  so  ist  die  Bewegung  im  Allgemeinen  durch  folgende  Eigenschafken  aus- 
gezeichnet In  jedem  Momente  ruhen  vier  bestimmte  Punkte  des  Systems,  wäh- 
rend alle  fibrigen  sich  bewegen.  Diese  vier  Punkte  wechseln  mit  jeder  Lage  des 
Systems  und  erzeugen  4  Curven  im  ruhenden  Baume,  welche  die  geometrischen 
Orte  dieser  Buhepunkte  sind,  sodass  in  jedem  Momente  die  Bewegung  von  4 
Punkten,  die  in  diese  Curven  eintreten,  erlischt.  In  jedem  Momente  ruhen  sechs 
Gerade  des  Systems,  so  dass  deren  Punkte  blos  in  diesen  Geraden  sich  bewegen; 
jede  Gerade  enthält  zwei  der  eben  genannten  Buhepunkte.  In  jedem  Momente 
ruhen  4  Ebenen  des  Systems,  so  dass  deren  Punkte  und  Geraden  sich  blos  in 
ihnen  bewegen;  jede  solche  Ebene  enthält  drei  Buhepunkte  und  drei  Buhelinien. 
Die  angegebene  Zahl  der  Buhepunkte,  Buhelinien  und  Buheebenen  ist  blos  das 
Maximum,  sie  kann  geringer  sein;  dann  werden,  wie  man  sagt,  einige  von  ihnen 
ideell  oder  imaginär. 

Entsprechen  sich  die  unendlich  fernen  Ebenen  beider  Systeme,  so  werden  die 
Systeme  affin.  Alle  homologen  Geraden  enthalten  ähnliche  homologe  Punktreihen. 
Drei  von  den  4  Doppelpunkten  liegen  im  Unendlichen  und  nach  ihnen  gehen  drei 
Doppellinien  hin,  welche  sich  in  dem  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Doppel- 
punkte schneiden.  Sie  sind  paarweise  durch  3  Doppelebenen  verbunden.  Das 
Aehnlichkeitsverhältniss  wechselt  von  Geradenpaar  zu  Geradenpaar. 

Beduciren  sich  die  drei  unendlichfemen  Doppelpunkte  auf  einen,  also  auch 
die  durch  sie  hindurchgehenden  Doppellinien  auf  eine,  so  werden  die  Systeme 
ähnlich  und  haben  also  nur  einen  Doppelpunkt  und  eine  durch  ihn  hindurch- 
gehende Doppellinie  im  Endlichen.  Fällt  auch  der  letzte  Doppelpunkt  ins  Unend- 
liche, so  werden  die  Systeme  cong^ent.  Soll  das  bewegliche  System  während 
der  Bewegung  sich  congruent  bleiben,  so  geht  es  in  ein  unveränderliches  über. 
Die  einzige  Buhelinie  im  Endlichen  enthält  zwei  homologe  Punktreihen,  welche 
durch  Translation  des  Systems  zur  Coincidenz  gelangen  können,  während  die  Coin- 
cidenz  aller  übrigen  homologen  Punkte  durch  Botation  des  Systems  um  die  Buhe- 
linie erfolgt.  Sie  ist  die  Aze  der  Schraubenbewegung  des  unvei^derliohen 
Systems. 

§.  9.  Die  Projectionsstralen  zweier  collinearer  Systeme  bilden  einen  Complex 
zweiter  Ordnung;  die  Gomplezstralen  sind  zugleich  die  Schnittlinien  der  homolo- 
gen Ebenenpaare.  Sind  die  Systeme  aufeinanderfolgende,  unendlich  wenig  von 
einander  abweichende  Lagen  desselben  beweglichen  Systems,  so  sind  diese  Stralen 
die  Bichtungen  der  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte. 

Die  Geschwindigkeitsriohtnngen  der  Punkte  einer  (iferaden  des  beweglichen 
Systems  erfüllen  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  für  die  affinen,  ähnlichen  und 
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congraenten  Systeme  Id  ein  hyperbolisches  Paraboloid  übergeht,  "^eil  die  all- 
gemein projektiyischen  Ponktreihen  auf  den  beiden  aufeinanderfolgenden  Lagen 
der  Geraden  ähnlich,  resp.  congnient  werden  (vgl  S.  286). 

Durch  Betrachtungen,  wie  S.  292  u.  fifg.  ergibt  sich,  dass  der  Ort  aller  System- 
punkte, deren  Gtoschwindigkeitsrichtungen  durch  denselben  Punkt  hindurchgehen, 
ein  cubischer  Eeg^elschnitt  ist  und  dass  die  Geschwindigkeitsrichtungen  selbst,  eine 
Kegelfläche  2.  Ordnung  erfüllen. 

Die  Schmiegungtebenen  der  Bahnen,  welche  die  Punkte  einer  Geraden  be- 
schreiben, sind  die  Schmiegungsebenen  eines  cubischen  Kegelschnittes,  denn  drei 
auf  einanderfolgenide  Lagen  der  Geraden  enthalten  projectivische  Reihen  und  die 
Verbindung^benen  der  homologen  Punkttripel  sind  die  Schmiegungsebenen  eines 
solchen. 

Für  affine,  ähnliche  und  congruente  Systeme  hat  Burmester  in  Bezug  auf 
die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  in  der  4.  der  oben  citirten  Abhand- 
lungen eine  Reihe  von  Sätzen  bewiesen,  welche  Analoga  sind  zu  Sätzen,  welche 
zum  Theil  in  frühem  Capiteln  dieses  Buches  für  das  unveränderliche  System  auf- 
gefunden wurden.  Er  bedient  sich  dabei  des  Satzes,  dass  die  Endpunkte  der  Ge- 
schwindigkeiten und  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  wenn  diese  auf  ihren 
Richtungen  von  den  Systempunkten  aus  aufgetragen  werden,  ein  dem  beweglichen 
Systeme  affines,  ähnliches  oder  congruentes  System  bilden.  Unter  den  Bur- 
mester^schen  Sätzen  finden  sich  u.  a.  folgende  besonders  wichtige: 

1.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  eines  affin*  veränderlichen  Systems,  deren 
Geschwindigkeit  dieselbe  Grösse  hat,  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  in  den 
Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  fällt.  Derselbe  Satz  gilt  auch  für  die  Be- 
schleunigungen aller  Ordnungen,  so  dass  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  immer 
der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  der  betreffenden  Ordnung  ist. 

2.  Für  die  Geschwindigkeiten  des  ähnlich  veränderlichen  Systems  ist  das 
Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  für  das  unveränderliche  System  ein  Rotations- 
cylinder. 

3.  Der  Ort  der  Punkte  eines  affin-veränderlichen ,  ähnlich-veränderlichen  oder 
unveränderlichen  Systems,  welche  keine  Normalbeschleunigung  besitzen  und  mo- 
mentan Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren,  ist  eine  Cnrve  6.  Ordnung  doppelter 
Krümmung,  welche  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  enthält. 

4.  Der  Ort  der  Pimkte  eines  affin-veränderlichen,  ähnlich- veränderlichen  oder 
unveränderlichen  Systems,  welche  keine  Tangentialbeschleunigping  besitzen,  ist 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  den  Mittelpunkt  der  Beschleuniugng  enthält. 

5.  Der  Ort  der  Punkte  eines  affin-veränderlichen,  ähnlich  veränderlichen  oder 
unveränderlichen  Systems,  deren  Beschleunigungsrichtungen  durch  denselben  Punkt 
gehen,  ist  ein  cubischer  Kegelschnitt  und  die  Richtungen  der  Beschleunigungen 
erfüllen  eine  Kegelfläche  2.  Grades. 

Aus  dem  letzten  Satze  folgern  wir: 

Die  Beschleunigungsrichtungen  der  Punkte  eines  affin-veränder- 
lichen, ahnlich-veränderlichen  oder  unveränderlichen  beweglichen 
Systems  bilden  einen  Liniencomplez  2.  Grades. 
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An  Literatur  über  die  im  Vorstehenden  besprochenen  Bewegungen  fugen  wir 
noch  zu: 

Mollame,  Sulla  txaaformazione  continua  d*una  figura  piana,  la  quäle  reatn 
sempre  omografica  a  se  stessa,  c  di  cui  quattro  punti  qualunque  (tre  dei  quali 
non  sieno  per  dritte)  dcscrivono  quattro  linee  omografiche  date  (Battaglini,  Oior- 
nale  di  Matematica,  Vol.  IX  (1871),  p.  209). 

Durrande,  Essai  sur  Ic  deplaccment  d'une  figure  de  forme  variable  (Annales 
scientif.  de  l'dcole  normale  supericure,  2™®  S6rie,  T.  II  (1873),  p.  81);  Etüde  de 
Tuec^leration  dans  le  dt^placement  d*un  syst^rac  de  forme  variable  (Ibid.  T.  III 
(1874),  p.  161).  Diese  Schriften  entalten  die  analytische  Theorie  der  Bewegongs- 
zustände  collineär  veränderlicher  Systeme. 


Ende  des  ersten  Bandes. 


»»♦•« 


.  Verbesserniigeii. 

S.  1,  §.  2,  Z.  2  lies:  von  Punkten,  Linien,  Flüchen  oder  Körpern. 
S.  4,  Z.  17  V.  o.  lies:  Den  Unterschied  beider  Bewegungen  etc. 
S.  24,  Z.  14  v.u  lies:  {AB,  L ^')8ia,it {AB,  LM)undZ.12\.n.  LNstaiiCJ) 
S.  33,  Z.  20  V.  u.  lies:  für  jeden  Punkt  der  Ebene  ausserhalb  oder  iunerhalb 
des  Streifens  Momente  entgegengesetzten  oder  gleichen  Zeichens. 
S.  61,  Z.  12  V.  o.  lies  (f  statt  r. 

S.  70,  Z.  17  lies  ^^'  • 

8.  137,  Z.  11  V.  u.  lies  .,V  «^f«"  +  ß'  +  («  +  O'l 
S.  145,  Z.  8  V.  u.  lies  B^  statt  A^, 
S.  151,  Z.  17  lies:  unveränderliches  System. 
8.  155,  Z.  11   v.  u.  tilge  das  Zoicheu:  §.  11. 
S.  208,  Z.  1  u.  2  lies  d^. 


